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Teoriatiivistelma

Luku 1. Luvut ja laskutoimitukset

1. Parilliset ja parittomat kokonaisluvut
Parillinen luku on muotoa 2-n, missa n € Z
Pariton kokonaisluku on muotoa 2-n+ 1, missédn € Z

1.1.1. Osoita, etta jos k on pariton, niin luku k* + 1 on parillinen.
L: 95K3a, 30.9b

2. Rationaaliluvut
m .
Q:{x|1°x:F ,2°meZ,3°neZjad4° n=0}
eli luku on murtolukumuotoinen, osoittaja ja nimittaja ovat kokonaislukuja ja nimittaja ei ole
nolla.

1.2.1. Osoita: Jos x on rationaaliluku, niin x + 1 on myds rationaalinen.
L: 4, 97K8a, 27.6a, 28.4, 28.9

3. Itseisarvo | x | > 0 eli itseisarvot ovat arvoltaan aina nolla tai enemman (positiivinen)

1.3.1. Mita voi sanoa yhtalon | x | + 1 = O ratkaisuista?
L: 03S10

4. Itseisarvon lauseke ilman itseisarvoja

B { X, kun x>0
Ix1= -X,kunx<0
eli niilla muuttujan arvoilla, joilla itseisarvojen sisalla oleva lauseke > 0, itseisarvo on sama
kuin sisustan lauseke
ja niilla muuttujan arvoilla, joilla itseisarvojen sisalla oleva lauseke < 0, itseisarvo on sisus-
tan lausekkeen vastaluku.

1.4.1. Esita ilman itseisarvoja a) | 2x - 4 | b) | X° - 4 |

5. Potenssi

x™ = x-x-x-...-x eli tulo, jossa on kantaluvun suuruisia tekijoitd eksponentin osoittama maa-
ra. (eksponentti m > 2)

x'=xja

x*=1,kunx %0

1.5.1. Esita lyhyesti n-n-n-n-n.
L: 25.6a, 30.5b

6. Nelidjuuri \Ja =x & 1°x*=aja2°x>0

1.6.1. Onko \|3 - 24/2 =+[2 - 17
L: 95S5a, 03K1a

7. n:s juuri Q/a =x ¢ 1°x" =a (jajos n on parillinen 2° x > 0)

3
1.7.1. Onko \/5\2 -7 =+/2 - 1?

L: 36.1b
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8. Murtopotenssi x™" = (\Vx)™ (= \x™ ) [x=0]

1.8.1. Laske 16
L: 14c, 15c, 36.1b

o . 1)
9. Negatiivinen potenssi x" = (;)

1.9.1. Laske 27%"
L: 15a

o o . a1
10. Negatiivisen potenssin toinen esityson x = v
eli potenssi(tekijd)n saa siirtda osoittajasta nimittgjaén (tai painvastoin), jos vaihtaa eks-

ponentin etumerkin

-2, -3

1.10.1. Sievenna 0°

11. Logaritmi

logra=x<k*=a

eli logaritmin arvo (=x) tarkoittaa sitd eksponenttia, mihin kantaluku (=k) on korotettava,
jotta saataisiin logaritmoitavana oleva luku (=a)

1.11.1. Esita yhtalo a) log » x = 3 potenssimuodossa b) 3 *** = 4 logaritmimuodossa.
L: 26.5a, 36.1c

12. Logaritmin arvon laskeminen
JOKO tehdaan edellisen kohdan mukaisesti eksponenttiyhtéld, joka ratkaistaan
TAI kaytetaan seuraavan kohdan kaavaa.

1.12.1. Laske log, ?\’/@
L: 16, 18

13. Logaritmi kantaluvun potenssista
logk k* = x eli kun logaritmoitavana on kantaluvun potenssi, on logaritmin arvo ko. potens-
sin eksponentti

1.13.1. Laske log; 81

14. Prosentti

b= IS—O -ataib=0,0p -a(jos p 1-numeroinen)

a = se luku, josta prosentit otetaan (johon verrataan)
b = sama asia maarana mita p on prosentteina

1.14.1. Paljonko on 15% alennus 129€ hinnasta?
2. Mista hinnasta on 8% alennus 24 €7
L: 92K5b, 95S1, 96K3, 24.1b, 26.1c, 29.9, 32.2a, 33.4a

15. Prosenttiluku
minka prosenttiosuutta kysytaan
misté luvusta prosentit otetaan

saadaan jakamalla . Prosentit ovat sadasosien maara.
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1.15.1. Montako prosenttia on 10 € alennus 149€ hinnasta?

2. 400 g 5 % etikkaa ja 1000 g 20 % etikkaa yhdistetaan. Mik&a on syntyneen liuoksen va-
kevyys?

3. Auton hinnasta on 60 % tehtaan hintaa 10 % myyjan katetta ja 30 % veroa. Montako
prosenttia muuttuu auton hinta, kun tehdashinta nousee 10 %, myyjan palkkio-% pysyy
ennallaan ja autovero pienenee 25 %:iin?

L: 11, 12, 90S1b, 91K1b, 91S3b, 92S3a, 93K2, 93S4a, 94K3b, 95K2, 96S2b, 9654,
97K3a, 97S3, 98K4, 98S2, 99S4b, 00K4, 00S3, 02K3, 02S2, 03S5, 04K3, 04S3, 21.7a,
23.2, 25.3b, 26.1b, 27.2a, 28.2b, 34.2

16. Suuremmuusprosentti
Jos laskettaessa prosenttilukua saadaan 1,23 on luku 23 % suurempi.
Jos ko. suhde on 0,87 on luku 13 % pienempi.

1.16.1. Kaustisella on 4450 ja Vetelissa 3750 asukasta. Montako % Kaustisen vakiluku on
suurempi?

2. Vetelin véakiluku oli 10 vuotta sitten 4050, nyt 3750. Montako % vakiluku on pienenty-
nyt?

L: 90K1la, 99K2, 30.4

Luku 2. Lausekkeet

1. Binomikaavat (a+b)@@a-b)=a’-b® JA (azb)®=a’+2ab+b?

2.1.1. Sievenna a) (x2 - 3x)(x2 +3x) b) (x + 2y)2 C) (2\/§ - 5)2
L: 20, 97S6a, 99S7b, 00S5, 02S4, 26.5¢, 27.14a, 36.1a

2. Polynomien tekijoihin jako binomikaavoilla
Kaytetaan edella olevia kaavoja oikealta vasemmalle.

2.2.1. Jaa tekij6ihin a) 4a” - 25 b) x° + 6x + 9 ¢) 9" - 12x° + 4x

PX)
X-a
eli kun polynomi jaetaan 1. asteen polynomilla, on jakojddnnés polynomin arvo jakajan
nollakohdassa.

3. Jakojdanndslause — jakojaannos = P(a)

2.3.1. Mik& on jakojaannés, kun polynomi x° - 4x” + 5x - 6 jaetaan binomilla x - 2?
2. Mika on a, kun jaettaessa polynomi x* - 2x% + ax - 1 binomilla x + 1 on jakojaénnos 3?
L: 24, 25, 26.3a

4. Tekijalause

(x-a)on P(x):ntekijja < P(@)=0 < P(x)on jaollinen (x-a):lla
< X =a on polynomin nollakohta

< x =aon yhtalén P(x) = 0 ratkaisu

2.4.1. Onko polynomin x° - 2x” - 3x + 4 tekijana x + 1?

2. Mika on a, kun polynomin x* - ax® + 2x° - 3x + 4 tekijana on x + 1?
3. Onko polynomi 5x™°° + 6x’° + 10x° - 1 jaollinen (x + 1):114?

4. Mika on a, kun polynomi 8x3 + 4x* + 3x +aon jaollinen (2x - 1):11a?
L: 21, 02K5, 25.2a, 32.2b

5. Murtolausekkeen maarittelyjoukko

P(X)

Q(X) : n méaarittelyjoukkoon kuuluvat kaikki x:t, joilla Q(x) = 0
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2 . .
2.5.1. Mikéa on lausekkeen —2)% maarittelyjoukko?
L:37.1

6. Laskut murtolausekkeilla

kuten murtoluvuilla

+/- laskut. Lavennetaan samannimisiksi, osoittajaksi osoittajien summa, nimittajaksi yhtei-
nen nimittaja

x lasku. Osoittajaksi osoittajien tulo, nimittéjaksi nimittajien tulo. Supistetaan.

/ lasku. Kerrotaan jakajan k&éanteisluvulla ja jatko kuten kertolaskussa

4

2.6.1. Laskex+2 + 37+ ox
2 2
X"-1 X +X
2Laskexz+2X. Z 4

L. 22, 26, 27, 03S1b

7. Potenssin laskusaannot
(ab)" =a"-b" (a/ b)'=a"/b" @M"=a™=(@"n\"
m-n

+n

am"-a"=a" a"/a"= a

2.7.1. Sievenna a) (x°y°)*: (xy°)° b) 2°.5° ¢) 2°%%.5°0%
L: 31, 32, 39, 00S1, 21.2a

8. Logaritmien laskus&&nnot
log (ab) =loga+log b log(a/b)=loga-logb
log (@™) =m -log a n=log k"
_logux _lgx
109 kX = og,k T igk

2.8.1. Sievenna a) Ig 10x - Ig 100x b) 2lg x + Ig \/x
2. Esita yhtena logaritmina 2 + Ig 4x - 2Ig 2x.

3. Esitéd 10-kantaisena logaritmina log, a + logs a
L: 34, 37, 91K5a, 01S8, 36.1c

Luku 3. Yhtal6t ja epayhtalot.

1. | asteen yhtalon ratkaiseminen :
1) nimittajat pois2) sulut pois3) siirrot 4) laskut 5) jaa x:n kertoimella

3.1.1. Ratkaise yhtalo *== > 1, 5X3- 4 o

L: 40a, 97S4b, 98K1, 00K3, 21.3b, 25.6b, 34.1a

2. | asteen yhtalo, jossa kirjainkerroin

Kun jaetaan (tai kerrotaan) kirjainparametrin sisaltavalla lausekkeella, jakaantuu ratkaisu
kahteen osaan

1) lauseke = 0, jolloin jaetaan

2) lauseke = 0, jolloin sijoitetaan se kirjaimen arvo, jolla lauseke = 0 yhtal6on.

Yhtal6 aina tosi tai epatosi.

3.2.1. Ratkaise yhtélo a(x - 2) = 3(x - 4)
L: 93K5
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3. | asteen yhtaloén Ax = b ratkaisujen lukumaara

1) A = 0: 1 ratkaisu

2) A =0 ja B = 0: kaikki maarittelyjoukon x:t kelpaavat ratkaisuksi
3) A=0jaB = 0: ei yhtdan ratkaisua

3.3.1. Milla a:n arvoilla yhtalolla ax + 2 = 3x - 4a on tdsmalleen yksi ratkaisu?
2. Milla a:n ja b:n arvoilla yhtal6lla ax + 2b = 3x - 4a on a) darettbméan monta b) ei yhtaan
ratkaisua?

4. | asteen epayhtalo
Ratkaistaan samoin periaattein kuten | asteen yhtalot.
Lisays: kun jaetaan (tai kerrotaan) negatiivisella luvulla, niin epayhtéalon jarjestys vaihtuu.

| 2x+3 x-3
3.4.1. Ratkaise epayhtals g~ - 25" >x-4

L: 42a, 93S2, 99S3, 04S1a, 31.1, 31.4b

5. | asteen epayhtald, jossa kirjainkerroin

Kun epayhtald kerrotaan (tai jaetaan) kirjainparametrin sisaltavalla lausekkeella jaetaan
tehtava 3 osaan

1) Lauseke > 0: Saa jakaa ja jarjestys sailyy

2) Lauseke < 0: Saa jakaa ja jarjestys kaantyy

3) Lauseke = 0: Sijoitetaan lausekkeen nollaksi tekeva kirjaimen arvo epayhtaléén. Katso-
taan totuusarvo.

3.5.1. Ratkaise epayhtalo a(x - 1) >x + a

6. Epayhtalon Ax > B ratkaisut

1) A > 0 tai A <0: Jaa. Muista mahdollinen jarjestyksen vaihtuminen
2)A=0jaB>0:L=9

3)A=0jaB<0:L=R (tai Mj)

3.6.1. Milla a:n arvoilla epayhtaldlla a(2 - x) > 2x + a a) on b) ei ole ratkaisuja?

7. Il asteen yhtalo ax’ + ¢ =0
1) Ratkaise X 2) ota nelidjuuri 3) laite eteen £ merkki

3.7.1. Ratkaise yhtalo 2x° -3=0
L: 96S1, 35.4

8. Il asteen yhtalo ax’ +bx=0
1) Ota x yhteiseksi tekijaksi 2) Merkitse tulon tekijat nolliksi 3) Ratkaise molemmat tulo = 0
yhtalot

3.8.1. Ratkaise yhtalo (2x - 3)° = 3(x + 3)

9. Il asteen yhtéldiden ratkaiseminen yleisesti
1) Laita yhtalé normaalimuotoon ax’ +bx+c=0 2) Kéayta ratkaisukaavaa

3.9.1. Ratkaise yhtald Ya(x - 1)° - 2(x - 2) = 0
L: 46a, 63, 90Sla, 92K5a, 93S3a, 94S5a, 96K2b, 97S1, 97S4a, 99K6a, 01S2, 03S1,
04K1, 31.7b, 34.1b, 35.2
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10. 1l asteen yhtalon ratkaisujen lukumaara
1) D > 0: 2 erisuurta reaalista ratkaisua 2) D = 0: 2 yhta suurta reaalista ratkaisua
3) D < 0: Ei reaalisia ratkaisuja

3.10.1. Montako reaalista ratkalsua on yhtalolla x*-3x+4 =0

2. Milla a:n arvolla yhtalolla a(x - X) + 1 = 0 on kaksinkertainen ratkaisu?

3. Osoita, ettd yhtalén ax® + (a + 1)x - a = 0 ratkaisut ovat reaalisia kaikilla a:n arvoilla.
L: 59, 34.5

11. 1l asteen ratkaisujen summa ja tulo : X1+ x2=-Db/a X1-X2=cla

3.11.1. Olkoon x; ja Xz yhtalon x - 3x 7 = 0 ratkaisut.
Mit& on a) X1+ Xo b) X1+ X2 C) X1 + Xz ?
L: 62

12. 1l asteen polynomin jakaminen tekijoihin
1) Ratkaise nollakohdat x; ja x 2) Tekijoiksi ax’ +bx +c = a(X - Xg)(X - X2)

3.12.1. Jaa tek210|h|n lauseke 2x° - 5x - 3.

5 s ¢ 2X°-3x-9
upista 3.7 2 "75

13. 1l asteen epayhtalén ratkaiseminen
1) Normaalimuotoon 2) Nollakohdat 3) Paraabeli 4) Vastaus

3.13.1. Ratkaise epayhtalo 2x° - 7x > 4
L: 46b, 02K7, 04S1b, 23.3b, 26.1a, 28.1, 34.1c

14. Korkeamman asteen yhtalon ratkaisutapoja

A) Tulo = 0: Merkitse tekijat = 0 ja ratkaise nama yhtalot

B) Tekijdihin jaolla tulo = 0: Jaa tekijoihin ja jatka kuten edella

C) Molemmilla puolilla yhteinen tekija: Jaa yhteisella tekijalla. Tee 2 yhtalo6a. Jakamalla
saatu yhtalo on toinen ja yhteinen tekija = 0 on toinen yhtald. Seka ratkaise nama

D) Yksi nollakohta annettu tai hoksataan: Yksi tekija on (x - NK). Toinen tekija jakamalla.
Saatu yhtdlo:Tulo = 0 ratkaistaan kuten kohdassa A.

E) Parillisia potensseja 1) Merkitse X’ =a 2) Korvaa X%t a:lla. 3) Ratkaise a

4) Korvaa a x°:lla. 5) Ratkaise x

F) Yksi nollakohta 16ytyy kokonaislukuehdokkaista: x = * jokin vakiotermin kokonaislukute-
kija. Jatko kuten D-kohdassa

G) Yksi nollakohta l6ytyy rationaalilukuehdokkaista: x = + Jokin vakiotermin tekija/ jokin
korkeimman asteen termin kertoimen tekija. Jatko kuten D-kohdassa.

Kohdissa F) ja G) kertoimet oltava kokonaislukuja!

H) Huomataan, etta termit, joissa x, on vakioa vaille binomin potenssi (x-a)"

3.14.1. Ratkaise yhtalo (x 2X)(X* - 5)(2x-3) =0

2. Ratkaise yhtalo x -4x°-5x=0

3. Ratkaise ghtalox -4x=3(x-2)

4. Yhtalon x° - 4x% + 5x 2 0 yksi ratkaisu on x = 2. Ratkaise muut.

5. Ratkaise yhtalo x*-13x*+36=0

L: 41b, 47a, 48a, 49a, 92K8, 93S1, 94K2a, 96K1, 99K1, 24.2, 30.1, 37.2

15. Korkeamman asteen epayhtalot
1) Normaalimuotoon 2) Nollakohdat 3) Kuvaajat 4) Vastaus kuvaajan perusteella.

3.15.1. Ratkaise epayhtald x° - 4x° + 3x > 0
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L: 43a, 47b, 04S1c

16. Murtoyhtalo
1) Katso maarittelyjoukko (nim = 0) 2) Ratkaise yhtalo 3) Tarkista kuuluuko x maarittely-
joukkoon

. qx X-2 X+3 1
3.16.1. Ratkaise yhtalo 3 — +—— +3z o

L: 51a, 93K1, 98S1, 01K1, 21.1, 25.1

=0

17. Murtoepayhtalo

1) Muuta EY muotoon, jossa 1 murtolauseke vasemmalla ja O oikealla puolella. 2) Laske
OS:n ja NIM:n merkit (NK + KUV) 3) Laita MERKIT lukusuorataulukkoon 4) Paattele ML:n
merkit 5) Anna vastaus.

>2-x
X+1 X

3.17.1. Ratkaise epayhtal®
L: 50b, 98K3a, 21.2b, 33.1

18. Neligjuuriyhtalo

1) Muuta yhtéalé muotoon juuri yksi toisella puolella ja muut termit toisella. 2) Korot mo-
lemmat puolet toiseen ( )2 3) Ratkaise 4) Tarkista joko sijoittamalla saadut x:t alkuperai-
seen yhtaloon tai asettamalla ehtoja reaalisuudelle (neli6énkorotukselle)

3.18.1. Ratkaise yhtalo \/2x + 3 -x=0
L: 52a, 91K1a, 94S1, 00S2, 32.1, 36.6

19. Itseisarvoyhtalo

A P(X) = Q(X) @ [P(X) =Q(X) TAIP(X) =-Q(x) ] JAQ(x) >0

B:| P(x) | =] Q(X) | & P(x) = Q(X) TAI P(x) = - Q(x) (ei ehtoja)

C: Ratkaisut alueittain: Esita itseisarvot ilman itseisarvoja. Ratkaise. Tarkista onko x voi-
massaoloalueella.

3.19.1. Ratkaise yhtalo | 2x -3 | =x- 4
2. Ratkaise yhtalo | x> - 3| = | 5x + 3 |
3. Ratkaise yhtalo | 2x | + | x-2|=3
L: 40b, 94K1, 97K2, 28.5b

20. Itseisarvoepayhtalo

A | P(X) | < Q(X) & - Q(X) < P(X) < Q(X)

B: | P(X) | > Q(X) & P(X) > Q(x) TAI P(x) < - Q(2x)
C:IPX) | >1QM) | 1 () @ [PX)I*>[QX)]

( HUOM: Nelioon korotetussa yhtalossa ei enaa itseisarvoja

3.20.1. Ratkaise epayhtald | 2x -3 | <x -4
2. Ratkaise epayhtald | x> - 2 | > 3x + 2

3. Ratkaise epayhtald | 2x - 3| <|4x-5||
L: 45a, 90K6a, 95S2

21. Kaksoisepayhtalo : a<P(X)<b & a<P(x) JA PX)<b

3.21.1. Ratkaise 2x -3 <4x-5<6x+ 7
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22. "JA"-epayhtaléryhman ratkaiseminen
1) Ratkaise molemmat 2) Lukusuorataulukkoon TOTEUTUMISALUEET
3) Ota ratkaisujoukkoon yhteinen osa (leikkausjoukko) 4) Vastaus

3.22.1. Milla x:n arvoilla toteutuu epayhtald x° - 4 < 0 ja epayhtald 3x - 4 < 0?
L: 97K3b, 98S3, 29.3, 35.6

23. "TAI"-ryhman ratkaiseminen
1) Ratkaise molemmat 2) Lukusuorataulukkoon TOTEUTUMISALUEET
3) Ota ratkaisujoukkoon kaikki alueet (yhdiste, unioni) 4) Vastaus

3.23.1. Milla x:n arvoilla toteutuu x° - 4x > 0 tai 5x - 6 < 0?

24. Eksponenttiyhtal®

A: Sama kantaluku: a*=a’ ® x=vy

B: Eri kantaluku: a*=b” ||Ig() ®Ilga*=Ilgb’ & x-lga=y-Igb ... ratkaise x.
C: Sama x-lauseke: 1) Merkitse lauseke = a 2) Korvaa ndma lausekkeet a:lla

3) Ratkaise a 4) Korvaa a x-lausekkeella 5) Ratkaise X.

3.24.1. Ratkaise yhtalo 4 ** =8

2. Ratkaise yhtalo 3 ¥ = 4™

3. Ratkaise yhtalo 2.4 %= 2"t =4

L: 53c, 54a, 54b, 56a, 90K1a, 02K2, 03K5a, 25.5, 26.3c

25. Eksponenttiepayhtalo

A: Sama kantaluku >1.a*>a” & x>y

B: Sama kantaluku € ]0,1[. a”*>a” & x <y ( HUOM jarjestys kaantyy)
C: Eri kantaluku:a*>b”||lg() ©® x-lga>y-Igb

D: Sama x-lauseke: 1) Merkitse lauseke = a 2) Ratkaise a epayhtalosta
3) Sijoita x-lauseke takaisin a:n paikalle 4) Ratkaise x

x+1

3.25.1. Ratkaise epayhtalo 9 7 < %

2. Ratkaise epayhtalo (¥2) " < (1) 7>
3. Ratkaise epayhtalo 3 * > 2 ***

4. Ratkaise epayhtal6 9 *-3*-6<0
L: 96K4a, 25.6a

26. Logaritmiyhtalo
1) MJ (logaritmoitava > 0) 2) Yksi log-lauseke mol. puolille log x =log y 3) & x =y 4) Rat-
kaise x 5) Tarkista kuuluuko MJ:oon

3.26.1. Ratkaise yhtalo 2log s x =log s (2x + 1) - 1
L: 58, 23.6b

27. Logaritmiepayhtal®

1) MJ 2) Muotoon log x > log y 3) & x >y (kantaluku > 1) 4) Ratkaise x 5) Laita lukusuora-
taulukkoon MJ ja saadusta epayhtéalosta tuleva alue 6) Vastauskeksi yhteinen osa (leikka-
usjoukko)

3.27.1. Ratkaise epayhtélo Ig (x - 2) > 1 +1g (5 - x)
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28. Epayhtalon oikeaksi osoittaminen
Tee alkuperaisen epayhtalon kanssa yhtapitavia epayhtaloitd (<). Pyri saamaan viimei-
nen varmasti todeksi.

3.28.1. Osoita, etta (a + b)* > 4ab
L: 64, 92S5b

Luku 4. Funktiot

1. Funktio
on yhteys f:x — vy, jos jokaiseen maarittelyjoukon x:aan liittyy yksi ja vain yksi arvojoukon y

2. Maarittely- ja arvojoukot
Mj = {x} eli kaikkien x:ien joukko Aj = {y} eli kaikkien arvoina olevien y:itten joukko

| 3. Funktio f on kasvava © V x; < x, pétee f(x;) < f(xy)

L: 96K8

‘ 4. Funktio f on véheneva & V x; < X, patee f(x1) > f(xy)

5. Pystysuora asymptootti on suora " x = nimittajan nollakohta " kun sama x ei ole myds
osoittajan nollakohta

2
4.5.1. Mika on kayrany = x)f 1 Pystysuora asymptootti?

L: 69b

6. Muu asymptootit ovat kayrid " y = vaillinainen osamaara”
2z

4.6.1. Mika on kayrany = xx_l vino asymptootti?
L: 69b, 96S7a

7. Raja-arvon "maaritelma”
[im
X—a

f(x) = A, jos |f(x) - A|] < vaikka kuinka vahan kaikilla x:illa, joilla |x - a| tarpeeksi pieni

4.7.1. Miten pieni | x - 1 | on oltava, jotta kaikilla x:n arvoilla, jotka toteuttavat taman ehdon
funktion f(x) = 2x + 3 arvot poikkeaisivat arvosta 5 vihemman kuin 0,017

P(x) 0

8. Raja-arvon laskeminen, kun sijoittamalla Q) )

Jaa P(x) ja Q(x) tekijoihin ( (x - a) on tekija ). Supista "nollatekijat” (x - a). Sijoita rajakohta.

lim 2x*-3x-2
4.8.1. Laske X2 3+ 4x- 20

L: 97K5, 22.4b

9. Jatkuvuus kohdassa x = a
i [im lim
x—>a+f(x)_x—>a-f(x))

[im
1° f(a) on olemassa 2°

X - a f(x) on olemassa ( ts.
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o _lim
3°f(a) = X a f(x)
HUOM! YTL:n mukaan jatkuvuutta tutkitaan vain funktion maarittelyjoukossa.
Jos f(a) ei ole olemassa (x = a ei kuulu maarittelyjoukkoon), ei jatkuvuutta tutkita.

4.9.1. Onko funktio f(x) = {ZXI ‘;’l’”liuxnzxf 1 jatkuva kohdassa x = 1?

2. Miten (1) on maariteltava, jotta funktio f(x) = Sz —. —= IZX 3 Olisi jatkuva kohdassa x = 17?
e ” : ] 2x+3,kunx<1
3. Maarita a siten, etta funktio f(x) = {4,4)( +a kunx>1

L: 01S13, 23.7b, 37.8

on jatkuva kaikkialla.

10. Funktio on jatkuva avoimella valilla ]Ja,b[, jos funktio on jatkuva kaikilla valin x e ]Ja,b[ ‘

11. Jatkuvuus suljetulla valilla [a,b]
jos funktio on jatkuva avoimella valilla ]Ja,b[ seké oikealta jatkuva a:ssa ja vasemmalta jat-
kuva b:ssa

12. Funktion nollakohdan olemassaolo
1° f on jatkuva 2° f(a) < 0 ja 3° f(b) > 0 = 3 nollakohta x € ]a,b[ ts. f(x) = 0

4.12.1. Osoita, etté funktiolla f(x) = e* + x - 2 on ainakin yksi nollakohta valilla [0,1]. M&&ri-
ta se 0,001 tarkkuudella.
L: 80, 91S10

13. Yhdistetyn funktion arvo, kun x = a
(fog)@) =f(A), missa A =g(a)

4.13.1. Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(x) = 4x° - 5x + 6. Maarita yhdistetyn funktion g o f arvo,
kun x = -1.

14. Yhdistetyn funktion lausekkeen muodostaminen
(f o g)(x) = f(g(x)) ts. sijoita g(x):n lauseke f:aan muuttujan x paikalle

4.14.1. Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(x) = 4x” - 5x + 6. M&arita yhdistettyjen funktioidengo f ja
f o g lausekkeet.
L: 98K5a, 23.9b, 24.3, 34.4

15. Kaanteisfunktio f ™
Funktion f kaanteisfunktio on f ™, jos f *(x) =y < f(y) = x ja f * on funktio

4.15.1. Funktiolla f(x) = x® + 2x on k&anteisfunktio. Milla x:n arvolla f *(x) = 3?
Mita on f *(3)?

16. Kaanteisfunktion lausekkeen laskeminen
1° Ratkaise x yhtalosta f(x) =y. 2°vaihda x < y. 3°Kirjoitay =f '1(x)

4.16.1. Laske funktion f(x) = 2x - 3 k&&nteisfunktion lauseke.
L: 82, 93K10, 03K9, 34.4
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17. Kéanteisfunktion olemassaolo

JOKO f on aidosti monotoninen

TAI ratkaistaessa x yhtalosta f(x) = y saadaan vain yksi mahdollinen x
TAIl ei ole kahta lukua a ja b siten, etta f(a) = f(b)

4.17.1. Osoita, etta funktiolla f(x) = e * + e -x on kaanteisfunktio.

L: 24.9b

18. Polynomifunktioiden (y = ax" + ... ) kuvaajat

| asteen kuvaaja on suora. Nouseva, josa >0

Il asteen kuvaaja on paraabeli (yksi dariarvo). Ylospéin aukeava jos a > 0.

[Il asteen kuvaaja (2 tai O aariarvoa tai aariarvot "yhtyneet"). Alhaalta vasemmalta ylos oi-
kealle, josa >0

IV asteen kuvaaja (3 tai 2 tai 1 aariarvoa). Ylospain aukeava, josa >0

19. Itseisarvofunktion kuvaaja

Saadaan hajottamalla funktio paloittain méaaritellyksi. Itseisarvot korvataan silla, mita ne
ovat ilman itseisarvon maaritelman mukaan. Ts. sisusta tai sen vastalauseke riippuen siita
onko sisus positiivinen vai negatiivinen.

Piirretaan sitten taman paloittain maaritellyn funktion kuvaaja. (Osat oikeille alueilleen)
4.19.1 Piirra funktion a) f(x) = | x - 2| b) f(x) = | x - 2 | + x ¢) f(x) = | X* - 4 | kuvaaja

L: 66b, 93S4b

19.a. Paloittain méaaritellyn funktion kuvaaja
Piirretddn osafunktioiden kuvaajat siten, ettda kuvaajasta tulee vain ne pisteet, joiden x-
koordinaatit kuuluvat kyseisen osan maarittelyjoukkoon.

L: 04S9

20. Murtofunktion kuvaaja i
Asymptootit kohtien 5 ja 6 mukaisesti. Aariarvot derivaatoilla. Nollakohdat yhtalén ratkai-
susta.

\ 22. Neliojuurifunktion kuvaaja on oikealle/vasemmalle aukeavan paraabelin yla- tai alaosa

22. Eksponenttifunktion kuvaaja

1° x-akselin ylapuolella eli arvot positiivisia 2° Kulkee pisteen (0,1) kautta
3° kasvava, kun a > 0 4° vaheneva, kun0<a<1

5° "kasvavalla” puolella nopeasti aarettdomyyteen

6° "vahenevalla” puolella asymptoottina x-akseli.

23. Logaritmifunktion kuvaaja

1° y-akselin oikealla puolella ts. MJ = R, = {x > 0} 2° kulkee pisteen (1,0) kautta 3° kasva-
va, kun kantaluku>1

4° asymptoottina y-akseli 5° kasvaa aarettoman korkealle, mutta HYVIN HITAASTI

‘ 24. Sinifunktion kuvaaja on aaltofunktio, origosta kasvaen, arvot valilla [-1,1], jaksona 2x ‘

‘ 25. Kosinifunktion kuvaaja on aaltofunktio, (0,1):sta vaheten, arvot valilla [-1,1]. jaksona 2n ’
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26. Tangenttifunktion kuvaaja valilla ]-Y2r,Yn| tulee - «o:sté ja menee + oo:een koko ajan
kasvaen, kulkee origon kautta, MJ: X # Y2rt + nx, jaksona «t

4.26.1.Mika on funktion f(x) = tan (2x - ¥ar) maarittelyjoukko?

‘ 27. Neliojuurifunktion méaarittelyjoukko on Ro: = {x > 0} ts. juurrettava > 0

4.27.1. Mik& on funktion f(x) =+/9 - X maarittelyjoukko?
L: 72,73

\ 28. Logaritmifunktion maarittelyjoukko on R = {x > 0} ts. logaritmoitava > 0

4.28.1. Mika on funktion f(x) = In (x - 1) + /2 - x méaérittelyjoukko?
L: 77, 93K10, 04S6

| 29. Eksponenttifunktion arvojoukko on R ts. a* >0

‘ 30. Yhdistetyn funktion f o g méaarittelyjoukko ={x | x € Mj (g) JA g(x) € Mj (f) }

4.30.1. Olkoon f(x) = 2x + 3, x € [0,5] ja g(X) = X2 +3X+ 4, X e [5,17]. Mika on yhdistetyn
funktion g o f maarittelyjoukko?

| 31. Kaanteisfunktion maarittely- ja arvojoukot : Mj (f ) = Aj () , Aj (f ") = Mj (f)

L: 27.10a

\ 32. Funktion ja sen kaanteisfunktion kuvaajat ovat peilikuvia suoran y = x suhteen.

4.32.1. Laske funktion f(x) = X°-X-3,Xe [Y2,o0] ja sen kaanteisfunktion leikkauspiste.
L: 96S10a, 24.9b

Luku 5. Funktio matemaattisena mallina

1. Suoraan verrannollisuus verrantona :

) A B
Jos A on suoraan verrannollinen B:hen, on A_; = B_;

5.1.1. Bensan kulutus autossa on suoraan verrannollinen vauhdin toiseen potenssiin. Mika
on bensan kulutus vauhdissa 120 km/h, kun se on vauhdissa 80 km/h 6 /100 km?

2. Suoraan verrannollisuus funktiona :

. L B
Jos A on suoraan verrannollinen B:hen, on B = k-A, missa k = A_i

5.2.1. Suure y on suoraan verrannollinen suureeseen x. Esita y x:n funktiona, kun tiede-
taan, ettéd x:n ollessa 5 oli y:n arvo 6.

3. Kaantaen verrannollisuus verrantona :

. A B
Jos A on kaantaen verrannollinen B:hen, on A_; = B_i

5.3.1. Sahkon kulutus on k&antden verrannollinen absoluuttisen lampdétilan toiseen po-
tenssiin. Mik& on s&hkon kulutus lampétilan ollessa 243K (= -30°C), kun se on 20 kWh/vrk
lampdtilan ollessa 273K (= 0°C)?
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4. Kaantaen verrannollisuus funktiona

. 1 .
Jos A on kaantaen verrannollinen B:hen,on B =k - A missa k = A; - B

5.4.1. Suure y on kadantaen verrannollinen suureeseen x. Esita y x:n funktiona, kun tiede-
taan, ettd x:n ollessa arvoltaan 5 oliy = 6.
L: 83

5. Sama maarallinen muutos, lisdys monta kertaa
An = Ap + n- m, missa Ap on alkuarvo, m on lisays ja A, on suureen A arvo n:n lisdyksen
jalkeen

5.5.1. Metsasta on viety puuta jo 100 m°. Rekkaan mahtuu 20 m®. Esita viedyn puumaa-
ran lauseke rekkalastien n funktiona. Monenko rekkakuormallisen jalkeen koko puutava-
raerd 500 m°® on viety metsasta pois?

6. Sama suhteellinen muutos, moninkertaistuminen monta kertaa
An=Ao - o, missd A on alkuarvo, a on suhteellinen muutos ja A , on suureen A arvo n:n
muutoksen jalkeen

5.6.1. Bakteerikanta tulee 1,8-kertaiseksi vuorokaudessa. Suuriko on 1000 bakteerin kan-
ta viikon kuluttua?
L: 27.6b

7. Sama prosentuaalinen muutos monta kertaa
An=Ao-a", missaa=1+p/100. p >0, jos lisaysta jap < 0, jos pienenemista

5.7.1. Suodatin poistaa ilman epapuhtauksista 60 %. Kuinka paljon epapuhtauksia paasee
tehdassaliin, jos sisdan tuleva ilma johdetaan 5 tallaisen suodattimen kautta?
L: 93, 95S7b, 23.4

8. Radioaktiivinen hajoaminen puoliintumisajasta
m=mg -2 7", missa my = radioaktiivisen aineen maara alussa, T = puoliintumisaika,
ja t = kulunut aika.

5.8.1. Radioaktiivisen aineen puoliintumisaika on 20 vrk. Miten kauan kestaa, etta aineen
maara on pienentynyt 10 prosenttiin?

9. Sama jatkuva, suhteellinen muutos
A= Ao - o™ missa o on suhteellinen muutos = (1 + p/100) d-mittaisella valilla

5.9.1. Tiiliseinan lapi paéseva sateily pienenee eksponentiaalisesti seindn paksuuden
funktiona. Kun 10 cm paksun seinan lapi paasee sateilysta 30 %, niin kuinka paljon satei-
lya paasee 25 cm paksun tiiliseinan [api?

L: 31.8

10. Jaksollinen muutos
Ax=Ap - sin (?n -t + ), missa Ap = amplitudi ja T = jaksoaika seka t = kulunut aika ja ®

= kulma alussa.

11. Funktio yleisesti
Muodostetaan funktiolle lauseke annettujen muuttujien ja vakioiden avulla

L:84, 86, 89, 91, 92, 91S9, 92K6b, 93K8, 36.4
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Luku 6. Geometrian peruskasitteita, aloja, tilavuuksia.

1. Ristikulmat ovat yhta suuret
6.1.1. Kulman suuruus on 10° + 2a ja ristikulma 70° - a. Kuinka suuri on kulma?

2. Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa niin samankohtaiset kulmat ovat yhta
suuret

6.2.1. M-kirjaimen muotoisen kuvion reunimmaiset kulmat ovat 30° ja 40°. Suuriko on kes-
kimméainen kulma?

3. Jos suora leikkaa kahta suoraa ja samankohtaiset kulmat ovat yhta suuret
niin nama kaksi suoraa ovat yhdensuuntaisia

| 4. Kehakulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta
6.4.1. Janteen paatepisteet ovat A ja B. B:n kautta kulkevalla tangentilla on piste C, joka
on eri puolella suoraa AB kuin keskipiste K. Laske kulma ABC, kun kulma AKB = 60°.
L: 97, 96S7b

\ 5. Keskuskulman ja vastaavan kaaren asteluvut ovat samat \

\ 6. Puoliympyran sisaltdmé kehakulma on suora \
6.6.1. Ympyran sade on 5. Piste A on etéisyydelld 6 erdan halkaisijan toisesta paatepis-
teestd. Kuinka kaukana A on saman halkaisijan toisesta paatepisteesta?

\ 7. Ympyran tangentti on kohtisuorassa sivuamispisteeseen piirrettya sadetta vastaan \

6.7.1. Ympyran kaari AB on asteluvultaan 100°. Pisteeseen B on piirretty tangentti. Kuinka
suuri on kulma ABK, missa K on ympyran keskipiste?

8. Pythagoraan lause: a’ + b® = c? eli kateettien nelividen summa on yhta suuri kuin hypo-
tenuusan nelid

6.8.1. Tasakylkisen kolmin kanta on 6 ja kylki 5. Kuinka suuri on korkeusjana?

L: 90S10b, 91K10, 92S8, 94K2b, 00K1, 04S2, 30.7, 32.8b, 33.3a

9. Pituudet, alat ja tilavuudet katsotaan taulukkokirjasta

L:100, 102, 105, 107, 90K6b, 92S7a, 93S9, 94K4a, 94S2, 95K5b, 95S3b, 95S5b, 95S8a,
96K10a, 96S3, 97K1, 97S7a, 98K6, 99S2, 01K5, 01S6, 02K7, 02S7, 03K13, 04S3, 04S7,
21.7b, 23.8b, 26.6b, 29.6b, 29.7b, 31.6a, 34.8, 36.3, 37.7

Luku 7. Yhtenevyys ja yhdenmuotoisuus.

1. Kolmiot ovat yhtenevia,
jos niissa on kolme paria yhta suuria osia (s,s,s), (s,s,k,e), (s,k,s), (k,s,k) tai (k,k,s)

2. Sivujen tai kulmien todistaminen yhté suuriksi

Todistetaan kaksi kolmiota yhteneviksi. Jos todistettavat osat ovat vastinosia, niin ne ovat
yhta suuret.

7.2.1. Ympyrassa on kaksi halkaisijaa AB ja DE. Janteet AC ja DF ovat yhta suuret. Todis-
ta, ettd myos janteet BC ja EF ovat yhta suuret.
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L; 108, 109, 113

3. Kolmiot ovat yhdenmuotoisia,
jos niissa on kaksi paria yhta suuria kulmia (tama useimmiten). My6s kohdan 1 tapaisia
lauseita.

4. Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinsivujen suhteet

ovat samansuuruisia, joten tuntemalla 4 vastinsivusta 3 voidaan puuttuvan arvo laskea.
7.4.1. Kolmion kanta on 6 ja korkeus 5. Kolmion sis&én on piirretty neli6 siten, etté yksi si-
vu on kannalla ja kaksi karkea on eri kyljilla. Miten pitka on nelion sivu?

L:111, 114, 115, 117, 99S5, 04K7, 37.3

\ 5. Yhdenmuotoisten kuvioiden mittakaava on vastinjanojen suhde \

| 6. Yhdenmuotoisten kuvioiden alojen suhde on mittakaava toiseen eli k” |
7.6.1. Kolmion kylkia jatketaan kannan yli niin, ettd pituus tulee kaksinkertaiseksi. Jatkei-
den paatepisteet yhdistetddn jolloin syntyy puolisuunnikas. Miten suuri on puolisuunnik-
kaan ala kolmion alaan verrattuna?
L: 92K4a

\ 7. Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on mittakaava kolmanteen el K°
7.7.1. Lieridn tilavuus on kaksinkertainen toisen samanmuotoisen lierion kanssa. Lierioi-
den seinamilla on sama paksuus. Montako prosenttia on pienemman lierion kuoren massa
suuremman kuoren massasta?

L: 112, 99K5a, 02K4, 33.8

\ 8. Kulmanpuolittajan piste on yht& kaukana kummastakin kulman kyljesta \
7.8.1. Todista, etta kulmanpuolittajan piste on yhta kaukana kummastakin kyljesta.

\ 9. Janan keskinormaalin piste on yhta etaalla kummastakin janan paatepisteesta \
7.9.1. Todista, ettd jos piste on yhtd kaukana janan paatepisteesta, niin se on janan kes-
kinormaalilla.

\ 10. Kolmion kulmien summa on = 180° \
7.10.1. Tasakylkisen kolmion huippukulma on 50°. Laske kantakulman suuruus.
L: 92S2b, 93K4a

\ 11. Kolmion kahden kulman summa on = kolmannen kulman vieruskulma \
7.11.1. Suoralla on perakkain pisteet A, B ja C. Suoran ulkopuolella on piste D siten, etta
Z/DAB = 40° ja ZDBC = 75°. Laske ZADB.

\ 12. Kolmion kulman puolittaja jakaa vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa \
7.12.1. Kolmion sivut ovat 7, 8 ja 9. Miten suuriin osiin suurimman kulman puolittaja jakaa
suurimman sivun?

13. Kolmion sivun (puolisuunnikkaan kannan) suuntainen suora jakaa muut sivut osiin
samassa suhteessa
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7.13.1. Puolisuunnikkaan kyljet ovat 5 ja 6. Kannan suuntainen suora erottaa lyhemmasta
2 ja 3 suuruiset osat. Miten suuret osat erottuu pitemmasta kyljesta?

14. Kolmion keskijanojen leikkauspiste jakaa keskijanat suhteessa 1:2

7.14.1. Kolmion ABC keskijanat AD ja BE leikkaavat pisteessa F. Miten suuria ovat kolmi-
oiden ABF, AEF ja BDF seka nelikulmion CDFE alat koko kolmion alaan verrattuina?

L: 116, 28.8a

\ 15. Kolmion keskipiste = kolmion painopiste = keskijanojen leikkauspiste \

\ 16. Kolmion sisaan piirretyn ympyran keskipiste on kulmanpuolittajien leikkauspiste \

\ 17. Kolmion ympari piirretyn ympyran keskipiste on sivujen keskinormaalien leikkauspiste \
04S2

\ 18. Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhta suuret \

\ 19. Suunnikkaan vastakkaiset kulmat ovat yhta suuret \

\ 20. Suunnikkaan lavistajat puolittavat toisensa \

21. Nelikulmio on suunnikas, jos

A. Vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset

B. Vastakkaiset sivut ovat yhta pitkat

C. Toinen pari vastakkaisia sivuja ovat yhta pitkat ja yhdensuuntaiset
D. Lavistajat puolittavat toisensa

22. Vinonelion lavistajat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan

7.22.1. Vinonelion lavistgjat ovat 6 ja 8. Miten pitk& on vinonelién sivu?
L: 03S2

Luku 8. Trigonometria

1. Kulma radiaaneinaont=Db /r, missa b = kulman kylkien valissa oleva ympyran kaari ja
r = sade

8.1.1. Ympyran sade on 5 ja kaaren pituus 6. Laske kaarta vastaavan keskuskulman suu-
ruus radiaaneina.

\ 2. Kulman sini : sint =y, missé y on kulman kehapisteen y-koordinaatti yksikkdympyrassa \

| 3. Kulman kosini : cos t = x, missa x on kulman kehapisteen x-koordinaatti |
L: 94K9

\ 4. Kulman tangentti : tant =y / x , misséa x ja y ovat kulman kehapisteen koordinaatit ]
8.2-4.1. Kulman kehé&piste on (-3/5, -4/5). Mita on kulman sini, kosini ja tangentti?
2. Mika on 150° kulman kehapiste.




Pitka matematiikka Kurssi MAs4 Kertauskurssi 19

‘ 5. sin a = kulman vastainen kateetti / hypotenuusa

‘ 6. cos a = kulman viereinen kateetti / hypotenuusa

‘ 7. tan a = kulman vastainen kateetti / viereinen Kateetti

L: 97K7, 98K2, 99K3, 99S1, 00S4, 29.4a

| 8. Mj(sin) =Mj(cos) =R

| 9. Mj(tan ) = {x | x = Y%m + nx }

8.9.1. Miké on funktion f(x) = tan 3x méaarittelyjoukko?

10. Aj(sin) = Aj(cos) =[-1,1]

8.10.1. Mikéa on funktion f(x) = 2 + 3-sin 4x suurin ja pienin arvo?
2. Mika on funktion f(x) = 4 + 2-cos x suurin ja pienin arvo valilla [r/6, 27/3]?
L: 119, 123, 91K3b, 01K6

11. Aj(tan) =R

12. Sinifunktion kuvaaja on aaltofunktio, lahtee origosta kasvaen, arvot valilla [-1,1], jak-
sona 2n

13. Kosinifunktion kuvaaja on aaltofunktio, lahtee (0,1):sta vaheten, arvot valilla [-1,1]. jak-
sona 2n

14. Tangenttifunktion kuvaaja valilla ]-Yr,%%n[ tulee - «:std ja menee + «o:een koko ajan
kasvaen, kulkee origon kautta, MJ: x # %.r + nx, jaksona n

15. Trigonometristen funktioiden merkit eri neljanneksissa
SINI ++ KOSINI -+ TANGENTTI -+
- - -+ + -

16. Kulman trigonometristen funktioiden tarkat arvot, kun yhden tarkka arvo tunnetaan.
1° Piirré suorakulmainen kolmio

2° Merkitse kolmioon annetusta trigopnometrisesta funktiosta kahden sivun pituudet

3° Laske Pythagoraalla kolmas sivu

4° itseisarvot saa kolmion sivuista 5° etumerkki kulman neljanneksesta

8.16.1. Laske sin x ja cos X, kun tan x = - \/:_3 ja kulma x € [r,27]
L: 94S3, 03S5b, 22.4a, 25.2a, 32.5a

17. Trigonometrian peruskaavat

. sin x .
A.sin’x + cos®x=1B.tan x = C. cos a = sin (90° - )

COoS X
L: 93K6a

\ 18. sin (x £ y), cos (X £ y) jatan (X £ y) kaavat saa taulukkokirjasta
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8.18.1. Esita lausekkeena, missa on kulmana o lauseke sin (o + 30°)

2. Laske lausekkeen cos (x + y) arvo, kun sin x = -3/5 ja cos y = - 1/3 seké& 180° < x < 270°
ja90° <y < 180°.

L: 120, 90K8b, 03K6, 33.5

\ 19. sin 2x = 2sin X - cOS X

8.19.1. Esitd kulman x lausekkeena sin 4x.
L: 97S6b

| 20. cos 2x ja tan 2x saa taulukkokirjasta

8.20.1. Olkoon sin x = ¥ ja kulma x € [Y2r,n]. Mit& on cos 2x ja tan 2x?
L: 90S9, 92K9b, 94K3a

20a. Kaavojen kaytto todistustehtavissa.

JOKO lahdetddn vasemmasta puolesta ja sen lauseke esitetdéan jonkin kaavan perusteella
toisessa muodossa ja nain jatkaen paadytaan oikean puolen lausekkeeseen.

TAI tehdaan annetun kaavan kanssa yhtapitavia (epd)yhtéaloita pyrkien varmasti toteen
(ep@)yhtalb6on

L: 04S8

21. Kulmat, joilla trigonometrisen funktion itseisarvo on sama
a,180°-a ,180°+a,360°-a ja -a

8.21.1. Olkoon sin x = a. Mita on sin x + sin (180° - x) - sin (180° + x)?

22. Yhtalo sinx =siny
& X =Yy +n-360° TAI x = 180° - y + n-360° (eli kulmat samoja tai suplementtikulmia, + jak-
soja)

8.22.1. Ratkaise yhtal6 sin (2x - 20°) = sin (40° - x)
L: 124, 127b, 128a, 99S4a, 30.2b

23. Yhtalo cos x = cos y
& x=y+n-360° TAl x=-y+n-360° (eli kulmat samoja tai vastalukuja, + jaksoja)

8.23.1. Ratkaise yhtalo cos (x + 10°) - cos (20° + 2x) =0
L: 127a, 92S3b, 29.7a

24. Yhtalo tan x =tan y
& X=y+n-180° JA x = 90° + n-180° JA y = 90° + n-180°

8.24.1. Ratkaise yhtalo tan 3x = tan x
L: 128b

25. Homogeeninen yhtalé saman kulman sinin ja kosinin suhteen a-sin x + b-cos x =0
Jaa cos x:lla , jolloin saat yhtalon a-tanx+b =0

8.25.1. Ratkaise yhtalo 2-sin 2x - 3-:cos 2x =0
2. Ratkaise yhtalo sin? X + 2-sin X - cos X - 3-cos*x =0
L: 127c, 9154

26. Suorakulmaisen kolmion ratkaiseminen
Kayta perustrigonometriaa kahteen sivuun ja kulmaan, joista yksi on tuntematon
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8.26.1. Tasakylkisen kolmion kanta on 5 ja huippukulma 40°. Laske kylki, korkeus ja ala.
2. Torni ndkyy 20° kulmassa ja 50 m lahempéana 50° kulmassa. Laske tornin korkeus.
L: 04K6

. sin a
27. Sinilause : = Sinp TAI sina

R
1

(@)

ﬁ = 2R, missa R on kolmion ympari piirretyn

ympyran sade.

8.27.1. Kolmion kaksi pieninta kulmaa on 40° ja 60° seké suurin sivu on 10. Laski pienin
sivu.

2. Kolmion kaksi sivua on 4 ja 5 seka jalkimmaisen vastainen kulma 50°. Laske muut kul-
mat ja sivut.

L: 130, 02S6, 03S9, 21.4a, 25.8

28. Kosinilause : ¢® = a* + b - 2abcos y

8.28.1. Kolmion kaksi sivua on 3 ja 4 seka niiden valinen kulma 50°. Laske muut sivut ja
kulmat.

2. Kolmion sivut ovat 6, 7 ja 8. Laske kolmion kulmat.

L: 132, 134, 90S4, 97S2b, 99S8a, 00K5, 24.7b

29. Kolmion ala trigopnometrialla A = Y2absin y , misséa y on sivujen a ja b valinen kulma

8.29.1. Kolmion kaksi sivua on 4 ja 5 seka valinen kulma 60°. Laske kolmion ala.
2. Kolmion ala on 10 seka kaksi sivua 5 ja 6. Laske tunnettujen sivujen valinen kulma.
L: 95K6, 31.7a

Luku 9. Vektorit

1. Yleisesti vektorit samojaa=b < a T b jalal = |b|

2. Yleisesti vektorit yndensuuntaisiaa || b & 3 t: b =ta.
Jost>0,onaTlh.Jost<0,onaT™Nb

9.2.1. Olkoon u = 2a - 3b jav = 12b - 8a. Mita tiedetaan vektorien u ja v suunnista?

, . , , a
3. Vektorin suuntainen yksikkdvektori a’= H

9.3.1. Olkoon vektorin a pituus 4. Mitka ovat a:n kanssa yhdensuuntaiset yksikkovektorit?
L: 138, 92S2a, 00K6, 24.4b

4. Vektorien yhteenlasku a + b = AB + BC = AC eli ensimmaisen alusta toisen loppuun
kun toinen alkaa siitd mihin ensimmainen paattyi

‘ 5. Vektorien vahennyslasku a - b = a + (-b) eli lisataan a:han b:n vastavektori

6. Vektori kertaa reaaliluku t-a on vektori, jolla on ominaisuudet
1°|t-a] = |t]-]a] 2°t-aTla,jost>0 tai taTl ajost<0 tai ta=0,jost=0

9.6.1. Vektori b = -3a. Mita tiedetdan vektorista b vektoriin a verrattuna?

| 7. Pistetuloa - b=]a|-|b]-cos (ab)
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9.7.1. Vektoreista tiedetdadn, etta|a|=3ja| b | = 4 sekd Z(a,b) = 120°. Laske a - b.
2.Laske|b|,kun|a|=5,a-b=6jaZ(ab)=60°.

8. Pituus pistetulon avulla. |a|*=a-a

9.8.1. Olkoon |a|=3,|b|=4ja Z(a,b) =120°. Laske | 2a - 3b |.
2.0lkoon|a|=6,|b|=7jaa-b=7.Laske|a-b|.
3.0lkoon|a|=10,|b|=12ja|a+b|=15.Laske|a-2b |

. ot . a-b
9. Vektorien valinen kulma pistetulon avulla cos (a,b) = m

9.9.1. Olkoon |a|=16,| b |=18jaa- b =21. Laske vektoreiden a ja b valinen kulma.
L: 136, 90S7a, 96S5a, 02K6, 31.2b

10. Vektorien kohtisuoruus:a L b & a-b =0 (a,b #0)

9.10.1. Olkoon |a | =2,| b | =3jaa-b =4. Mika on x, kun vektorit a + xb ja 2a - ¥2xb
ovat kohtisuorassa?
L: 137, 91K4b, 91S6a, 92S2a, 98K3b, 02K11, 21.6b, 25.9, 27.2b, 33.9a, 34.7

11. Uuden vektorin lauseke annettujen vektoreiden avulla

1° Mene tunnettua kiertotieta alkupisteesta loppupisteeseen

2° Kunkin tiesuunnan vektori kerrotaan jollakin luvulla

3° Jos mennaan myotavirtaan, on kerroin positiivinen, jos vastavirtaann, niin negatiivinen
4° Kertoimen itseisarvo = tieosan pituus / tiesuunnan vektorin pituus

9.11.1. Olkoon kolmion ABC sivuina vektorit AB = a ja AC = b. Olkoon D sivun BC keski-
piste ja piste E jakaa sivun AB suhteessa 2:3. Muodosta vektorit BD, CE ja DE vektorien a
ja b avulla.

L: 142, 99K7b

12. Pisteen paikkavektori on origosta pisteeseen meneva vektori.
P = (x,y,z) , jolloin OP =xi +yj + zk

9.12.1. Mika on pisteen (1,2,-3) paikkavektori?
L: 0354

13. Pisteen koordinaattien selvittdminen vektoreilla.
Laske pisteen paikkavektori

9.13.1. Mika on piste, jos sen paikkavektori on 2i - 3k?
2. Maarita piste, joka jakaa janan A(1,2,-3) B(4,-4,6) sisapuolisesti suhteessa 1:2.
L: 139, 141, 144, 92K4b, 01K3, 04K4

14. ijk-vektorin pituus r =xi +yj +zk . | r | = \/xz + y2 +7°

9.14.1. Laske vektorin 4i - 2j - 4k pituus.
2. Miké& on x, kun vektorin xi + 2j + 3k pituus on 7?
L: 95S3a, 99S6, 30.3, 33.2a

15. ijk-vektorit samojary =1, & X1 =X JAy1 =y, JA 21 =2,

9.15.1. Maaritéa x ja y , kun vektorit a = x(i + 2j) + y(3i - 4j) ja b = 9i - 2] ovat samoja.
L: 0354, 0454




Pitka matematiikka Kurssi MAs4 Kertauskurssi 23

16. ijk-vektorit yhdensuuntaisia

]| r2<® Xa/ X2 =y1/y2=21122,jos suhde > 0, niin TT, jos < 0, niin TV

9.16.1. Maarita x ja y, kun vektorit a = xi + 2j - 3k ja b = 2i - yj + 6k ovat yhdensuuntaisia.
Ovatko ne silloin saman- vai vastakkaissuuntaisia?

L: 135, 96K5b, 21.6b

\ 17. Koordinaatiston pisteesta toiseen meneva vektori AB = (Xg - Xa)i + (Ys - Ya)] + (zs - Za)K \
9.17.1. Mika vektori AB, kun A =(1,2,-3) jaB = (4, -5, 6)?

‘ 18. ijk-vektoreiden pistetulo. ry - r; = X1X2 + Y1y + 2122 |
9.18.1. Muodosta a - b, kun a = 2i - 3j + 4k jab = 5i + 6] - 7k.
2. Mika arvo on luvulla x, kuna=xi + 2xj + 3k, b =xi-j-kjaa L b?
3. Laske kulma ABC, kun A =(1,2,-3), B=(4,3,2) JAC = (5,-6,7).

19. Vektorin jako komponentteihin eli vektori = komponenttil + komponentti2

20. Vektorin (c) jako vektoreiden (a ja b) suuntaisiin komponentteihin

1° Merkitse ¢ = xa + yb 2° ratkaise X ja y yhtaloparista i:n kertoimet samoja JA j:n kertoi-
met samoja

9.20.1. Jaa vektori a = 2i + 5j vektorien u = 2i + 3j ja v = 4i - 5] suuntaisiin komponenttei-
hin.

2. Mik&a on se vektorin a = i suuntainen vektori, jonka toinen komponenttion b =i + 2j ja
toinen komponentti on vektorin ¢ = 2i - j suuntainen?

L: 23.9a, 36.8, 37.13

‘ 21. Kolme pistetta (A, B, C) samalla suoralla <& AB || AC ‘

9.21.1. Ovatko pisteet A(1,2,3) , B(4,8, -3) ja C(10,20,-15) samalla suoralla?
L: 92S6

\ 22. Kaksi tason vektoria on tason kantavektoreita, jos ne ovat erisuuntaiset \
9.22.1. Ovatko vektorit a =i + 2j ja b = 4i + 7j tason kantavektoreita?

‘ 23. Kolme vektoria samassa tasossa, jos 3 xjay:c=xa+yb \

9.23.1. Ovatko vektorita =i+ 2j - k, b =2i + 3] + k ja c =i + 5k samassa tasossa?
L: 145, 147

\ 24. Nelja pistetta (A, B, C ja D) samassa tasossa, jos 3 xjay : AB = XAC + yAD ‘
9.24.1. Ovatko pisteet A(1,2,1), B(2,1,-1) C(-1,-1,2) ja D(0,-1,5) samassa tasossa?

25. Kolme vektoria avaruuden kantavektoreita,
jOs ne eivat samassa tasossa A X,y . c =xa+yb

9.25.1. Ovatko vektorita =i+ -k, b =2i -j+ kjac =-i + 2] + 2k avaruuden kantavekto-
reita?

Luku 10. Suorat ja tasot

1. Janan pituus |P1P2| = d = /(X2 - X2) + (Y2 - Y1)* + (22 - z1)°
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10.1.1. Mik& on janan A(1,2,3) B(-1,0,-1) pituus?

2. Mika z-akselin piste on pisteesta (1,-1,1) etaisyydella 3?

3. Mika suoran y = 2x + 3 piste on pisteesta (1,3) etaisyydella 5?
L: 154, 03S3

\ 2. x-akselin suuntaisen janan pituus d = | X2 - X1 | |
10.2.1. Laske janan A(2,1) N(-3,1) pituus.

| 3. Janan keskipiste Xk = Ya(Xa + Xg) Yk = Ya(ya + YB) Zk = ¥4(za + Z5) |
10.3.1. Laske janan A(1,2,3) B(-1,0,-1) keskipiste.
2. Janan AB keskipiste on (1,2) Laske B, kun A = (-3,4).

4. Kulmakerroin 2 suoran pisteesta k = iz_x%

10.4.1. Laske pisteiden (1,2) ja (3, -4) kautta kulkevan suoran kulmakerroin.

2. Maarita a, kun pisteiden (a,2) ja (3,-4) kautta kulkeva suora on suoran y = 3X suuntai-
nen.

5. Kulmakerroin suoran suuntakulmasta k =tan a
10.5.1. Suoran suuntakulma on 30°. Mik& on suoran kulmakerroin?
2. Laske suoran y = 3x + 4 ja y-akselin valinen kulma.

o=
Sx

10.6.1. Mik& on vektorin s = 2i - 3j suuntaisen suoran kulmakerroin?

6. Kulmakerroin suoran suuntavektorista s = S,i + S

7. Kulmakerroin suoran yhtalosta ax + by + ¢ =0
1° Ratkaise y 2° k = x:n kerroin
10.7.1. Mik& on suoran 2x + 3y - 4 = 0 kulmakerroin?

\ 8. Suoran yhtald, kun tunnetaan piste Py ja kulmakerroin k : y - yo = k(X - Xo) \

10.8.1. Laske suoran yhtalo, kun sen kulmakerroin on 2 ja se kulkee pisteen (3, -4) kautta.
L: 152, 93S3b, 02K1

\ 9. Pystysuoran suoran yhtalo (jolla ei kulmakerrointa) : X = Xg \
10.9.1. Mika on pisteen (4, -5) kautta kulkevan y-akselin suuntaisen suoran yhtal6?

\ 10. Suuntavektori kulmakertoimesta : s =i + k] \
10.10.1. Anna jokin suoran y = 4 - 5x suuntavektori.

‘ 11. Suoran ax + by + ¢ = 0 normaalivektori : n =ai + bj ‘
10.11.1. Anna jokin suoran 2x - 3y + 4 = 0 normaalivektori.

\ 12. Suoran ax + by + ¢ = 0 suuntavektori : s =Dbi-aj ]
10.12.1. Anna jokin suoran 3x - 4y = 5 suuntavektori.
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13. Suorien yhdensuuntaisuus
JOKO kj = k» tai molemmat suorat y-akselin suuntaisia

TAI o1 = O
TAI Ny || n2
TAI'st || s2

TAI a1/a2:b1/b2

10.13.1. Mika on pisteen (3,-2) kautta kulkeva suoran y = 5x + 6 suuntaisen suoran yhta-
167

2. Maarita a, kun suorat ax + 2y = 3 ja 5x - 6y = 7 ovat yhdensuuntaisia.

L: 150a

14. Suorien kohtisuoruus
JOKO k; - ke = -1 tai toinen suora x-akselin ja toinen y-akselin suuntainen
TAIn; -n,=0

10.14.1. Mik& on pisteen (2,1) kautta kulkevan, suoran y = 3x - 4 normaalin yhtalo?
2. Maarita a, kun suorat ax + 2y = 3 ja (a - 1)x - y = 1 ovat kohtisuorassa.
L: 150b, 01K8

. g H H k - k
15. Suorien valinen kulma kulmakertoimien avulla tan o = | 1 i kZIJ(-l |

10.15.1 Laske suorieny = 2x + 3 jay = 2%x - 4 valinen kulma.
2. Maarita origon kautta kulkeva suora, joka muodostaa suoran y = 3x - 4 kanssa 45° kul-
man.

: " . S1-S Ni-n
16. Suorien valinen kulma vektoreilla cos o = | | Slll ¥ ;2 | | = | | nlll 7 r212 | |

10.16.1. Laske suorien 2x + 3y = 4 ja 3x - 4y = 5 vélinen kulma.

17. Ensimmaéisen asteen yhtaloparin ratkaiseminen

SIJOITUSKEINOLLA: Ratkaise 1. yhtélosta y:n lauseke x:n ja vakioiden avulla. Sijoita ta-
ma lauseke 2. yhtaloon y:n paikalle. Ratkaise saatu "x-yht&lg". y:n arvon saat sijoittamalla
x:n 1. yhtaloéoén

YHTEENLASKUKEINOLLA: Kerro yhtal6t niin, ettd y:t ovat toistensa vastalukuja. Laske
yhtal6t puolittain yhteen. Ratkaise saadusta yhtalosta x. y:n arvon ratkaiset helpommasta
yhtal6sta sijoittamalla saatu x siihen.

10.17.1. Ratkaise yhtalopari a) {52)()( ++’3¥y::34 b) {53 )i-7§y::1217

L: 90S2, 00K2, 01S1, 25.10b

18. Suorien leikkauspisteen laskeminen : Ratkaise suorien yhtaléiden muodostama yhtéa-
|6pari

10.18.1 Laske suorieny = 3x - 4 ja 2x - y = 1 leikkauspiste.

2. Missa pisteessa pisteen (1,2) kautta piirretty suoran y = 2x + 3 normaali leikkaa tamén
suoran?

L: 0251, 28.5a

19. Suorien a;x + by + ¢; = 0 ja axx + byy + ¢, = 0 keskindinen asema




26 Pitka matematiikka Kurssi MAs4 Kertauskurssi

_— a; b1 o air by
° Ly=Lly, ® === 2° & = 3° & TE
1° L1 =L, .= b, Gy 2° L1 || L2 mutta erillaén 2 Dby, Cy 3°Li )| L2 a,” b,

10.19.1. Mé&arita a ja b, kun yhtalot ax + 2y = 3 ja 3x - by = 6 esittavat samaa suoraa.

20. Monikulmion alan laskeminen

Muodosta suorakulmio piirtamalla ylimman ja alimman pisteen kautta vaakasuorat sivut
sekad oikean ja vasemman puoleisimman pisteen kautta pystysuorat sivut. Vahenna suo-
rakulmion alasta kysytyn alan ulkopuolelle jaaneiden kolmioiden (osien) alat.

10.20.1. Laske monikulmion A(1,2) B(7,3) C(5,6) D(0,4) ala.
L: 155,35.9

‘ 21. Suoran y = kx suuntaisten suorien parvi : y=kx+c,ceR

10.21.1. Muodosta suoran y = 3x + 4 suuntaisten suorien parvi.

\ 22. Suoran ax + by = 0 suuntaisten suorien parvi :ax+by+c=0,c eR

10.22.1. Muodosta suoran 2x + 3y = 4 suuntaisten suorien parvi.

\ 23. Suoran ax + by = 0 normaalien parvi : bx-ay+c=0,ceR

10.23.1. Muodosta suoran 3x + 4y - 5 = 0 normaalien parvi.

\ 24. Pisteen (Xo,Yo) kulkevien suorien parvi :y - Yo = K(X - Xp) tai X = Xo

10.24.1. Muodosta pisteen (2, -1) kautta kulkevien suorien parvi.

25. Suoran yhtalon laskeminen suoraparvia apuna kayttaen
1° Muodosta toisesta annetusta tiedosta sen tiedon toteuttavien suorien parvi
2° Ratkaise suoraparven parametrille arvo toisesta annetusta tiedosta

10.25.1. Muodosta suoran y = 2x + 3 suuntaisen suoran yhtélo, joka kulkee pisteen (2,3)
kautta.

2. Mika suoran x + 2y = 3 suuntainen suora erottaa koordinaattiakselien kanssa kolmion,
jonka ala on 4?

3. Koordinaattiakselit erottavat pisteen (2,3) kautta kulkevasta suorasta janan, jonka paa-
tepisteiden koordinaattien keskiarvo on -¥2. Mik& on suoran yhtalg?

. | axo + byo + C |
. + +¢c=0:d=
26. Pisteen (Xo,Yo) etadisyys suorastaax+by+c=0 : d A

10.26.1. Laske pisteen (1,2) etaisyys suorasta 3x + 4y = 5?

2. Laske pisteen (3,4) etaisyys suorastay = 0,75x + 1,5?

3. Laske suorien 2x + 3y =4 jay = x - 3 leikkauspisteen etaisyys suorasta x +y = 1.
L: 02S5, 02S8, 21.5

27. Annetun ehdon tayttadvan suoran yhtalon muodostaminen

1° Oletetaan, etta suoralla on mielivaltainen piste (x,y)

2° Annetusta ehdosta saadaan yhtéld, jonka mielivaltainen piste (x,y) toteuttaa (ja siis
kaikki suoran pisteet)

10.27.1. Laske suorien 'y = 2x + 3 ja 2x + 4y = 5 valisten kulmien puolittajien yhtalot.

2. Muodosta janan A(1,2) B(3,-4) keskinormaalin yhtalo.

3. Muodosta sen suoran yhtéld, jonka pisteista on suoralle y = 2x + 1 kaksi kertaa niin pit-
k& matka kuin suoralle y = ¥2x - 1.



Pitka matematiikka Kurssi MAs4 Kertauskurssi 27

L: 94S6b

28. Avaruussuoran vektorimuotoinen yhtalo
OP = OPg + ts = Xol + Yoj + Zok + t(Sx + Syj + S;K) , missa Po on suoran piste ja s suunta-
vektori

10.28.1. Muodosta pisteen (1,2,3) kautta kulkevan, vektorin 3i - 2j + k suuntaisen suoran
yhtalo.

2. Muodosta pisteiden (1,2,3) ja (4, -5, -6) kautta kulkevan suoran yhtalo.

3. Mika on suoran a) OP =i + 2j - kK + t(2i + ] + 2k) b) OP = (1 + 2t)i + (3 - 4t)] + 5k suun-
tavektori?

29. Avaruussuoran parametrimuotoinen yhtalo(ryhma)

X = Xo + tSx
P =1Y = Yo * 1Sy, missa (Xo,Y0,Z0) ON suoran piste ja S,i + Syj + S,k on suoran suuntavektori
Z2=120+1s;

10.29.1. Muodosta pisteen (1,2,3) kautta kulkevan, vektorin 3i - 2j + k suuntaisen suoran
yhtalo.

2. Muodosta pisteiden (1,2,3) ja (4, -5, -6) kautta kulkevan suoran yhtalo.

L: 90K10a, 97K8b, 33.9a

30. Kahden suoran vélinen kulma saadaan laskemalla niiden suuntavektoreiden valinen
kulma

10.30.1. Laske pisteiden A(1, 2, 3) ja B(3, -2, 1) kautta kulkevan suoran ja suoran OP =i +
t(2i - 3j + 4k) valinen kulma.
L: 160

31. Avaruussuorien leikkauspisteen laskeminen.

Laita suorien parametrit eri muuttujiksi. Merkitse suorien x-koordinaatit yhté suuriksi. Sa-
moin y-koordinaatit. Ratkaise tasta parista suorien parametrit. Suorat leikkaavat, jos z-
koordinaatit ovat myo6s yhta suuret nailla parametrin arvoilla.

10.31.1. Leikkaavatko suorat OP =i + t(2i - 3] + 4k) ja OP = -2k + t(i - j + 2k)?
L: 93K7a, 26.7a

\ 32. Tason yhtéaléon muoto ax+by+cz+d=0

10.32.1. Onko piste (1,2,3) tasolla 2x - 3y + z = 4?
2. Maarita vakio a siten, etta piste (1, -1, -2) on tasolla a’x + 2ay + 3z = 2.

\ 33. Pisteen (Xo,Yo0,20) kautta kulkevan tason yhtal6 : a(x - Xo) + b(y - yo) + ¢(z-20) =0

10.33.1. Mika on pisteen (1,2,3) kautta kulkevan, tason 2x - 3y - 4z = 0 suuntaisen tason
yhtalo?

‘ 34. Tason ax + by + cz = d normaalivektori on ai + bj + ck

10.34.1. Mikéa on tason 2x - 3y + 4z = 5 normaalivektori?

35. Tason yhtéld, kun tunnetaan piste Py ja normaalivektori n = ai + bj + ck
1° Muodosta n:n avulla ensin yhtalé ax + by + cz =d
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\ 2° Laske d:lle arvo sijoittamalla Py yhtaloon.

10.35.1. Miké& on pisteen (1, -2, 3) kautta kulkevan tason yhtald, kun sen normaalivektori
on 2i + 3j - k?
L: 25.9

‘ 36. Tason vektorimuotoinen yhtal6, kun tunnetaan Py ja n, on PPy - n = 0.

10.36.1. Mika on sen tason vektori- ja koordinaattimuotoinen yhtalo, joka kulkee pisteen
(1, -2, 3) kautta ja jonka normaalivektori on n = 3i - 4] + 5k ?

37. Kahden tason valinen kulma £(T1,T2) = Z(n1,n2), joten lasketaan normaalivektoreiden
valinen kulma

10.37.1. Laske tasojen x + 2y - 3z = 4 ja 2x - 3y + z = 0 vélinen kulma.
L: 159

38. Suoran ja tason valinen kulma Z(1,T) = 90° - Z(I,n)

10.38.1. Misséa kulmassa suora (x =2 + 3t,y = 1 + 2t, z = -4t) leikkaa tason x -y + z=10 ?

39. Suoran ja tason leikkauspisteen laskeminen
Sijoita yhtalosta 10.29. x, y ja z tason yhtaloon seka ratkaise t.
Sijoita t yhtaloon 10.29 saadaksesi pisteen.

10.39.1. Missa pisteessa suora (x =2 + 3t,y = 1 + 2t, z = -4t) leikkaa tason x -y + z=10 ?
L: 98S8b, 03K7, 22.10b, 30.5a, 32.5b, 35.11

40. Kahden tason leikkaussuoran laskeminen

1° Tee tasojen yhtaldiden muodostama yhtélopari. 2° siirré z-termit vakioiden puolelle.
3° Ratkaise x ja y vakioiden ja z:jen avulla.

4° Tee 27 mukainen yhtaléryhma suoralle x = x(z) JAy=y(z) JAz=z

10.40.1. Mik& on tasojen x + 2y - z = 3 ja 2X - 2y - 7z = 6 leikkaussuora?
2. Mita suoraa pitkin taso x + 2y - z = 3 leikkaa a) xy-tason b) xz-tason c) yz-tason?
L: 158

41. Kolmen tuntemattoman ratkaiseminen kolmesta ensimmaisen asteen yhtalésta
Eliminoi kahdella eri tavalla z pois. Ratkaise saadusta yhtéloparista x ja y. Sijoittamalla x ja
y ratkaistaan z.

2x+y-z2=0
10.41.1. Ratkaise yhtaloryhma y 3x +2y +z=7
4x -3y +z=14

L: 91S6b, 22.3a, 36.2

42. Kolmen tason yhteisen pisteen laskeminen
Ratkaise tason yhtéaldiden muodostama yhtaléryhma

10.42.1. Missa pisteessa tasot 2x + 3y -z=3,3x+4y-2z=5jax +y + z = 6 leikkaavat
toisensa?
L:90K4

43. Kahden tuntemattoman epayhtélon ratkaiseminen
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Ratkaisujoukko on jokin tasoalue. Piirrd ensin reunoina olevat yhtasuuruusviivat. Valitse
viivojen rajoittamista tasoalueista piste ja kokeile toteutuuko epayhtald tassa pisteessa.
Jos toteutuu, niin kaikki tassa tason osassa olevat pisteet toteuttavat epayhtalén. Jos ei,
niin tama alue ei kuulu ratkaisujoukkoon.

10.43.1. Esita epayhtalon 2x - y + 1 > 0 ratkaisujoukko.
L: 94S4b

44. Lineaarinen optimointi

Valitse optimoitavalle suureelle muuttujat x ja y sek& epayhtal6ét ndiden valisistd ehdoista.
Piirra ehtojen maaraama tasoalue ja laske nurkkapisteet. Laske optimoitavan suureen ar-
vot nurkkapisteissa. Naista suuri arvo on suurin arvo koko tasoalueessa.

L: 156, 161

Luku 11. Il asteen kayrat ja pinnat.

1. Ylos/alas aukeavan paraabelin yhtalo : y = ax® + bx + c.
Jos a > 0, aukeaa ylds, jos a < 0, aukeaa alas.

11.1.1. M&arita vakio a siten, etta piste (2, -1) on paraabelilla ax® + 3x - 2 = 0.

2. Ylos/alas aukeavan paraabelin huippumuotoinen yhtalo : y - yo = a(x - xo)2 . H = (Xo0,Yo0) \

11.2.1. Mika on sen ylospain aukeavan paraabelin yhtald, jonka huippu on (1,2) ja joka
kulkee pisteen (3,6) kautta.

3. Oikealle/vasemmalle aukeavan paraabelin yhtalo : x = ay2 +by+c.
Jos a > 0, aukeaa oikealle.

11.3.1. Paraabeli x = y* + 2y + ¢ kulkee pisteen (-1, -2) kautta. Maarita c.

4. Oikealle/vasemmalle aukeavan paraabelin huippumuotoinen yhtalo : x - xo = a(y - yo)2 .
H= (Xo,yo).

11.4.1. Paraabelin akseli on y = 2. Mika on paraabelin yhtald, kun se kulkee pisteiden
(2,1) ja (4,4) kautta?

5. Paraabeli ja suoran/toisen paraabelin leikkauspisteen laskeminen :
Ratkaise yhtalopari (sijoituskeino)

11.5.1. Laske paraabelin y = x° - 2x - 3 ja suoran 2x + 3y = 6 leikkauspiste.
2. Laske paraabelieny = X2 +3x -4 jay=x- X2 leikkauspisteet.
L: 165

6. Kolmen pisteen kautta kulkevan paraabelin yhtalon selvittaminen
1° Oleta yhtaloksi y = ax? + bx +c. 2° Sijoita pisteiden koordinaatit yhtaléon.
3° Ratkaise saadusta yhtaloryhmasta a, b ja c.

11.6.1. Laske pisteiden (0, -1), (1, 0) ja (3, -4) kautta kulkevan, alaspéin aukeavan paraa-
belin yhtalo.

2. Siltakaari on alaspéin aukeavan paraabelin muotoinen. Leveys on 50 m, reunat ovat
rannalla 3 m korkeudella ja korkein kohta on 10 m veden pinnasta. Miten korkea on 10 m
rannasta oleva tukipilari?

L: 91K6, 93K6b, 97S5, 98S5a, 32.4, 33.3b
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7. Ympzyran yhtalzfj, klzm tunnetaan keskipiste K = (Xo,Yo) ja sade =r
(X-X0)"+(y-Yo)" =1

11.7.1. Mik& on ympyran (x - 1)° + (y - 2)° = 3 keskipiste ja sade?
2. Ympyran keskipiste on (a,2a) ja sade 3a. mika on ympyrén yhtalo?

\ 8. Ympyran keskipiste yhtalosta X2 + y2 + Ax + By + C = 0 : Taydenna neliomuotoon (7)

11.8.1. Mik& on ympyrén a) x° + y* + 4x - 6y = 7 b) x° + y* + x - 2y - 1 = 0 keskipiste ja sa-
de?
L: 168, 170, 173, 04S7, 37.4

9. Yhtalon x* + y* + Ax + By + C = 0 kuvaaja : Jos nelioon taydentamisen jalkeen
1° OP > 0, on kuvaaja ympyra 2° OP = 0, on kuvaaja piste 3° OP < 0, ei yhtéaldlla reaalista
kuvaajaa.

11.9.1. Milla a:n arvoilla yhtald x* + y° + 2ax - 4y + 3a = 0 kuvaa ympyraa?

2. Milla vakion a arvoilla yhtald x* + y* + 2x - 4y = a kuvaa ympyraa, jonka ulkopuolella on
origo?

L: 171, 985S7a, 04K8

10. Ympyran yhtalon muodostaminen annetuista tiedoista :

Yksi tapa: Laske annetuista tiedoista keskipiste ja sade. Kayta sen jalkeen yhtaléa (7)
Toinen tapa: Oleta yhtéaloksi (9) tai (7). Muodosta 3 yhtaloa, josta ryhmasté ratkaise A, B
jaCtaixg, Yojar

11.10.1. Mik&a on sen ympyrén yhtalo, jonka keskipiste on (1,2) ja joka sivuaa suoraa 2x +
y+3=0?

2. Mika on sen ympyran yhtéld, jonka sade on 3 ja joka sivuaa y-akselia pisteessa (0,4)?
3. Mikd on ympyran yhtéald, kun keskipiste on suoralla y = 2x + 3 ja ympyra sivuaa X-
akselia pisteessa (5,0)?

167, 169, 99S6, 24.4a

11. Kolmen pisteen kautta kulkevan ympyréan yhtalén laskeminen.
1° Oleta yhtaloksi x* + y* + Ax + By + C = 0. 2° Sijoita tahan pisteiden koordinaatit
3° Ratkaise yhtaléryhmasta A, B ja C.

11.11.1. Mik& on pisteiden (0,2), (3,3) ja (4,0) kautta kulkevan ympyrén yhtalo?
L: 01S10

12. Ympyran tangentin yhtalon laskeminen, kun tunnetaan sivuamispiste
1° Laske k; 2° Muodosta siita kt  3° Tee suoran yhtaloé sivuamispisteesta ja kr:sta

11.12.1. Mika on ympyran x° + y* - 6x - 2y + 5 = 0 pisteen (1,2) kautta piirretyn tangentin
yhtélg?
L: 172a

13. Ympyrén tangentin yhtalén laskeminen muissa tilanteissa
1° Muodosta toisen ehdon tayttavien suorien parvi
2° Ratkaise suoraparven parametri yhtalosta " keskipisteen etaisyys suoralle = sade "

11.13.1. Mitkd ovat ympyran (x - 1)° + (y - 2)° = 5 ne tangentit, jotka ovat suoran y = 2x
suuntaisia?

2. Maarita ympyran (x - 2)° + (y + 1)° = 10 ne tangentit, jotka kulkevat pisteen (4,3) kautta.
L:172b
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14. Paraabelin tangenttien laskeminen helpoiten derivaattoja kayttaen

11.14.1. Laske paraabelin y = x° + 2x + 3 se tangentti, joka kulkee pisteen (1,6) kautta.

15. Osoitus, etta jonkin parven kaikki kayrat kulkevat saman pisteen kautta

1° Valitse parvesta kaksi kayraa helpoilla parametrin arvoilla (esim. 0 ja 1)

2° Ratkaise nadiden kahden kayran leikkauspiste(et)

3° Sijoita saatu leikkauspiste kayraparven yhtaloon, ja osoita, ettd se on totta kaikilla pa-
rametrin arvoilla

11.15.1. Osoita, ettd suorat ax + 2y + 3a - 4 = 0 kulkevat saman pisteen kautta.
2. Osoita, etta paraabelity = ax® - 4a + 3 kulkevat kaikki kahden yhteisen pisteen kautta.
L: 151, 166, 91S8b, 9554, 96S9

16. 1l asteen yhtaloparin ratkaiseminen ( toisen asteen kayrien leikkauspisteen laskemi-
nen)

JOKO sijoituskeinolla (tai yhteenlaskukeinolla) toinen tuntematon eliminoidaan, jonka jal-
keen toinen koordinaatti voidaan ratkaista. Sijoittamalla saadaan sitten yhtalo toiselle
koordinaatille.

TAIl yhteenlaskukeinolla eliminoidaan toisen asteen termit, jolloin saadaan ensimmaisen
asteen yhtéald. Otetaan tAman pariksi helpompi toisen asteen yhtéldista ja ratkaistaan ta-
ma yhtalopari.

11.16.1. Laske ympyran x* + y* = 10 ja paraabelin y = 4 - x* leikkauspisteet.
2. Laske ympyroiden X2 + y2 =5ja X2 + y2 + X - 2y - 5 = 0 leikkauspisteet.
L: 174, 175, 96K5a, 22.5b

17. Pallon yhtalo, kun tunnetaan keskipiste (Xo,Y0,20) ja sade r :
(X-X0)* + (Y - Yo)* + (- 20)° = 1

11.17.1. Mik& on origon etéisyys pallon (x - 1) + (y - 2)° + (z + 3)° = 4 pinnalle?
L:177,178

18. Kayran yhtald parametrimuotoa kayttaen
Muodosta lausekkeet x:lle ja y:lle jonkin parametrin avulla. Eliminoi parametri niin saat
koordinaattimuotoisen yhtalon

11.18.1. Janan toinen paatepiste on (0, -2) ja toinen paatepiste on paraabelilla y = x°. Milla
viivalla on janan keskipiste?
L: 91KS8, 36.11

Luku 12. Derivaatta ja integraali

lim f(x) - f(a)

1. Derivaatta kohdassax=a:f' (@)=, . ~ 4

., _ lim f(x)-3
12.1.1. Olkoon f(1) =f’(1) + 2 = 3. Laskex_)1 -1
L: 91K9, 04S10

_ _ lim f(a+h)-f
2. Derivaatta kohdassa x = a toinen muoto : f' (a) = h I_) 0 ja_hugz

I Z_
12.2.1. Olkoon f(1) = f (1) + 2 = 3. Laske ;mo [K%)]_9
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3. Raja-arvon laskeminen derivaatan avulla.
Huomaa raja-arvon lausekkeessa erotusosamaara. TAméan raja-arvo derivaatan arvo |a-

hestymiskohdassa.
lim x%-1

12.3.1. Laske 51 x-1

4. Derivaatan geometrinen merkitys : f ' (a) = kr , misséa x = a on tangentin sivuamiskohta

12.4.1. Mika on kayran y = f(x) = x° kohtaan x = 10 piirretyn tangentin kulmakerroin?
L: 92K2, 9554, 04S13

5. Derivaatan fysikaalinen merkitys:
f' (@) on funktion hetkellinen kasvuvauhti kohdalla x = a

12.5.1. Miké on funktion f(x) = x® kasvuvauhti kohdassa x = 2?
L: 94K7

| 6. D(x") = nx™*

12.6.1. Derivoi a) f(x) = x b) f(x) = x? ¢) f(x) = x*° d) f(x) = a® e) f(x) = x 2 f) f(x) = %

g) f(x) = /x

| 7.D(f+g)=f"+g"

12.7.1. Derivoi a) f(x) = 2x° - 4x° + 5x - 6 b) f(x) = (2x - 3)(4x" - 5x)
L: 188, 03S1, 32.6, 34.10

18.D(f-g)=f"g+f-g°

12.8.1. Mik& on funktion f(x) = sin x - In x derivaatan arvo kohdassa x = 1
L: 181, 182a, 184

9.D(é):—9—2—9—f" g'f' '

2z
12.9.1. Milla x:n arvolla funktion f(x) = ;(x i derivaatta on nolla?
L: 179b, 95S10

|10.D¢")=n-f"".f

12.10.1. Milla x:n arvoilla funktion f(x) = (x* - 3x)* derivaatta on positiivinen?
L: 180

[11. D[f(@() 1=f' (9() - 9" (¥

12.11.1. M&arita a, kun f(x) =\/2x + a ja f’(0) = 2.
L: 99K4

1
12. D(In x) =%

12.12.1. Mik& on kayran y = In (2x - 3) kohtaan x = 2 piirretyn tangentin kulmakerroin?
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13.D(e*) =¢"

12.13.1. Laske funktion f(x) = e™ + e derivaatan arvo kohdassa x = 0.
L: 02S3, 03S3, 24.5a

. H 1
14. D(Sln X) = COS X , D(COS X) =-siInx , D(tan X) =1+ tal’]2 X = _Z_COS X

12.14.1. Ratkaise a ja b, kun f(*2r) = 1 ja f ’(an) = 2 seka f(x) = a-sin x + b-cos x.
L: 183, 92S1, 99S4a, 29.2, 35.1

15.D(f (o)) =

12.15.1. Laske funktion f(x) = x° + 4x + 5 k&anteisfunktion derivaatta kohdassa x = 10.
L: 90S10a, 37.10

16. Oikean (ja vasemman) puoleinen derivaatta

Varma tapa on laskea erotusosaméaaran oikeanpuoleinen raja-arvo, joka on oikean puo-
leinen derivaatta.

Jos funktio on oikealta jatkuva, lasketaan oikealla puolella olevasta derivaattafunktiosta
raja-arvo.

12.16.1. Laske f.' (0) ja f.'(0), kun f(x) = x° + ||

17. Paloittain maaritellyn funktion derivaatta liitoskohdassa.
Lasketaan téassd kohtaa f.' ja f.. Jos ne ovat yhta suuret, niin varsinainen derivaatta on
olemassa ja se on taméa yhteinen arvo.

12.17.1. Onko funktiolla f(x) = |x|x + 2x + 3 derivaattaa kohdassa x = 0?
L: 185, 187, 95K10, 99S10a, 35.8

‘ 18. F(x) on f(x):n integraalifunktio, jos Vx: F "' (X) = f(x)

12.18.1. Onko F(x) = 3x° + 4x + 5 funktion f(x) = x° + x° + 5x integraalifunktio?
2. Minka funktion integraalifunktio on F(x) = sin x + e ?

3. Maarita jokin funktion x> + cos X + e* integraalifunktio.

L: 189, 190, 91S2, 93S10a, 96K2a, 36.7

\ 19. f(x):n kaikki integraalifunktiot ovat F(x) + C, jos F(x) on yksi integraalifunktio

12.19.1. Maarita kaikki funktion f(x) = 1 + * + tan” x integraalifunktiot.

20. Tietyn integraalifunktion maarittAminen
1° Muodosta kaikki integraalifunktiot 2° Ratkaise integroimisvakion C arvo annetusta eh-
dosta ( F(a) = b ) 3° Sijoita saatu C:n arvo integraalifunktioon

12.20.1. Maarita funktion f(x) = 3x” - 4x se integraalifunktio, jolle patee F(1) = 2.

2. Mika on funktion f(x) = sin x + cos 2x se integraalifunktio, jonka nollakohta on %2n?
3. Mika funktion f(x) = 2x + 3 integraalifunktioista sivuaa suoraay = 5?

4. Maarita funktion f(x) = 4x - 8 integraalifunktioista se, jonka pienin arvo on 3?

L: 191, 92K1, 04K10, 23.1

1 o
21. [X"dx =g X"+ C
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12.21.1. Laske a) [ x* dxb) [ x?* dxc) J;lz dx d) J /X dx
L: 193ab

22. [(f+g)dx = [fdx + fgdx  [kf(x)dx =k [f(x) dx

12.22.1. Laske [ (2x° + 4x”) dx
L: 192ab

23.f%dx =In|x|+C

+3
X

12.23.1. Laske JZX dx

L: 192.c

24, [e*dx =e*+C

12.24.1. Laske [ (3€” - 4x) dx

25. [sinxdx=-cosx+C [cosxdx=sinx+C [(1+tan’x) dx _jcos oy dx=tanx+C

12.25.1. Laske | (2sin x + 3 cos x - tan” x - 1) dx

26. [H(g(x) - 9" (x) dx = F(g(x)) + C

Huomaa: Integroitavassa ulkofunktio, jolla sisafunktio. Kerrottuna sisafunktion derivaatalla.
Integraalifunktio on ulkofunktion integraalifunktio, jolla sama sisafunktio.
Jos ei oikeaa vakiotekijaa, se voidaan lisata tekijaksi kdanteislukunsa kanssa (joka eteen)

12.26.1. Laske [ 2x(x* + 3)* dx
L: 193cd, 194, 195

27. fi(x—))dx =In|f(x)|+C

3x2 + 4X

12.27.1. Laske E+ 2+ 3 dx dx
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28. Osamurtohajoitelma murtofunktion integroimiseksi

Jos osoittaja on korkeampaa astetta kuin nimittgja, niin suorita jakolasku ja tee jakoyhtald,
jota integroit.

Jos osoittaja on alempaa astetta kuin nimittaja, tutki onko osoittajaan saatavissa nimittajan
derivaatta (ks.27)

Jos tamakaan ei auta, laita nimittaja tuloksi, ja esitad lauseke kahden murtoluvun summa-
na, joissa on nimittajana kumpikin nimittajan tekija ja osoittajan toisella A ja toisella B. La-
venna samannimisiksi ja maarita A ja B siita ettd saatu osoittaja on oltava sama kuin alku-
perainen osoittaja kaikilla x:n arvoilla.

Integroi lopuksi kumpikin osamurtolauseke.

12.28.1. Laske |21 ¢
28.1. Laske | 75 dx
L:192d

29. OSITTAISINTEGROINTI : [f'-gdx =f-g- [f-g"'dx

12.29.1. Laske | 2x-sin x dx
L: 196

30. INTEGROIMINEN SIJOITUKSELLA : x = x(t) [f(x) dx = [f(x(t)) - x '(t) dit

12.30.1. Laske | xy/x + 1 dx

31. Integroimistavan ajattelu : 1° onko suoraa integroimiskaavaa

2° Suoritetaan lasku integroitavassa sieventden se muotoon jota integroitavissa kaavaa
kayttaen

3° Onko mahdollista kayttad yhdistetyn funktion integroimissaantoa

4° Saako lisddmalla vakiotekijan kaytettya yhdistetyn funktion integroimissaantéa

5° Voiko murtolausekkeen hajottaa osamurtolausekkeisiin

6° Osittaisintegroiminen

7° Integroiminen sijoituksella

12.31.1. a) f (x* +sin x) dx b) S \/x(x - 1) dx c) jﬁz dx d) [ (x+ 1)(2x* + 4x)° dx e)

J X(x2+ nax D S 3xe*dx g) f x(1 +x)° dx

32. Paloittain maaritellyn funktion integraalifunktio

Jos funktio ei ole jatkuva, integroidaan osat ja laitetaan niihin eri integroimisvakiot C ja D.
Se on siina.

Jos funktio on jatkuva, on integraalifunktiokin jatkuva. Maaritetddn C:n ja D:n yhteys siit4,
ettd raja-arvot oikealta ja vasemmalta on oltava yhta suuret.

12.32.1. Méaarita integraalifunktio funktiolla f(x) = 2x, kun x> 1 jaf(x) = x + 1, kun x < 1.
L: 198
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\ 33. Jos funktio on derivoituva, niin se on jatkuva

\ 34. Jos funktio ei ole jatkuva, se ei ole derivoituva

\ 35. Funktio ei ole derivoituva karki- tai taitekohdassa

136.f"=D(f') f"=D(f")

12.36.1 Laske f’, f 7, f " jaf ¥, kun f(x) = x° + sin 2x
L: 9357a

Luku 13. Differentiaalilaskentaa

\ 1. Tangentin kulmakerroin : kt =f"' (Xo), kun (Xo,Yo) on kayran y = f(x) sivuamispiste.

13.1.1. Mik& on kayran y = €* + In (x + 1) kohtaan x = 0 piirretyn tangentin kulmakerroin?
L: 01S4

\ 2. Normaalin kulmakerroin ky = -1/ ky

13.2.1. Mik& on kdyran y =/2x + 1 kohtaan x = 4 piirretyn normaalin kulmakerroin?
L: 200

3. Tangentin yhtalon laskeminen, kun sivuamispiste tunnetaan :
1° Laske Kkt (1) 2° Muodosta suoran yhtalo.

13.3.1. Laske kayran y = sin 2x + cos x kohtaan x = n/6 piirretyn tangentin yhtal6?
L: 92S4a, 98K9a, 01K2, 03S3, 04K5, 25.7a

4. Tangentin yhtalon laskeminen, kun tunnetaan tangentin suunta
1° Ratkaise yhtalosta f ' (x) = kr sivuamispisteen x

2° Sijoita x kayran yhtal6on saadaksesi y:n

3° Laske saadusta pisteesta ja kulmakertoimesta tangentin yhtalo

13.4.1. Maarita kayran y = x° - 3x + 4 sen tangentin yhtald, joka on suoran y = x suuntai-
nen.
L: 202, 205, 95K5a

5. Tangentin yhtalon laskeminen, kun tunnetaan piste kayran ulkopuolelta

1° Oleta, etta sivuamispisteen x-koordinaatti on a.

2° Laske sivuamispisteen y-koordinaatti sijoittamalla a kayran yhtaloéon.

3° Muodosta kt ="' (a)

4° Muodosta k1 annetun ja sivuamispisteen koordinaateista

5° Tee yhtalé merkitsemalla tavoilla 3° ja 4° saadut kulmakertoimet yhta suuriksi
6° Ratkaise tasta yhtalosta a

7° kt:n saat f '(a):sta

8° Laske suoran yhtalo kr:n ja annetun pisteen avulla.

13.5.1. Laske paraabelin y = x* + x + 1 sen tangentin yhtald, joka kulkee pisteen (1, 2)
kautta.

6. Funktion monotonisuus : f on kasvava, jos f' (x) > 0 ja = 0 vain yksittaisissa kohdissa

13.6.1. Milla alueella funktio f(x) = x° - 3x° + 4 on aidosti kasvava?
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L: 206, 207, 208, 219, 91K7a, 93S5a, 97S7b, 03S10, 28.3, 37.9

7. Funktion mahdolliset &ariarvokohdat : 1° f ' :n nollakohta 2° alueen reuna 3° funktion
epéjatkuvuuskohta 4° derivaatan epajatkuvuuskohta

13.7.1. Maarita funktion f(x) = | X° - 4x | , x € [-1, 5] mahdolliset dariarvokohdat.

8. Aariarvon laadun perusteleminen f ' :n nollakohdassa ja f ' :n epajatkuvuuskohdassa
Jos derivaatan merkki muuttuu + — -, on maksimi jos - — + on minimi ja jos merkki ei
muutu, ei ole &ariarvoa

13.8.1. Méaarita funktion f(x) = x° - 4%x° - 30x aariarvot.
L: 206, 210, 212, 91K3a, 03S11, 04S6, 23.6a, 26.6a, 31.5

9. Aariarvon perusteleminen muissa tilanteissa : Tehdaan funktion kulkukaavio, josta asia
jarkeillaan

x3-11/zx2,xs2

13.9.1. Mé&arita funktion f(x) = {xz _BX+9 x>2

aariarvot.

10. Funktion suurimman arvon olemassaolo :
on varmaa, jos funktio on jatkuva suljetulla valilla.

11. Suurimman arvon laskeminen jos funktio on jatkuva suljetulla valilla
1° Mainitaan, etta funktio on jatkuva suljetulla valilla

2° Lasketaan f ' :n NK (ja mahdollinen EJK)

3° Lasketaan funktion arvot ndissa kohdissa ja alueen reunoilla

4° Suurin arvo on ndista luvuista suurin

13.11.1. Laske funktion f(x) = x° - 2x* + x - 4 suurin ja pienin arvo valilla [¥2,2].
L: 209, 215, 91S8a, 92K7, 93K9b, 95K9b, 96S6, 22.6, 23.3a, 26.6¢, 30.10, 32.10a, 33.2b

12. Suurimman arvon perustelu muissa tilanteissa :
Tehdaan funktion kulkukaavio, josta paattelyt

13.12.1. Laske funktion f(x) = X2 -x X, x>-1 pienin arvo.
L: 213, 216, 90S2a, 00K7, 27.8, 29.5a, 34.6

13. Funktiolla on ainakin yksi nollakohta :
1°f IVA JA 2° f(a) > 0 JA 3° f(b) < 0 = ainakin yksi NK valilla ]a,b[

13.13.1. Osoita, etta funktiolla f(x) = sin x + In x on ainakin yksi nollakohta.
L:31.9

14. Funktiolla on tdsmalleen yksi nollakohta:
1° f IVA JA 2° f(a) > 0 JA 3° f(b) < 0 JA 4° f aidosti monotoninen

13.14.1. Osoita, etta funktiolla f(x) = €* + x° + 4 on tasmaélleen yksi nollakohta.
L: 211, 214, 98S8a

15. Yhtalolla on tasmalleen yksi ratkaisu :
Kirjoitetaan yhtalé6 muotoon f(x) = 0 ja tutkitaan f:aa kuten edella

13.15.1. Osoita, etta yhtalolla e* = cos x + 2 tasmalleen yksi positiivinen ratkaisu.
L: 92S5a, 22.8, 24.5b
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\ 16. Funktion arvot ovat positiivisia : jos pienin arvo on positiivinen \

17. Osoittaminen, etta epayhtald on aina tosi : Kirjoitetaan epayhtalé muotoon f(x) > 0 ja
naytetaan, ettd vasemman puolen maarittdman funktion pienin arvo on > 0

13.17.1. Osoita, ettd epayhtald 1 + x < e toteutuu kaikilla x:n arvoilla.
L: 217, 91S7a, 93S8, 04K11, 21.10, 30.8a, 34.9

18. Kahden kayran leikkauskulma

= leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien valinen kulma.

13.18.1. Missa kulmassa kayraty = x° jay = 5 - ¥ax” leikkaavat toisensa?
L: 199, 204

Luku 14. Differentiaalilaskennan sovelluksia

Af

1. Funktion arvojen keskimaarainen muutosvauhti = Erotusosaméaéara EOM = Ax

. 10t . : .
14.1.1. Oljyvuodon saastuttaman alueen ala on A(t) = i+5" missa t on tunteja. Miten pal-

jon saastunut ala lisdantyi 3. ja 4. tunnin aikana?

2. Funktion arvojen hetkellinen muutosvauhti = lim EOM = f ' (Xo) \

. 10t N , S
14.2.1. Oljyvuodon saastuttaman alueen ala on A(t) = t+5 Missaton tunteja. Mika oli

alueen hetkellinen muutosvauhti ajanhetkella 3 tuntia alusta?
L: 221, 222

3. Nopeuden laskeminen kappaleen sijaintifunktiosta s(t) : v=s" (to) \
14.3.1. Kappaleen sijainnin x-akselilla kertoo funktio x(t) = 2t° + 3t. Mik& on kappaleen
vauhti kun t =27

L: 220

4. Kiihtyvyyden laskeminen:a=v "' (t) =s" (1) \
14.4.1. Kappaleen sijainnin x-akselilla kertoo funktio x(t) = 2t° + 3t. Mika on kappaleen

kiihtyvyys?
L: 220

5. Aariarvoprobleeman ratkaisemisesta

1° Lue tehtava

2° Piirra mahdollinen kuvio

3° Mieti mikéa pitaa maksimoida, sille olisi saatava funktio
4° Valitse x.

5° Laske kaikki maksimoitavan funktion lausekkeeseen tarvittavat osat x:n ja annettujen
tietojen avulla

6° Tee funktio maksimoitavalle suureelle

7° Selvita funktion maarittelyjoukko

8° Etsi taman funktion suurin arvo maarittelyjoukossa

9° Pohdi jarkevyytta

10° Anna vastaus
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14.5.1. Farmarilla on 60 m koytta. Han haluaa tehda suorakulmion muotoisen aitauksen,
jonka yhtena sivuna on joki, jolle ei tarvitse laittaa koyttd. Mika on suurin mahdollinen ala
aitaukselle?

2. Tehtailija haluaa tehda nelibpohjaisen avonaisen laatikon. Mitk&a ovat laatikon mitat, kun
ala on 108 cm? ja tilavuus on suurin?

3. Mik& kayrany =4 - X2 piste on lahinna pistetta (0,2)?

L: 225, 226, 227, 90K7, 91S7b, 92K9a, 93K7b, 93S7b, 94S6a, 94S7b, 96K6, 97K9,
97S10, 98K8a, 99S8hb, 00S9, 02K10, 03K8, 21.9b, 22.7, 24.8, 25.10a, 26.8a, 29.5a, 29.8,
32.7, 33.10b, 34.6, 36.10, 37.12, 37.14

Luku 15. Maaratty integraali

b b
1. Maaratyn integraalin laskeminen f f(x) dx = [ F(X) = F(b) - F(a)
a a
2
15.1.1. [ (3x* - 4x) dx
-1

L: 233, 234, 235, 236, 237, 239, 240, 242, 90K2, 90S3, 90S6, 90S9, 91K2, 91S3a,
92S7b, 92510, 93S5b, 95K7b, 96S2a, 97S2a, 02K8, 03K10, 04K2, 04K12, 21.3, 24.1a,
25.2a, 26.2, 27.3, 28.2a, 29.1, 30.2a, 32.3b, 32.10a, 34.12

1.a Maaratyn integraalin laskeminen, kun rajana + tai — aaretdn tahi rajalla funktiota ei
maaritelty.

Lasketaan maaratty integraali "lahelle” rajaa ja katsotaan mika on saadun maaratyn integ-
raalin raja-arvo, kun tama "lahelld” oleva arvo lahestyy aaretonta tai maarittelemattomyys-

rajaa.
L: 04S11
b
2. Maaratty integraali porrassummana f f(x) dx = f(xk) AX , missa xx € k:s osavali
a
4
15.2.1. Laske f\/;( dx jakamalla integroimisvali 4 osaan ja laskemalla funktion arvo valin
0
keskipisteessa.
L:231
b
3. Méaarétty integraali ala- ja ylasummien avulla Y’ my - Ax < [ f(x) dx < My - Ax , missé
a
my ja M ovat k:nnen osavalin pienin ja suurin arvo
4
15.3.1. Laske f\& dx jakamalla vali 4 osaan ja laskemalla ala- ja ylasummat seka niiden
0

keskiarvo.
L: 232
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b
4. Maaratty integraali pinta-alan avulla: Jos f(x) > 0, on ff(x) dx = ala funktion ja x-akselin
a
b
valisesta alueesta, ja jos f(x) <0, on f f(x) dx = - ala,
a
4
15.4.1. Laske f\/16 - x? dx tulkitsemalla funktio geometrisesti.
0
L: 26.10a
b b b
5. Summafunktion maaratty integraali [ (f + g) dx = [ f(x) dx + | g(x) dx
a a a
2 2 2
15.5.1. Olkoon [ f(x) dx =3 ja f g(x) = 4 dx. Mitd on [ [f(x) + g(x)] dx?
1 1 1
b b
6. Vakion siirtosaanto : [ k-f(x) dx =k - [ f(x) dx
a a
2 2
15.6.1. Olkoon [ f(x) dx = 3. Mitd on [ 4-f(x) dx?
1 1
b a
7. Integroimisrajojen vaihto [ f(x) dx =- [ f(x) dx
a b
2 1
15.7.1. Olkoon J f(x) dx = 3. Mitd on [ f(x) dx?
1 2
a a
8. Parillinen funktio origon suhteen symmetrisella valilla f f(x)dx =2 - f f(x) dx
-a 0
3
15.8.1. Laske [ (x° + 4) dx
-3
a
9. Pariton funktio origon suhteen symmetrisella valilla f f(x) dx =0
-a
T

15.9.1. Laske [ (x° + sin x) dx.

-T
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b C b
10. Paloittain méadritellyn funktion integrointi [ f(x) dx = [ f(x) dx + J f(x) dx
a a C
3
15.10.1. Laske [ | 2x -4 | dx
-1
L: 238, 243, 01K9, 35.10
b b
11. Epayhtalén integrointi : f(x) < g(x) = J f(x) dx < f g(x) dx
a a
0
. 2
15.11.1. Osoita, ettd J 2eX dx > 1
_1/2
X
12. Kertymafunktio : K(x) = f f(t) dt on ylarajafunktio (tihesfunktiolla f)
a
X
15.12.1. Maarita kertymafunktio [ (2t + 3) dt
1
X
13. Ylarajafunktion derivaatta D( f f(t) dt) = f(x)
a
X NG
15.13.1. Derivoi funktio a) f(x) = [(C+sint)dt b) f(x) = [(E+sint)dt c) f(x) =
1 1
1
[ (€ +sin ) dt.
X
L: 00S13

\ 14. Kertymafunktio on yksi f(x):n integraalifunktioista. Se, jonka arvo alussa on nolla.

15.14.1. Laske funktion f(x) = 3x° + 4x kohdasta x = 1 alkava kertymafunktio.
L: 241
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Luku 16. Integraalilaskennan sovelluksia

1. Kayran ja x-akselin valisen alueen ala

b
A. Kayra x-akselin ylapuolella : A =+ [ f(x) dx
a
b
B. Kayréa x-akselin alapuolella : A = - f f(x) dx
a
c b
C. Kayraa molemmilla puolilla x-akselia: A =+ [f(x) dx - [ f(x) dx , jos kéyra ylapuolella
a c

valilla [a,c] ja alapuolella valilla [c,b]
Kaikissa kohdissa A. - C. on laskettava rajat ja selvitettava sijainti x-akseliin nahden

16.1.1. Laske x-akselin, kdyran y = e* + 1 ja suorien x = -1 ja x = 2 rajoittaman alueen ala.
2. Laske kayrany = X2 -4x-5 ja x-akselin rajoittaman aarellisen alueen ala.

3. Laske kayrany = x° - 4x ja x-akselin rajoittaman kaksiosaisen alueen ala.

L: 244, 245, 246, 247, 94S7a, 22.2, 29.5b, 37.11

2. Kahden reunakayran valinen ala
b
A= ff(x) - g(x) dx , jos f(x) > g(x) valilla [a,b]
a
On laskettava rajat ja selvitettava, kumpi kayra on korkeammalla.

16.2.1. Laske paraabelien y = x° jay = 3x - 2x” rajoittaman aarellisen alueen ala.
L: 248, 249, 250, 251, 252, 253, 254, 95K4, 98K7, 99K8, 21.8, 23.5, 24.6

3. Kayran ja y-akselin valinen ala voidaan laskea

JOKO x © vy, jolla muutetaan ala kayran ja x-akselin valiseksi
b

TAIA=+ f x(y) dy , missa kayra y-akseli oikealla puolellajay e [a,b]
a

16.3.1. Laske kayran x = 6 - y - y° ja y-akselin rajoittaman aérellisen alueen ala.

4. Pyorahdyskappaleen tilavuus
b

A. Pyorahdys x-akselin ympéari V = ch [f(x)]2 dx
a
b

B. Pydrahdys y-akselin ympéri V = = [ [x(y)]* dy
a

16.4.1. Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kun kayran y = 4 - x° ja x-akselin rajoit-
tama alue pyorahtaa x-akselin ympari.

2. Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kun kayran y = In x sekd suorieny =0jay =
1 vélinen alue pyorahtaa y-akselin ympari.

L: 255, 256, 257, 261, 262, 90S7b, 91S5b, 96K7a, 97K10a, 03513, 36.11
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5. Onton pyo6rahdyskappaleen tilavuus
Lasketaan ulkopinnan sisdpuolinen tilavuus, josta vahennetddn sisdpinnan sisapuolinen
tilavuus

16.5.1. Paraabelin y = x° ja suoran y = x valinen alue pyorahtaa x-akselin ympari. Laske
syntyvan kappaleen tilavuus.
L: 258, 259, 260, 94K8

6. Tilavuuden laskeminen, kun tunnetaan pyoérahdysakselia vastaan kohtisuorien poikki-
leikkausten alat

b
V= [ A(X) dx

a

16.6.1. Kappaleen x-akselia vastaan kohtisuorien poikkileikkausten ala on jokaisella koh-
dalla x lausekkeen 3x* + 4x suuruinen. Laske tasojen x = -1 ja x = 2 valilla olevan kappa-
leen osan tilavuus.

2. Kappaleen x-akselia vastaan kohtisuorat poikkileikkauksen ovat neli6itd, joiden xy-
tasolla olevan sivun paatepisteet ovat kayralla 4y2 = 3X. Laske valilla x = 0 ja x = 4 olevan
osan tilavuus.

L: 01S12, 02512, 33.6

Luku 17. Todennakoisyyslaskentaa

1. Klassinen todennékdisyys : P(A) =

k  suotuisten alkeistapausten lukumaéara .
n - (alkeis-

kaikkien alkeistapausten lukumaara
tapaukset symmetrisia)

17.1.1. Milla todennéakdisyydella 15 ensimmaisesta alkuluvusta valittu luku sisaltéa nume-
ron 3?

2. Lukumaarat alkeistapauksille saa

A. Luettelemalla kaikki alkeistapaukset

B. Kahden nopan heitossa tee 6 x 6 ruudukko

C. Kayttaen jotain laskusaantda lukumaaran selvittamiseksi
D. Tapausten lukumaarana voi pitaa kulmaa, janaa, alaa, ...

17.2.1. Rahaa heitetaan 4 kertaa. Milla todennakdisyydella saatiin 3 kertaa kruunu?

2. Milla todennakoisyydella kahden nopan heitossa nopan silméaluku on vahintaan 2 kertaa
toisen silmaluku?

3. Arvotaan luvut x ja y satunnaisesti valilta [0,1]. Milla todenné&kdisyydella x +y < 3/4 ?

L: 264, 265, 266, 90S8a, 93K9a, 95K7a, 95S9, 97K4, 98K5b, 02K9, 03K4, 21.8b, 28.6a,
29.4b

3. Lukumaarat tuloperiaatteella : n(A ja B) = n(A) - n(B)

17.3.1. Uuden vuoden vastaanottajaisissa oli tarjolla 7 juustolaatua ja 5 viinilaatua. Mon-
taako eri makuyhdistelméaa saattoi kokeilla?

2. Edellisen tehtavan juustolaaduista oli 3 kevytjuustoja ja 3 punaviineja. Milla todennakoi-
syydella satunnaisesti valitut juusto ja viini olivat kevytjuusto ja punaviini?

L: 267
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|
4. Lukuméaarat k-kombinaatioilla : (@ = nCk = W = monellako tapaa n:sta alkiosta

voidaan valita k-alkioinen osajoukko

17.4.1. Monellako tapaa voidaan 9 oppilaskunnan jasenesta valita 3 toimihenkil6&a?

2. Laatikossa on 4 valkoista ja 5 mustaa palloa. Niistd otetaan satunnaisesti kolme. Milla
todennékoisyydella saadaan 2 mustaa palloa?

L: 91K4a, 91S5a, 92S4b, 27.9b, 35.5

\ 5. Permutaatioiden lukumaara = n! = n:n alkion erilaisten jarjestysten lukumaara

17.5.1. Oppilasryhméassa on 16 oppilasta. Montako erilaista ruokajonoa heista voi syntya?
2. Oppilaista on 10 tyttoja. Milla todennékdisyydella satunnaisesti syntyneessa jonossa on
pojat ensin?

|
6. k-permutaatioiden lukumaara = nPk = ﬁ =n(n-1)(1n-2)...(n-(k-1))

= n-alkioisesta joukosta otettujen k-alkioisten osajoukkojen alkioiden erilaiset jarjestykset

17.6.1. Monellako tavalla voidaan 16 oppilaasta valita pj, vpj ja sihteeri?
2. Oppilaista 10 on tyttoja. Milla todennédkdisyydella satunnaisesti syntynyt virkailijajoukko
on tyttéjoukko?

7. Komplementtisaantoé : P( A) = 1 - P(A) kaytetaan usein kun kysymyksessa "ainakin",
"enintaan” tms. tapahtuma seké vastakohdassa on vahemman mahdollisuuksia kuin kysy-
tyssa tapahtumassa

17.7.1. Rahaa heitetdéan 4 kertaa. Milla todennékdisyydella kaikki nelja eivat ole kruunuja?
2. Laatikossa on 4 valkoista ja 5 mustaa palloa. Otetaan niistéa satunnaisesti kolme. Milla
todennékoisyydella ainakin yksi pallo oli musta?

L: 269, 00K8, 04K9, 24.7a

8. Yhteenlaskusaanto : P(A tai B) = P(A) + P(B), tapahtumat A ja B ovat erillisia (ei yhtei-
sid alkeistapauksia)

17.8.1. Laatikossa on 4 mustaa ja 5 valkoista palloa. Niisté otetaan kolme. Milla todenna-
koisyydella siind on molempia vareja?

9. Yleinen yhteenlaskus&anto : P(A tai B) = P(A) + P(B) - P(A ja B)

17.9.1. Milla todennakoisyydellda 2-numeroinen luonnollinen luku on jaollinen kolmella tai
neljalla?

10. Kertolaskusaanté : P(A ja B) = P(A) - P(B), kun A ja B ovat toisistaan riippumattomia
tapahtumia

17.10.1. Tehdaan lottokuponkiin yksi rivi ja samalla yksi jokeri. Jokerissa arvotaan 7-
numeroiseen lukuun kaikki numerot. Milla todennakdisyydella saadaan kummatakin paa-
VOIitto?

268, 90K8a, 04S5, 34.11, 36.12, 37.6

11. Ehdollinen todennaksisyys : P(AJB) = ~alaB) ﬁ(g)B

17.11.1. Laatikossa on 4 mustaa ja 5 valkoista palloa. Otetaan niista kolme. Niista yksi on
musta. Milla todennakaoisyydella kaksi muuta ovat erivarisia?
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L: 03K4

12. Kertolaskusaanto toisistaan riippuville tapahtumille : P(A ja B) = P(A) - P(B|A)

17.12.1. Laatikossa on 4 mustaa ja 5 valkoista palloa. Otetaan niista perakkain 2 laitta-
matta ensiksi otettua takaisin. Milla todennakoisyydelld a) ensimmainen on musta ja toi-
nen valkoinen b) ne ovat eri varisia?

L: 272, 98S5a

13. Mutkikkaamman todennéakdisyyden laskeminen.

JOKO lausu kysytty tapahtuma "TAYDELLISESTI" "ja” seka “tai” sanojen avulla ja kayta
laskusaantoja

TAIl tee oksamalli, josta oksaa jatkettaessa tdn:t kerrotaan ja haarautuessa lasketaan yh-
teen

17.13.1. Oppilas tietaa vastauksen todennékoisyydella 0,8, jos h&n on tiennyt edellisen
kysymyksen vastauksen ja todennékdisyydella 0,5, jos han ei ole tiennyt edellisen kysy-
myksen vastausta. Opettaja kysyy hanelta yllattaen kolme kertaa. Ensimmaisen vastauk-
sen oppilas tiesi. Milla todennakoisyydella han tiesi tasan 2 vastusta?

L: 270, 271, 94K5, 94S5b, 01S5, 22.9b, 25.7b, 26.7c, 29.6a

14. Binomitodennakoisyys : P(n:sta toistosta on k suotuisaa tapausta) = nCk - p* - (1 - p)<*

17.14.1. Syntyneista lapsista on 51,8 % poikia. Milla todennakoisyydella laitoksen 6 lap-
sesta oli 4 poikaa?
L: 273, 274, 93S6, 99S7a, 00S7, 21.9a, 33.4b

Luku 18. Todennakoisyysjakaumia

. — XX . . _
1. Keskiarvo x = T' , joten lukujen summa X x; = n-x

18.1.1. Matematiikan kokeessa oli poikien keskiarvo 7,1 ja tyttdjen 8,2. Mika oli koko luo-
kan keskiarvo, kun luokalla oli 12 tytt6a ja 18 poikaa?

ngi-flz

2. Keskihajonta s = n

. Otoskeskihajonnassa on nimittajassa n-1, muuten

kaava on sama.

18.2.1. Kokeessa 3 oppilasta sai 10, 7 oppilasta 9, 12 oppilasta 8 ja 8 oppilasta 7. Mika ol
kokeen keskiarvo ja keskihajonta?
L: 275, 276

3. Satunnaismuuttujan jakauma ~ muuttujan arvot sekd niiden tulemisen todennakoisyys
pi = P(X)

18.3.1. Laatikossa on 3 valkoista ja 4 mustaa palloa. Niistd otetaan kolme. Laske valkois-
ten pallojen lukumaaran jakauma.
L: 278

4. Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo Ex =) pi- Xi =

18.4.1. Pelissa heitetadn kahta rahaa. Voittosumma euroina on kruunujen lukumaaran ne-
li6. Mika pitéisi pelimaksun olla, jotta peli kannattaisi pelin pitajalle?
L: 277, 278, 279, 280, 96K9, 30.6b
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5. Diskreetin jakauman keskihajonta Dx = \/pl(xl - p)z + pa(Xx2 - p)z +... =0

18.5.1. Heitetdan sinista ja punaista noppaa. Pelissa voitto (tai tappio) on sinisen ja punai-
sen nopan silmalukujen erotus. Mik& on voiton odotusarvo ja keskihajonta?
L: 277, 280

6. Binomijakauma = tdn lasketaan binomitdn:end p;=P(Xx=x)=nCi-p;- (1 - p)”'i

7. Binomijakauman odotusarvo Ex = np (n = toistojen lukumaara, n = suotuisan tapahtu-
man tdn)

18.7.1. Syntyneista lapsista on poikia 51,8 %. Montako lasta on laitoksessa syntynyt, kun
tyttdja oli 420?
L: 99K5b, 26.7b

8. Binomijakauman keskihajonta Dx = +/np(1 - p)

18.8.1. Mik& oli edellisesséa laitoksessa poikien lukumé&aréan keskihajonta?
L: 26.7b

9. Jatkuva jakauma : kaikki arvot joltakin véliltd ovat mahdollisia satunnaismuuttujan arvo-
ja

10. Jatkuvan jakauman tiheysfunktio on f(x), jos se tayttaa seuraavat ehdot
1°f(x) >0 2° f on jatkuva (paloittain) 3° foo f(x)dx =1
- 00

18.10.1. Osoita, etta f(x) = ¥ax + ¥4, x € [0,2] on erdan jatkuvan jakauman tiheysfunktio.

2. Maarita vakio a siten, etta f(x) = axt+ Y X e [0,2] on eraan jatkuvan jakauman tiheys-
funktio.

L: 281

11. Todennékdisyyden laskeminen jatkuvassa jakaumassa :
P(a<x<b)= f{f f(x) dx , missa f(x) jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio

18.11.1. Olkoon eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = 0,08x , 0 < x < 5.
Laske todennékdisyys P(x > 3)
L: 03S8

12. Jatkuvan jakauman odotusarvo Ex = foo x-f(x)dx =pn
- 00

18.12.1. Olkoon eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = 0,08x , 0 < x < 5.
Laske jakauman odotusarvo.
L: 283, 284, 23.8a

13. Jatkuvan jakauman keskihajonta Dx = \/ f“;o (x - n)? - £(x) dx

18.13.1. Olkoon eréan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = 0,08x , 0 < x < 5.
Laske jakauman keskihajonta.
L: 283




Pitka matematiikka Kurssi MAs4 Kertauskurssi 47

14. Kertymafunktio F(x) = P(x < X) = f_xoo f(t) dt

18.14.1 Olkoon eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = 0,08x , 0 < x < 5.
Mika on jakauman kertyméafunktio?
L: 282, 284

15. Toinen tapa laskea kertymafunktion lauseke
1° Lasketaan tiheysfunktion f(x) integraalifunktiot F(x) + C
2° Integroimisvakion C arvo saadaan joko ehdosta F(alussa) = 0 tai F(lopussa) =1

18.15.1. Olkoon eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = 0,02x - 0,04,
2 <x < 12. Mika on jakauman kertyméafunktio?
L: 282, 284, 97K10b, 97S9a

16. Todennékdisyyden laskeminen kertymafunktion avulla.
P(x<a)=F(a) Px>a)=1-F(a) P(@a<x<b)=F(b)-F@)

18.16.1. Olkoon eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = 0,02x - 0,04, 2 < x
< 12. Mik& on jakauman kertyméafunktio? Laske todennakoisyys P(5 < x < 6).

17. Normaalijakauma : satunnaismuuttujan x tiheysfunktiona on Gaussin "kellokayra"

18. Todenn&kdisyydet jakaumassa N(0,1)
P(x<a) =d(a) P(x>a)=1-®d(a) P@a<x<b)=d()-d(a) ®d(-a) =1-d(a)

18.18.1. Satunnaismuuttuja x ~ N(0,1). Laske a) P(x < 0,75) b) P(x > 1,25) ¢) P(x < -0,6)
d) P(0,1<x<1,1)
L: 285

19. Todenn&kdisyyksien laskeminen jakaumassa N(u,o)

. X -
1° Muodostetaan normeerattu muuttuja z = ——GH ~N(0,1)

2°P(x<a):P(z<a—c;E ):F(a—(;!”-l ) jne

18.19.1. Lakritsapussien paino on jakautunut normaalisti N(250g, 10g). Milla todennakoi-
syydella saadaan pussi jossa lakritsoja on yli 270g?
L: 286, 287, 288, 96S8b, 01K7, 26.7b, 28.8b

20. Kun n on suuri ja x ~ Bin(n,p) voidaan todennakodisyyksia laskea normaalijakauman
avulla olettaen, etta

X~ N(np, \ynp(1-p))

18.20.1. Poikia syntyy 51,8 % lapsista. Suomessa syntyi viime vuonna 55 000 lasta. Milla
todennékoisyydella poikia oli yli 28 500?

Luku 19. Lukujonot

1. Induktiotodistus

1° Naytetaan, ettd vaite on tosikunn =1

2° Oletetaan, etta vaite on tosi n:n arvoon k aste

3° Todistetaan kohtaa 2° hyvéksi kayttaen, etta vaite on tosi myds seuraavalla n:n arvolla,
elikunn=k+1
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19.1.1. Osoita taydellisella induktiolla, ettd 1 + 5+ 9+ ... + (4n - 3) = 2n°-n
L: 290, 291, 98K8b, 00S10, 32.9a

2. Lukujono funktiona : a, = f(n), joten termit saadaan laskemalla funktion arvo

19.2.1. Laske 5 ensimmaista termié jonossa a, = 2n° - n

3. Lukujono rekursiivisesti :
Laske annettua saant6a kayttaen termi kerrallaan eteen tai taaksepain

19.3.1. Jono (a,) maaritellaan : a; = 2 ja ap+1 = 2a, - 3n. M&arita jonon viisi ensimmaista
termia.
L: 289

4. Aritmeettinen jono : Vn : a1 - a8, = d = vakio, jonka arvo ei riipu n:n arvosta

19.4.1. Osoita, ettd jono a, = 3n + 4 on aritmeettinen.
2. Maarita x, kun jono 2, 3 + x, 10 - x on aritmeettinen.
L: 298, 21.4b, 23.7a

5. Aritmeettisen jonon termin laskeminen : a, =a; + (n - 1)d

19.5.1. Laske 20 termi jonossa 3, 7, 11, ...

6. Aritmeettisen jonon maarittaminen :
Selvitetdan a; ja d. Ne saadaan ratkaisemalla yhtalo tai yhtalopari

19.6.1. Aritmeettisessa jonossa as = 6 ja a;p = 21. Maarita a;oo.
L: 294, 295, 296, 297

| 7. Aritmeettinen summa : S, = Yx(a; + a,)-n

19.7.1. Laske summa Sy jonossa 3, 7, 11, ...
2. Aritmeettiselle summalle patee a, = 5 ja Ss = 35. Laske summa Sij.
L: 294, 21.6a, 26.5b, 30.6a, 35.3

‘ 8. Geometrinen jono : Vn : ap+1 : @n = ( = vakio, jonka arvo ei riipu n:n arvosta

19.8.1. Osoita, etté jono a, = 2-3" on geometrinen.
2. Maarita x, kun jono 2, 3 + x, 10 - x on geometrinen.
L: 00K13, 01K11

9. Geometrisen jonon termin laskeminen : a, = a; - q”'1

19.9.1. Laske 10. termi jonossa %, - 1, 2, -4, ...

10. Geometrisen jonon maarittdminen :
Selvitetdan a; ja . Ne saadaan ratkaisemalla yhtalo tai yhtalopari.

19.10.1. Geometrisessa jonossa az = 5 ja a; = 80. Maarita ajo.
L: 299

a(l-9") _a@"-1)
1-9g =~ q-1

11. Geometrinen summa : S, = (jalkimmainen ndpparampi, jos q > 1)

19.11.1. Laske 10 ensimmaisen termin summa %2 -1+2-4 + ...
L: 301, 03K12, 22.9a
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12. Lukujonon raja-arvo : an = A, jos |a, - A] on vaikka kuinka pieni, kunhan n on

n — o
tarpeeksi suuri ja kaikilla tata rajaa suuremmilla n:n arvoilla.

o i iy 3n-4 : . : .
19.12.1. Mista termista lahtien jonon a, = on+ 1 termit poikkeavat raja-arvostaan va-

hemman kuin 0,017

13. Yleisohje lukujonon raja-arvon laskemiseksi :
Raja-arvo lasketaan kuten vastaavat funktion raja-arvot

14. Raja-arvon laskeminen - -tilanteessa : Supista silla termilla, joka nimittdjassa menee

voimakkaimmin éérettémyyteen (esim. korkein potenssi)

im n?-3n lim 3"-2" [im 3[4nf+3n
19141LaSkea)nawmb)n—)oo3”+2"C)n—>oo n+2

15. Raja-arvon Iaskemlnen \/_ \/_ tilanteessa : Lavenna \[ +4/ . Jatko kuten 14:ssa

19.15.1. Laske (2n - \/3n+ 4n2)

‘ 16. Geometrisen jonon raja-arvo : a, =aq”" — 0, kun|g|<ljaa, > a,kung=1

19.16.1. Mik& jonoista a, = 2", b, = 3", c, = 4", d,, = (*2)°" suppenee?

17. Suppeneva jono : on rajoitettu (ts. ei-rajoitettu jono ei suppene)

19.17.1. Miksi jono a, = 2 - 0,001n° ei suppene?

18. Lukujonon monotonisuuden osoitus erotuksella :
Osoita, ettd an+1 - a, > 0 V n, jolloin (a,) on kasvava

. o 2n+1 . 3y
19.18.1. Osoita, ettd jono a, = 3.7 ON vaheneva.

19. Lukujonon monotonisuuden osoitus derivaatoilla :
Siirry tutkimaan a,, = f(n) asemasta funktiota y = f(x) ja osoita tAmé& funktio monotoniseksi.

. . 2n+1
19.19.1. Osoita, ettad jono a, = Er21+_1 on vaheneva.
L: 96S8a, 33.10a

20. Varma suppenemisehto:
Jos jono on ylh&alta rajoitettu ja ei-vdheneva, niin se suppenee

19.20.1. Osoita taydellisella induktiolla, ettd jono a; = 0, an+1 = /3 + a, on kasvava ja yl-
haalta rajoitettu. Mika on raja-arvo?

21. | kertaluvun rekursioyhtal6 : yn+1 = c-y, +d

22. | kertaluvun rekursioyht&lon ratkaisu : y, = yo - ¢ + 1 ,c=1

19.22.1. Laske jonon a; = 2, an+1 = 3a, + 4 termi ago.
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L: 302, 303, 92S9, 94S9b

Luku 20. Sarjat

1. Sarja : on paattymatén summaa; +ax+az+... = 2. @
i=1

2. Sarja suppenee : jos osasummien S; , Sy, S3, ...jono suppenee.

.1 2 3 1 : . .
20.2.1. Sarjan o1 T3 T2 *..-0sasumma Sh=1- m (Voit osoittaa sen taydellisel-
l& induktiolla). Osoita. etta sarja suppenee.

3. Suppenevan sarjan termit :
[im . L .
n_s o &= 0 (ts. jos termit ei l&hesty nollaa, ei sarja suppene)

. y .1 2 3 n :
20.3.1. Osoita, etta sarja 5> +tg +tg +t...+3,_1 * ... eisuppene.

L: 04K14, 04S12

\ 4. Geometrinen sarja : termit muodostavat geometrisen jonon \

\ 5. Geometrinen sarja suppenee : kun|q| <1 \
20.5.1. Osoita, ettd a) sarja ¥ + (¥2)° + (%) + ... suppenee b) sarja 1 + (&) + (¥2)° + (%)
S+ ... hajaantuu.

2
- , : X X
2. Milla x:n arvoilla sarja 1 + S+x T ( ) + ... suppenee?

2+ X
L: 307, 309, 312, 01S9

6. Suppenevan geometrisen sarjan summa : S = ﬁ
20.6.1. Laske @) 1 + (%) + (%) + ...b)1-%+ (%) - (%) + ...
L: 310, 311, 314, 316, 317, 94S9a, 00S11, 01S9, 02K13, 02S9, 04K12

7. Teleskooppisarja : (b1 - by) + (b2 - bg) + (b3 - bg) + ... = > (by - bps1)

1 1

20.7.1. Osoita, etta sarjat a) 3. (2"" - 2") b) Z (ﬁ g 1) on teleskooppisarja

\ 8. Teleskooppisarjan suppeneminen : jos lim b, = b on olemassa \

\ 9. Suppenevan teleskooppisarjan summa : S = b; - b, missé b = lim b, \

o0

1 1
20.9.1. Laske Z (n oy 1)

=1
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: : 1
10. Harmoninen sarja : Z n

11. Harmoninen sarja hajaantuu

. .1 1 1 )
20.11.1. Tutki sarjan 1+t 3 +.. suppenemista.

n

. . . 1 I
12. Aliharmoninen sarja : Z — ,Mmissds<1

13. Aliharmoninen sarja hajaantuu

20.13.1. Tutki sarjan % + % + % + ... suppenemista.

n

, . . 1 L
14. Yliharmoninen sarja : Z — ,Mmissas>1

15. Yliharmoninen sarja suppenee

20.15.1. Tutki sarjan Ilz + Elz + §12 + ... suppenemista.

16. Sarjan Y_ (a,) majoranttisarja : on sarja >_ (by) , jos b, > a,, kun n > ng

. 2 2 2 : : . .
20.16.1. Osoita, etta sarja 1+t +t3 +...on harmonisen sarjan majoranttisarja.

17. Sarjan Y_ (a,) minoranttisarja : on sarja >_ (b,) , jos b, < a,, kun n > ng

20.17.1. Osoita, ettd ¥ + (¥2)° + (¥2)° + ... on sarjan % + (% )* + (%)’ + ... minoranttisar-
ja.

18. Positiiviterminen sarja suppenee : jos silla on suppeneva majoranttisarja

. . 1
20.18.1. Osoita, ettd sarja anzn suppenee.
L: 308

19. Positiiviterminen sarja hajaantuu, jos silla on hajaantuva minoranttisarja

. . . n+1n .
20.19.1. Osoita, etta sarja Z( = ) hajaantuu.

20. Potenssisarja : on Y ap, X" = ag + aiX + ax® + asx° + ...

20.20.1 Onko sarja 2 + 3x + 4x° + 5x° + ... potenssisarja?

lim a,

. . Con -R < x < s B =
21. Potenssisarjan suppenemisalue : on -R <x <R, missa R N0 amit

20.21.1. Milla alueella sarja 2 + 3x + 4x° + 5X° + ... suppenee?
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L: 313

1.3.1.L=9
1.4.1.a) |2x - 4] =
{ 2X -4, X > 2
2X+4,x<?2
b) | x*-4|=

X - 4, x<-2
X+ 4, -2<X<2

ﬁ-4x22
1.5.1.n°
1.6.1. on
1.7.1. on
1.8.1.8
1.9.1.1/9
1.10.1 a*/ b®
1.11.1.a) 2°=x
b)logs 4 =x+1
1.12.1. x=5/6
1.13.1.4
1.14.1. 19,35€
1.14.2. 300€
1.15.1. 6,7 %
1.15.2. 15,7 %
1.16.1. +18,7 %
1.16.2. 7,4 %

2.1.1. a) x* - 9x? b) X2 + 4y
+4y® ¢) 37 - 205

2.2.1. a) SZa + 5)(2a - 5)
b) (x + 3)° ¢) x(3x - 2)°
2.3.1. -4

2.32.a=-5

2.4.1. Ei

2.4.2.a=-10

2.4.3.0n

2.4.4.a=-3%
251.x#0jax=4

2.6.1. 2/

062 X 25*< f’(x *2

2.7.1.a) x°y® b) 1 000 000
c) 5-107%2

2.8.1. a) -1 b) 2%:1g x

Vastauksia esimerkkitehtaviin

3.11.x=11
3.2.1.a#3,x=

a=3,L=9
3.31.a#3
3.32.a=3jab=-6
3.4.1.x<7

2a

35.1l.a>1,x>—=

a-1

a=1,L=0
a<l,x< 28

’ a-1
36.1l.a)a#x2b)a=-2
3.7.1. x=H/1%
3.8.1.x=0taix=3%
3.9.1. X, =%X2=3
3.10.1. ei yhtaan
3.10.2.a=4
3.11.1.a)3b)-7c) 37
3.12.1. (x - 3)(2x + 1)

2X+ 3

3.12.2. 3+ 5
3.13.1. x<-Ytaix>4
3.14.1.x:2,x=i\/§,x=
122

2a-12
a-3

3.14.2.x=5,x=-1
3.143.x=1,x=-3
3.144.x=1

3.145. x =13, x =2
3.15.1.0<x<1taix>3
3.16.1.x=-1
3.17.1.x<-1

tai -2/3<x<0
taix>1

3.18.1.x=3
3.19.1.x=7/3
3.19.2.x=0,x=-5
3.19.3.x=-1/3,x=1
3.20.1.L=

3.20.2.x<0taix>4
3.20.3. x<1taix>4/3
3.21.1.x>1

3.22.1. -2 <x<4/3
3.23.1.x<12taix>4

3.24.1. Xx=1%
3.24.2.1g (4/3) : Ig 12
3.243.x=1

3.25.1. X< -1Y
3.25.2. x<-Y%
3.25.3.x>1g2:1g 1%
3.254.x<1
3.26.1.x=1
3.27.1.48/11 <x<5

451.x=1
46.1.y=x+1
4.7.1.|x-1]<0,005
4.8.1.5/16

4.9.1. ei jatkuva

4.9.2. Y

493.a=0,6

4.12.1. x ~ 0,443
4.13.1.5

4.14.1. gof: 16x° + 38x +
25

fog: 8x° - 10x + 15
4151.x=33,x=1
4.16.1.f 1(x) = Yax + 1%
4.26.1.X # ¥ + n-Yon
4271.-3<x<3
4.281.1<x<2
430.1.1<x<5

4.32.1. (3, 3)

5.1.1. 13,5 1/100km
5.2.1.y=1,2x

5.3.1. 25 KWh/vrk
5.4.1. 30/x

5.5.1. f(n) = 100 + 20n,
n=20

5.6.1. 61 200
571.1%

5.8.1. 66 vrk

59.1.41 %

6.1.1. 50°
6.2.1. 60°
6.4.1. 30°
6.6.1. 8

6.7.1. 40°
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6.8.1.h=4

7.4.1. 30/11

7.6.1. 3-A

7.7.1.63 %

7.10.1. 65°

7.11.1.35°

7.12.1.42ja 4,8
7.13.1.2,4ja 3,6

7.14.1. 1/6-A, 1/6-A, 1/3-A,
1/3-A

7.22.1.5

8.1.1.1,2

8.4.1. sin a = -4/5,

cos a =-3/5, tan o = 4/3
8.4.2. sin 150° = 1,

cos 150° = -¥x\[3 ,

tan 120° = -143

8.9.1. x#n/6 + n-1/3
8.101.S=5,p=-1
8.10.2.S=4++/3 ,p=3
8.16.1. sin x = -¥»\[3,

COS X = Y2

8.18.1. ¥»\[3 sin a+ %cos a
8.18.2. (4 + 6:/2 )/15
8.19.1. cos x(4sin x-8sin® X)
8.20.1. cos 2x = Y,

tan 2x = /3

8.21.1. 3a

8.22.1. x =20° + n-120°
tai x = 160° + n-360°
8.23.1. x =-10° + n-120°
8.24.1. x =n-180°

8.25.1. x = 28,2° + n-90°
8.25.2. X =45° + n-180°
x=71,6°+n-180°

8.26.1. kylki = 7.3, korkeus
6,9, ala =17

8.26.2. 26,2 m

8.27.1.6,5
8.27.2.37,8°,92,2°,6,5
8.28.1. 3,1, 48°, 82°
8.28.2. 75,5°, 57,9°, 46,6°
8.29.1. A=5\/3

8.29.2. 41,8° tai 138,2°

9.21.vNu
93.1.+Y%-a

96.1.b TN ajalb|=3-]
a|

9.7.1. -6

9.7.2.|b|=2,4

9.8.1. 3\/26
9.8.2.4/71
9.8.3.1/426

9.9.1. 48,2°

9.10.1. 2/3 - (+/5 - 1)
9.11.1. BD =%(b - a)
CE=0,4a-b,

DE =-0,1a-0,5b
9.12.1.i +2j - 3k
9.13.1. (2, 0, -3)
9.13.2. (2,0, 0)
9.14.1. 6

9.14.2. 6
9.15.1.x=3,y=2
9.16.1.x=-1,y=4
9.17.1.3i- 7] + 9k
9.18.1. -36
9.18.2.x=3taix=-1
9.18.3. 108,1°

9.20.1. a=1/11-(15u - 2v)
9.20.2. 5i

9.21.1. ovat

9.22.1. ovat

9.23.1. ovat

9.24.1. eivat

9.25.1. ovat

10.1.1. 2+/6
10.1.2. (0,0,+/7)
10.1.3. (2,4, 7,8) tai (-2, -1)
10.2.1.5

10.3.1. (0,1,1)
10.3.2. (5,0)
10.4.1. -3
10.4.2.a=5
10.5.1. 13
10.5.2. 18,4°
10.6.1. -1%

10.7.1. -2/3
10.8.1.y=2x-10
10.9.1.x =3
10.10.1.s =i - 5§
10.11.1. n = 2i - 3]
10.12.1. s = 4i + 3j
10.13.1.y = 5x - 17
10.13.2. a=-5/3

10.14.1.x+3y =5
10.14.2.a=2taia=-1
10.15.1. 7,1°

10.15.2. y = 2x tai y = ¥2X
10.16.1. 70,6°

10.17.1. a) (5, -7) b) (8, 11)
10.18.1. (3,5)

10.18.2. (-0,6, 1,8)
10.19.1.a=1%,b=4
10.20.1. A=15
10.21.1.y=3x+c,ceR
10.22.1.2x+3y+c=0,
ceR
10.23.1.4x-3y+c=0,
ceR
10.24.1.y=kx-2k-1,
keRtaix=2
10.25.1.y=2x-1
10.23.2. x+ 2y =+4
10.23.3. y = 3x - 3 tai
y=%X+2

10.26.1. 1

10.26.2. 0,2

10.26.3. 0,64/2
10.27.1.2x-6y+11=0
taibx+2y+1=0
10.27.2.x-3y=5
10.27.3. 4x - by = 3 tai

y =-5/3

10.28.1. OP = (i + 2j + 3k)
+1(3i - 2] + k)

10.28.2. OP = (i + 2j + 3k)
+1(3i - 7j - 9K)
10.28.3.a)s =2i +j + 2k
b) s = 2i - 4j

10.29.1. x =1+ 3t,
y=2-Tt,

z=3-9t

10.29.2. x =1 + 3t,
y=2-2t,

z=3+t

10.30.1. 72,3°

10.31.1. Kylla, P (3, -3, 4)
10.32.1. ei

10.32.2. a=4taia=-2
10.33.1. 2x - 3y - 4z + 16=0
10.34.1. n = 2i - 3j + 4k
10.35.1.2x+3y-z+1=0
10.36.1. [(x - 1)i + (y + 2)] +
(z-3)k](3i-4j +5k)=0
3x -4y + 5z =26
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10.37.1. 60°

10.38.1. 18,8°

10.39.1. (-7, -5, 12)
10.40.1. x = 3 - 2t, y = 1%4t,
z=t

10.40.2. x + 2y = 3,
X-z2=3,2y-z2=3
1041.1.x=2,y=-1,z=3
10.42.1. (7, -3, 2)

10.43.1. Suorany =2x + 1
alapuolinen alue

11.1.1.a=-1

11.21.y= X°-2x +3
11.3.1.c=-1

11.4.1. x=y? -4y + 4
11.5.1. (3,0) tai (-5/3, 28/9)
11.5.2. (1,0) tai (-2,-6)
11.6.1.y = X+ 2x-1
11.6.2. 7,48 m

11.7.1. K= (1,2) r=+3
11.7.2. (x - a) +(y- 2a)
9a”

11.8.1.a) K=(-3,3) r =
2[5

b) K =(-%2,1) r = 1%
11.9.1. kaikilla a:n arvoilla
11.9.2.-5<a<0

11.10.1. (X - 1)+ (y - 2)* =
9,8

11.10.2. (x £ 3)% + (y - 13)?
=9

11.11.1. X2 +y? - 4x - 2y =
0

11.12.1.y = 2x
11.13.1.y=2x+*5
11.13.2.x-3y+5=0
taiy=-3x+15

11.14.1. y = 4x + 2
11.16.1. (+1,3) ja (+\/6 , -2
11.16.2. (+2,+1)
11.17.1.4/14 -2
11.18.1.y=2x*-1

12.1.1.1
12.2.1.6

12.3.1. 2003

12.4.1. 20

12.5.1. 12

12.6.1. a) 1 b) 2x c) 10x°

d)o

e) -2x°>f) - 1/x ) 1/(2\/x)
1271 a)6x -8x+5

b) 24%% - 44x + 15
12.8.1.sin1

12.9.1. ei nk

12.10.1. 0 < x < 1Y% tai x>3
12.11.1. a=%

12.12.1. 2

12.13.1. 1%
12.14.1.a=1,b=-2
12.15.1. 1/7

12.16.1.f,'(0) =1, f'(0) = -1
12.17.1.f'(0) =1

12.18.1. ei ole

12.18.2. cos x + 2e*
12.18.3. ¥ux4 + sin x + e*
12.19.1.tanx +e*+ C
12.20.1. xX*-2x*+ 3
12.20.2. %4sin 2x - cOS X
12.20.3. X +3X+ TV
12.20.4. 2x° - 8x +11
12.21.1. a)1/3x +C

b) - 1/x+ Cc) 1/(2x )+C
d) 2/3-x\/x +C

12.22.1. ox* + 8/3-xa/x +
C

12.23.1. 2x + 3In |x|+C
12.24.1.3e*-2x* + C
12.25.1. 3sin X - 2c0S X -
tan x+C

12.26.1. 1/5-(x

12.27.1. In|x +2x +3|+C
12.28.1. F(x) = 1%In|x - 2| -
In|x| + C

12.29.1. 2sin x - 2xcos x+C
12.30.1. 2/5(x+1) X+1

-2/3(x+1)\/x+1 +C

12.31.1. @) 1/5-X° - cos x+C

b) 2/5x*\X - 2/3x[x +C

c) -1/(2x + 3) + C

d) 1/16(2x + 4x) +C

e) 2In |x| 2In |x + 1| + C

f) 3xe*-3e*+ C

g) 1/11(1 + x)™ -1/10(1 +
X)' +C

12.32.1. F(x)—x + C, kun

x>1F(x)—1/zx +XxX-Y%+

C,kunx<1

12.36.1. f’(x) = 3x° + 2cos
2X

f ”(x) = 6X - 4sin 2X
f’”’(x) = 6 - 8cos 2x

f W(x) = 16sin 2x

13.1.1. 2
13.2.1. -3

13.3.1.y = ¥x ++/3 - /12
13.4.1.y=X
13.5.1.y=x+1taiy=5x-3
13.6.1.x<0taix>2
13.7.1.x=-1,x=0,x=4,
X=2

13.8.1. Max =34,

min =-137,5

13.9.1. Max. f(0) = 0 ja f(2)
=2 Min. f(1) =% jaf(3)=0
13.11.1. p = f(1) = -4,
S=f2)=-2

13.12.1. -1

13.18.1. 59,0°

14.1.1. 0.19
14.2.1.0.78
14.3.1. 11
14.4.1. 4
14.5.1. 450 m?
14.5.2. 108 cm?®

14.5.3. ¥n\[17

15.1.1. 3

15.2.1. 5,38

15.3.1. 5,146
15.4.1. 4n

15.5.1. 7

15.6.1. 12

15.7.1. -3

15.8.1. 42

15.9.1. -(X° + sin X)
15.10.1. 10
15.12.1. X% + 3x 4
15131 a)x +S|nx
b) 2x’ + 2xsin X2

c) -0 + sm X)
15.14.1. x>+ 2x* - 3

16.1.1.e°-e* +3
16.1.2. 36

16.1.3. 8

16.2.1. %
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16.3.1. 20 5/6 17.14.1. 0,25 19.3.1. 2,1, -4, -17 ja -46
16.4.1. Yon(e® - 1) 19.4.2.x=2
16.5.1. 21/15 18.1.1. x=7.54 19.5.1. 79
16.6.1. 15 18.2.1.X=8,2,5=0,93 19.6.1. 291
16.6.2. 24 18.3.1. po = 4/35, p1 = 19.7.1. 820

18/35 19.7.2. 120
17.1.1. 0,4 p, = 12/35, ps = 1/35 19.8.2.x=-4+ 33
17.2.1. % 18.4.1. yli 1,50€ 19.9.1. -256
17.2.2. % 18.5.1. Ex=0, Dx = 2,42 19.10.1. 640
17.2.3. 9/32 18.7.1. n = 870 19.11.1. -170%
17.3.1. 35 18.8.1. Dx = 14,8 19.12.1. ay7s lahtien
17.3.2. 9/35 18.10.2. a = 3/16 19.14.1.a)-0,2b) 1 ¢) 2
17.4.1. 84 18.11.1. 0,64 19.15.1. -%
17.4.2. 10/21 18.12.1. 10/3 19.16.1.cjad
17.5.1. 2,09-10" 18.13.1. Dx = 1,39 19.17.1. ei
17.5.2. 0,00012 18.14.1. F(x) = 0,04x° 19.20.1. ¥5(1 ++/13)
17.6.1. 3360 18.15.1. 0,01x? - 0,04x + 19.22.1. 78 730
17.6.2. 0,214 0,04
17.7.1. 15/16 18.16.1. 0,07 205.2 x> -1
17.7.2. 20/21 18.18.1. a) 0,7734 b) 20.11.1. hajaantuu
17.8.1. 5/6 0,1056 20.13.1. suppenee
17.9.1. 0,49 c) 0,2743 d) 0,3245 20.20.1. on
17.10.1. 6,50-10™" 18.19.1. 0,0228 20.21.1.-1<x<1
17.11.1. 15/37 18.20.1. 0,4641
17.12.1. a) 5/18 b) 5/9
17.13.1.0.26 19.2.1. 1, 6, 15, 28 ja 45

Preliminaaritehtavia 90-luvulta lahtien.

OP90 = 21.

2 : .
1. Lauseke k + 1 +j—7 saa saman arvon kahdella perakkaisella k:n kokonaislukuarvolla.

Mitkd naméa k:n arvot ovat?

3000 - 4500
a2

2. a) Tutki kayttamatta likiarvoja, kumpi luvuista 37 |

X-3

b) Ratkaise epayhtal6 X+ 5 S 1.

2

on suurempi.

3. Laske [ x(2x* + 1)* dx
-1

4. a) Laivan kulkusuunta on 48° pohjoissuunnasta itdan. Laivasta havaitaan saari 15° poh-
joissuunnasta itdén. Laivan vauhti on 15 km/h. Saari on 8 minuutin kuluttua suoraan poh-
joisessa. Kuinka kaukana saari on jalkimmaisessa tilanteessa?

b) Milla x:n arvoilla In2, In(2x - 2) ja In(2x + 2) ovat aritmeettisen jonon kolme perékkaista
termia?
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5. Kolmion kanta on suoralla 3x + 4y = 2 ja huippu on suoralla y = -x + 1. Kolmion kanta
on 8 ja ala 12. Maarita huipun koordinaatit.

6. a) Kun summasta 1 + 2 + 3 + ... + n, missa n on kokonaisluku, lasketaan erikseen paril-
listen ja parittomien lukujen summat, niin niiden erotus on 1000. Maarita n.

b) Olkoon origosta alkavat vektorita =i -3j+k, b =4i+j-kjac =3i+1r +sk. Maarita r
ja s, kun 1° kaikki vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan 2° kaikkien karjet ovat sa-
malla suoralla.

7. a) Apteekin varastossa on 100 | sailié tdynna 100 % (!) alkoholia. Kiusasta vastustama-
ton varastonhoitaja ottaa kerran viikossa sailiosta litran nestetta ja korvaa sen vedella. Mi-
ka on sailiossa olevan alkoholin prosenttiosuus vuoden kuluttua, kun sieltéa ei oteta alko-
holia muuhun tarkoitukseen? (Vuodessa 52 viikkoa)

b) Nelitsta leikataan nurkat pois niin, ettd muodostuu saannéllinen 8-kulmio. Kun tdman
joka toinen karkipiste yhdistetdan, syntyy uusi nelié. Laske taman nelién alan suhde alku-
peraisen nelion alaan.

8. a) Maarita y-akselin seka kayrien y = (e* - 1)2 jay=(e- 1)2 rajoittaman alueen pinta-ala.

b) Monellako eri tavalla voidaan numeroista 0, 1, 2, ... , 9 valita kolme numeroa x, y ja z si-
ten, ettax <y <z?

9. a) Lentoyhtio tietaa kokemuksesta, etta 5 % matkustajista jaa tulematta. Siksi yhtio myy
52 lippua 50 matkustajan koneeseen. Milla todennékdisyydella jokainen saapuja saa pai-
kan, kun tilaajia pidetaan toisistaan riippumattomina?

b) Maarita kayran x* + 2y* = 1 pienin ja suurin etaisyys origosta.

10. Osoita, ettd jos x >y > 1, niin x - y > In x/y.

MP90 = 22.

1. Maarita yhtalon x° + x° = x* + x? kaikki juuret.

2. Laske kayran y = 1/x + 2 ja koordinaattiakselien rajoittaman aarellisen alueen pinta-ala.
3. a) Muodosta se toisen asteen polynomi P, jolle P(2) =P (2) = P""(2) = 2.

b) Kaupan kassoista kokopaivaiset tyoskentelevat 7,5 tuntia ja osapaivaiset 4 tuntia pai-
vassa. Kassojen keskimaaradinen tydaika on 6 tuntia paivassa. Maarita koko- ja osapai-
vaisten kassojen lukuméaaran suhde.

4. a) Laske tan 2x, kun sin x = -%.

lim x*-3x+a

b) Maarita vakio a siten, etta 51 E.x on aarellisena olemassa. Laske my0s tama

raja-arvo.
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5. a) Kolmion kahden mediaanin pituudet ovat 3,0 cm ja 9,0 cm. Mediaanien valinen kul-
ma on 30°. Laske kolmion ala.

b) Osoita, ettd suorat x + a2y = 2a ovat kaikilla a:n ( # 0 ) reaaliarvoilla hyperbelin xy = 1
tangentteja.

6. Tutki saako lauseke | x> - 2x* + 0,4 | arvoa 0,7, kun 0 < x < 2.

7. Yhden litran vetoinen suoran ympyralierion muotoinen kanneton tolkki valmistetaan
kahdesta eri materiaalista. Pohjamateriaalin hinta pinta-alayksikkéa kohti on kaksinkertai-
nen vaippamateriaaliin verrattuna. Tolkin mittasuhteet valitaan siten, etta materiaalikus-
tannukset tulevat mahdollisimman pieniksi. Mika on talléin télkin korkeuden ja pohjan hal-
kaisijan suhde?

2
8. Osoita, etta yhtalolla eX + e™ - 2 = 0 on tasmalleen kaksi reaalijuurta. Maarita positiivi-
sen juuren likiarvo 0,01 tarkkuudella.

9. a) Maapallon dljyvarojen arvioidaan riittavan nykyiselld kulutuksella 100 vuotta. Kuinka
kauan ne riittavat, jos kulutusta vahennettaisiin vuosittain 1° 0,5 %:lla 2° 1,0 %:lla?

b) Todennakdisyys sille, etta abilla on hauskaa penkkareissa, arvioidaan 80 %:ksi. Myon-
teisessa tapauksessa oletetaan, ettei han kuitenkaan 10 % todennakoisyydella muista si-
td. Mika on todennakoisyys sille, ettd enemmistd seitsemasta abista muistaa penkkarit
hauskoina?

10. a) Taideteos muodostuu neljastd samankokoisesta pallosta. Ylin pallo on kolmen
muun paalla ja kaikki pallot koskettavat toisiaan. Kuinka korkea taideteos on, kun pallon
halkaisija on 1,0 m?

b) Suora s kulkee pisteiden A(1,2,3) ja B(4,5,6) kautta. Missa pisteessa se kohtaa tason,
joka leikkaa positiiviset koordinaattiakselit kolmen yksikon etaisyydella origosta?

OP91 = 23.

1. Maarita funktion f(x) = x(x + 4) se integraalifunktio, jonka kuvaaja leikkaa x-akselin koh-
dassa -3.

2. Tomaateista pilaantuu 15 %. Montako prosenttia kauppiaan on nostettava hintaa, jotta
pilaantumisesta aiheutuneet tappiot tulevat korvatuiksi?

3. a) Maarita funktion f(x) = x> - 3x + 3 suurin ja pienin arvo valilla [0,2]
b) Ratkaise epayhtald x* - ax-x +a <0, kun a < 0.

4. Montrealin sopimuksen ratifioineet valtiot sitoutuivat vAhentdmaan otsonille haitallisten
kloorifluorihiilivetyjen (cfc-yhdisteiden) kaytén vuoteen 1998 mennessa puoleen vuoden
1986 tasosta. Montako prosenttia vahintdan taytyy naiden yhdisteiden kayttéa vahentaa
vuosittain?

5. Kayraty = X° + X jay= X3 - X rajoittavat darellisen kaksiosaisen alueen. Laske sen pinta-
ala.
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6. a) Maarita funktion f(x) = x° - | 2x - 1 | aariarvot.
b) Maarita ne kaksi lukua, joiden suhde ja logaritmien suhde on 3.

7. a) Osoita, ettd lukujono a, jolle patee kaikilla n =1, 2, 3, ..., ettd n:n ensimmaisen ter-
min summa on aina s, = 2n” - n, on aritmeettinen. Mika on 50. termi lukujonossa?

3°-4x+a . . o
b) Olkoon f(x) = _x)éﬁ' Miten f(2) on maariteltava, jotta funktio olisi jatkuva kohdassa

X=27?

8. a) Kalle odottamat bussit saapuvat pysakille 10 minuutin valein. Han on todennut, etta
bussin tulemisen odotusaikaa kuvaava jatkuva funktio l&htee nollasta ja kasvaa tasaisesti
valilla 0..8 minuuttia ja vdhenee tasaisesti nollaan 8 ja 10 minuutin valilla. Milla todenna-
koisyydella bussi tulee 5 minuutin kuluessa Kallen tulosta pysékille? Mik& on Kallen kes-
kim&&rainen bussin odotusaika?

b) Puolipallon sisdén asetetaan suurin mahdollinen kuutio. Kuinka monta prosenttia kuuti-
on tilavuus on puolipallon tilavuudesta?

9. a) Laske pisteen P(2,1,-3) etaisyys suorasta, joka kulkee pisteiden A(4,2,-1) ja B(-2,-
1,1) kautta.

b) Olkoon f(x) =2x + 1, kun -1 < x < 2jag(x) = x° + X + 2, kun 0 < x < 10. Maarita yhdistet-
ty funktio g o f, sen méaarittely- ja arvojoukot.

10. Ellipsin X2 + 4y2 = 4 sisaan on piirretty kaksi yhta suurta ympyraa, joiden keskipisteet
ovat isoakselilla ja jotka sivuavat toisiaan ulkopuolisesti ja kayrda sisapuolisesti. Laske
ympyroiden yhteenlasketun pinta-alan suhde ellipsin pinta-alaan.

MP91 = 24.
/2

1. a) Laske | cos 2x dx
/6

b) Pankkiin talletetaan vuoden alussa 50 000 mk. Pankki maksaa 11,5 % mukaan vuosi-
korkoa, joista valtio perii 10 % lahdeveroa. Kuinka paljon tililta on nostettavissa rahaa
kahden vuoden kuluttua, kun korkotuotto lisatédan vuosittain padomaan?

2. Ratkaise yhtalo 8x3- 1 = (2x - 1)(2x% + 3x + 7)

X . Missé kohdissa funktiot f 0 g ja g o f saavat saman

3. Olkoon f(x) = 2x + Lja g(x) =5

arvon?

4. a) Maarita yhtalo ympyralle, joka kulkee pisteiden (5,3) ja (-1,1) kautta ja jonka keskipis-
te on suoralla 2x - 3y = 9.

b) Vektorit a, b ja ¢ muodostavat positiivisen x-akselin kanssa suunnatut kulmat +30°,
+60° ja -120° vastaavassa jarjestyksessa. Laske |a + b + c|, kun |a| = 2, |b| =4 ja |c| = 6.
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5. a) Olkoon funktio f(x) = xe* ja g(x) = (x2 + a)e”. Maarita vakio a siten, etta f “ ja g~ saavat
saman arvon kohdassa 2. Miss& muissa kohdissa f “ ja g * ovat yhta suuret kyseisella a:n
arvolla?

b) Osoita, etta yhtalolla In x + 2x = 0 on tasmalleen yksi reaalijuuri. Laske sen likiarvo kah-
den desimaalin tarkkuudella.

6. Ympyra x° + y* = 2 ja positiiviset koordinaattiakselit rajoittavat ympyraneljanneksen, jon-
ka kayray = X jakaa kahteen osaan. Laske néiden osien pinta-alojen suhde.

7. a) Eraassa tietokonekielessd muuttuja on yhden, kahden tai kolmen kirjaimen muodos-
tama jono. Vastaavat iso ja pieni kirjain katsotaan samaksi. 1° Kuinka monta eri muuttujaa
voidaan muodostaa, kun kaytettavissa on 26 kirjainta? 2° Milla todennéakdisyydella umpi-
mahkaan valitussa kolme kirjainta kasittdvassd muuttujassa on tasmalleen kaksi samaa
Kirjainta?

b) Lentotukialus USS Enterprisen tutka havaitsee irakilaisen lentokoneen lahestyvéan luo-
teesta 40,2° korkeuskulmassa ja 22 km etaisyydella tutkasta. Samaan aikaan on amerik-
kalainen lentokone lansisuunnassa 9,6° korkeuskulmassa ja 12 km etéisyydella tutkasta.
Laske lentokoneiden etéisyys toisistaan tuolla hetkella.

8. Pohjoiseen nopeudella 12 km/h kulkevan laivan edessa 15 km etéisyydella siitd havai-
taan toinen laiva, joka kulkee itaa kohti nopeudella 9 km/h. Kuinka pitk&n ajan kuluttua lai-
vat ovat lahimpana toisiaan ja kuinka kaukana toisistaan ne silloin ovat?

9. a) Suorakulmaisen sarmion muotoiseen laatikkoon on pakattu yhta pitkid suoran ympy-
ralierion muotoisia metallitankoja. Kaksi isointa sivuaa kolmea seinda ja toisiaan. Nelja
pienintd on nurkissa sivuten kahta seinaa ja isointa lieriota. Keskella kaksi sivuten kum-
paakin isoa lieritta ja seindd. Kuinka monta % tankojen yhteinen tilavuus on laatikon tila-
vuudesta, kun laatikolla ja tangoilla on sama pituus?

b) Osoita, etté funktiolla f: R — A, f(X) = x> + 3x + 12 on kaanteisfunktio. Laske missa
kulmassa funktion ja kaanteisfunktion kuvaajat leikkaavat toisensa.

10. Pisteet A(-2,4) ja B(3,1) ovat ellipsin 3x* + y* = 28 pisteita. Maarita ellipsin piste C si-
ten, ettd kolmion ABC ala on mahdollisimman suuri.

MP92 = 25
: X 2
1. Ratkaise yhtalo -1 T x+1-2
9
. 1
2. a) Maarita f (3% - 2/x )dx
4

b) Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 2 ja 3 seka pienin kulma on o. Maérita sin 2a ja
COS 2.
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3. a) Polynomi 2x° - 7x% - Bx + a on jaollinen binomilla x - 4. Milla muilla binomeilla se on
jaollinen?

b) Auton ostohinta muodostuu paapiirteittain auton tuontihinnasta ja autoverosta, joka on
122 % tuontihinnasta. Devalvaation vuoksi auton tuontihinta nousi 14 %. Kuinka monta
prosenttiyksikk6d autoveroa olisi pitéanyt alentaa, jotta auton ostohinta olisi pysynyt ennal-
laan?

4. Paraabeliy = x?, x-akseli ja suora x = 3 rajoittavat darellisen alueen. Maarita luku a niin,
ettd suora x = a jakaa kyseisen alueen kahteen yhta suureen osaan.

5. Ratkaise yhtalo ( 3x° + 7x + 3 )9X2 -6x-3 =1,

6.a) Maarita pienin kokonaisluku, jonka osoittamaan potenssiin luku 5 on korotettava, etta
tuloksena olisi vahintddn 1000-numeroinen luku.

b) Traktorin eturenkaan halkaisija on 1,04 m ja takapyoéran 1,42 m. Kuinka pitkan matkan
traktori on kulkenut silloin, kun eturengas on pydrinyt yhden kierroksen enemman kuin ta-
kapyora?

7. a) Kayran y = e? mielivaltaisen pisteen kautta piirretadn tangentti ja y-akselin suuntai-
nen suora. Osoita, etta niiden x-akselista erottaman janan pituus ei riipu pisteen valinnas-
ta.

b) Laatikossa on 3 sinista ja 7 valkoista palloa. Sieltéa otetaan umpimahkaan yksi pallo ja
asetetaan tilalle toisen varinen pallo. Taméan jalkeen laatikosta otetaan pallo. Mik& on to-
dennékdisyys, etta viimeksi otettu pallo on sininen?

8. Nelikulmion sivut ovat jarjestyksessa 2, 3, 4 ja 5 cm. Kahden pisimman sivun véalinen
kulma on 60°. Laske nelikulmion ala.

9. Olkoon A(6,-1,7) ja B(4,8,8) seka O origo. Pisteen A kautta kulkeva taso on koh-
tisuorassa vektoria OB vastaan ja se leikkaa x-akselin pisteessa P ja z-akselin pisteesséa
Q. Osoita, etta vektorit BP ja BQ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

10. a) Nelion ABCD sivun pituus on a. Karjen A kautta kulkeva suora leikkaa sivua CD.
Suoralle piirretaan pisteeseen P normaali, joka kulkee karjen C kautta. Kaukanako piste P
voi enintdén olla sivusta CD?

b) Maarita positiiviset kokonaisluvut x ja y, jotka toteuttavat yhtalon xZ - y2 = 339.

OP93 =26
1.a Ratkaise epayhtalo (2x - 3)° > 5(2x - 3).

1.b Sekoitetaan 500 g 25-prosenttista etikkahappoa 350 grammaan 12-prosenttista etik-
kahappoa. Mika on syntyneen liuoksen vakevyysprosentti?

1.c Saadakseen suuremman kansansuosion paatti paaministeri antaa alamaisilleen avus-
tusta, 10 mk miehille ja 4 mk naisille. Han lensi helikopterillaan Veteliin (asukasluku 4085)
keskipaivalla, jolloin tiesi 60 % miehisté olevan hirvimetsalla. Paljonko han jakoi avustusta
vetelilaisille?



Pitka matematiikka Kurssi MAs4 Kertauskurssi 61

3
2. Laske f6x-|x-1|dx
-1

3.a Mika on se kolmannen asteen polynomi x>+ ax’+bx + ¢, jolla on jakojddnnoksena 1,
2 ja 3, kun polynomi jaetaan vastaavasti binomeilla (x - 2), (x - 3) ja (X - 4)?

3.b Koululla on kaytdssa 400 mk pikkujoululahjojen ostamista varten 100 koulutyontekijal-
le. Kanslisti lahti asialle ja paatti ostaa pitkaaikaisimmille tyontekijoille 50 mk maksavan
viinipullon, vdha&n vdhemman aikaa olleille 10 mk hintaisen korkkiruuvin ja nuorimmille 1
mk arvoisen korkin tuoksua antamaan. Montako viinipulloa, korkkiruuvia ja korkkia kanslis-
ti osti, kun jokainen sai lahjan ja yhteishinta oli 400 mk?

3.c Ratkaise yhtalo (7 + 24/3)" - 4(2 +/3) + 1 = 0.

4. Paraabeli saadaan paraabelista 'y = x? siirtamalla sita kaksi yksikkda positiivisen y-akse-
lin suuntaan. Suora kulkee pisteiden (2,2) ja (3,1) kautta. Laske ko. suoran ja paraabelin
vélisen alueen ala

5.a Mita on neljan desimaalin tarkkuudella log 5 siind logaritmijarjestelmassa, missa log 6
=0,6543?

5.b Mik& on miljoonas luku jonossa 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,....7

5.c Numerologien mielesta luvut 2, 5, 8, 10 jne. ovat pyhia, koska ne ovat kahden koko-
naisluvun nelididen summia. Osoita, ettd kahden pyhan luvun tulo on myés pyha.

6.a Onko mahdollista valita positiiviset vakiot a ja b siten, etta kayrany = ax® - bx maksimi-
ja minimikohta olisi kumpikin kahden nollakohdan puolivalissa?

6.b Katkaistu suora ympyrakartio, jonka pohjaympyréiden séateet ovat 3 ja 4 seka korkeus
12, vierii kyljellaan suoran ympyrélierion tasaisella pohjalla. Miten suuri on pohjaympyran
halkaisijan oltava, etté kartio voi kiertdd vapaasti seinaan tormaamatta yhden tayden kier-
roksen?

6.c Maarita funktion f(x) = 2sin ¥2x + cos x suurin ja pienin arvo.

7.a. Osoita, etta pisteen (3,2,3) kautta kulkeva, vektorin 2i + 3j + k suuntainen suora
leikkaa pisteen (1,0,-1) kautta kulkevan, vektorin i + 2j - k suuntaisen suoran. Mika on
leikkauspiste?

7.b Matematiikan yo-kokeeseen suunnitellaan osaa, jossa on 60 vaitettd ja niihin vasta-
taan vain onko vaite tosi vai ei. Arvaamalla saatujen oikeiden vastausten lukumaara nou-
dattaa binomijakaumaa, mutta kun kysymysmaara on suuri, noudattaa oikeiden vastaus-
ten lukumé&éara kutakuinkin normaalijakaumaa samalla odotusarvolla ja keskihajonnalla.
Mika oikeiden vastausten lukumaara on laitettava sen arvosanan rajaksi, jota paremman
tuloksen saa arvaamalla korkeintaan 10 % kokelaista?

7.c Vangille annettiin 5 valkoista ja 5 mustaa palloa laitettavaksi kahteen laatikkoon. Sen
jalkeen teloittaja valitsisi sattumanvaraisesti laatikon ja siitd umpiméhkéan pallon. Jos pal-
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lo on valkoinen, paasisi vanki vapaaksi, jos musta hanet teloitettaisiin. Miten vangin pitaisi
laittaa pallot, jotta hanella olisi suurin mahdollisuus paasta vapaaksi?

8.a Lieribn muotoisesta puusta, jonka halkaisija on d, on sahattava palkki, jonka poikki-
leikkaus on suorakulmio, niin ettd syntyneen parrun kantokyky olisi paras mahdollinen.
Kantokyky on suoraan verrannollinen palkin leveyteen ja korkeuden neliodn. Mika on tal-
I6in palkin leveys ja korkeus?

8.b Missa kompleksitason osassa toteutuu yhtalo zz = |z + 1 + i[> ?

9. Miké& on sen laskevan suoran yhtalo, joka kulkee pisteen (a,b) kautta (a,b>0) ja joka ra-
joittaa koordinaattiakselien kanssa pinta-alaltaan mahdollisimman pienen kolmion?

2
10.a Laske f (V4 - 2. (2 - x) )dx
0

10.b Esita sata perakkaista kokonaislukua, joista mikaan ei ole alkuluku ts. se on jaollinen
muullakin kokonaisluvulla kuin itsellaan ja ykkosella.

MP93 = 27.

1. a) Sievenna lauseke (a - b) : (9 - %) ja maarita sen tarkka arvo, kun a = gja b=- %

b) Mik& seuraavista nayttdad katsojasta suurimmalta ja mika pienimmalta?

Aurinko  sade 6,96-10° m keskipisteen etaisyys  1,50-10" m
Kuu ? 1740 km ? ? 384 000 km
Jalkapallo ? 1l1cm ? ” 24 m

2. a) Perheen vuokramenot ovat viidesosa tuloista. Kuinka monta prosenttia vahemman
rahaa perheella jd& muuhun kayttdéon, kun vuokrat nousevat 20 %?

b) Maarita vektorin 2i + xj - xk pituus, kun se on kohtisuorassa vektoria 4i - 4j - 2k vas-
taan.

1
3. Madrita J x(1 - \/x)? dx
0

4. Mitkd seuraavista lausekkeista ovat suurempia kuin x, olipa x mika tahansa nollasta
eroava reaaliluku?

Nx?+1 i) 2x i) x*%° V) X+ i
5. Tien viereen on asennettu nopeuden nayttétaulu. Urpo testaa autonsa nopeusmittarin
nayttéa ajamalla taulun ohi nopeuksilla 35 km/h, 50 km/h, ja 70 km/h. Taulu nayttaa oi-
keiksi nopeuksiksi vastaavasti 35 km/h 47 km/h ja 63 km/h. Milla nopeudella auton mittarin
mukaan saa ajaa nopeusrajoitusalueella 100 km/h rikkomatta nopeusrajoitusta. Oletetaan,

ettd mittarin lukema poikkeaa oikeasta nopeudesta saman saannén mukaan mittarin koko
nayttbalueella.
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6. a) Osoita, ettd kahden perakkaisen kokonaisluvun nelididen keskiarvo ei ole kokonais-
luku.

b) IBM julkisti ensimmaisen mikrotietokoneensa 1981. Sen jalkeen mikrotietokoneiden te-
ho on kasvanut eksponentiaalisesti siten, etta vuoden 1992 lopussa teho oli 65-kertainen
vuoteen 1981 loppuun verrattuna. Jos tehon kasvu jatkuu samanlaisena, mina vuonna te-
ho on 1000-kertainen?

7. Sylinteri, jonka pituus voi vaihdella 0,50 metrista 1,00 metriin, on kiinnitetty toisesta
paasta niveleen A ja toisesta paastaan tangon BD keskiosassa olevaan niveleen C. Tanko
BD on kiinnitetty toisesta paéasta niveleen B, joka on 0,50 m A:n ylapuolella. Miten alhaalla
tangon vapaana oleva paa D voi sijaita mitattuna A:n tasosta? BC = 0,70 m ja CD = 0,50
m.

8. Maarita funktion f(x) = e™ - sin x, x > 0, suurin ja pienin arvo.

9. a) Oljysailio on lierion muotoinen tankki, jonka korkeus on 5,90 m ja pohjan halkaisija
6,50 m. Sailion ulkoreunaa pitkin on rakennettava kierreportaat, joiden (vakio)nousukulma
ei saa olla suurempi kuin 15°. Portaita pitda kyetd nousemaan 2,00 m pituinen henkil®
kyyristymatta. Portaiden tulee paattya sailion katon tasalle, suoraan aloituskohdan ylapuo-
lelle. Mik& on portaiden pituus mitattuna pitkin lierion pintaa?

b) Jaakiekkojoukkueella on 12 hyotkkaajaa, 6 puolustajaa ja 2 maalivahtia. Pelin alussa
joukkue ilmoittaa, mitka ovat pelissa olevat hyokkaysketjut (3 pelaajaa/ketju), puolustaja-
parit ja maalivahdit. Kuinka monta erilaista aloituskokoonpanoa voidaan ilmoittaa, kun ku-
kin pelaaja voi esiintya vain yhdessa ketjussa tai puolustajaparissa? (Hyokkaysketjun tai
puolustajaparin sisédisia paikanvaihtoja ei katsota uusiksi kokoonpanoiksi)

10. a) Olkoon f(x) = sin x , X € [-Y2n,%n] ja f " kaanteisfunktio. Maarita funktion h(x) =f~
l(sin X) , X € [0,2n] lauseke algebrallisessa muodossa ja piirrd funktion h kuvaaja.

b) Reaalikertoimisen yhtalon X2 + px + g = 0 juuret ovat t £ ti, missa i on imaginaariyksikko
jat= 0. Mink& kayran piirtda paraabeliny = X° + px + g huippu?

MP94 = 28.
1.Ratkaise epayhtald 2(1 - x) < X2 -1

0
2. a) Maarita [ sin (r - x) dx.
-om

b) Apteekista voi ostaa kapseleihin pakattuja maitohappobakteereja normalisoimaan vat-
san toimintaa esimerkiksi ulkomaanmatkoilla. Pakkauksen kyljessa on teksti: ”1 kapseli si-
saltaa 2x10° - 2x10° maitohappobakteeria”. 1° Kuinka monta bakteeria on yhdessa kapse-
lissa keskimaéarin? 2° Kuinka monta % annettu ylaraja poikkeaa keskimaaraisesta arvosta
ja kuinka paljon alarajasta?

. : , Xx-1 . .
3. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = Z on aidosti kasvava?
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4. Laman aiheuttaman kysynnén heikkenemisen vuoksi tehtaan johto suunnittelee kulujen
vahentamista tydaikaa lyhentamalld, mutta pitamalla tuntipalkan ennallaan. Jos jatketaan
40-tuntisella tyoviikolla, on irtisanottava 100 tyontekijdd. Jos muutetaan tydviikko 30-
tuntiseksi, on irtisanottava 50 tyontekijaa. Kuinka monituntiseksi on tyodviikko lyhennettava,
ettd yhtaan tyontekijaé ei tarvitse irtisanoa?

5. a) Milla vakion k arvoilla suorien x - y = 1 ja kx + y = 3 leikkauspiste on nelidssa, jonka
karjet ovat (0,0), (3,0), (3,3) ja (0,3)?

b) Ratkaise yhtald [x - 5> + 2|x - 5| = 3.

6. a) Pizzeriassa voi pizzan taytteen valita seuraavista aineksista: jauheliha, kinkku, tonni-
kala, tomaatti, ananas, valkosipuli, anjovis, herkkusieni ja oliivi. Kuinka monta erilaista piz-
zaa voidaan valmistaa, jos taytteessa on vahintaan kolme em. aineksista?

b) Lyijylaskeuma tien varressa (mg/mZ/vuosi) etaisyydella x (metrid) riippuu ajoneuvoti-

heydesta A (tuhatta ajoneuvoa/vrk) seuraavan kaavan mukaan L(x) =12-A-e™* + 3,6-%/3\, o
on vakio. Jos laskeuma on yli 10 mg/m2/vuosi, ei alueen kasveja suositella syotavaksi.
Kun ajoneuvotiheys on 3000 ajoneuvoalvrk, turvallisuusraja on 20 m. Mik& on turvallisuus-
raja, jos ajoneuvotiheys on 5000 ajoneuvoa/vrk?

7. Osoita, ettd saadaan nelid, kun saanndéllisen tetraedrin neljan sarman keskipisteet yh-
distetddn niin, etta mitkdan kolme pistetta eivat ole samalla tahkolla.

8. a) ABC on tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 2. Sivua BC jatketaan omalla pi-
tuudellaan C:n yli pisteeseen D. Olkoon E sivun AB keskipiste ja F janojen AC ja DE leik-
kauspiste. Maarita nelikulmion BEFC ala.

. N . : 1 2 . -
b) Normitetun normaalijakauman tiheysfunktion f(x) = W . e72X" kuvaaja rajoittaa x-
T

akselin kanssa valilla [0,1] alueen A. Kayra y = f(x) korvataan alaspain aukeavalla, y-
akselin suhteen symmetrisella paraabelilla siten, ettéa kayrat leikkaavat y-akselin samassa
pisteessa ja toisensa kohdassa 1. Merkitaan paraabelin ja x-akselin valista pinta-alaa valil-
l& [0,1] B:lla. Kuinka monta % B poikkeaa A:sta?

m-n : . . L

9. Laske lausekkeen m + n Suurin arvo, kun m ja n ovat kokonaislukuja valeiltd 19 <m <
51ja49<n<101?

10. a) 1000 m pitka ratakisko on paistaan hitsattu kiinni. Se katkaistaan keskelta ja valiin
litetddn 1,0 metrin mittainen pala kiskoa. Tallgin kisko nousee irti maasta ympyran kaarel-
le. Kuinka korkealla maasta on kiskon ylin kohta? (Tehtavan ratkaisu vaatii yhtaléon nu-
meerisen ratkaisun)

b) Maarita funktio f, kun se toteuttaa kaikilla reaaliarvoilla ehdon f(1 - x) + 2f(x) = x°.

MP95 = 29.
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3
1. Laske integraali f < + ;12) dx.
1

2. Olkoon f(x) = a-sin x + bx. M&arita vakiot a ja b siten, etté funktio f toteuttaa ehdot
f'(0)=1jaf"(n) =-1.

3. Mitka epayhtalon | x + 3 | < 2x kokonaislukuratkaisuista ovat myds epayhtalon 9x > x°
ratkaisuja?

4. a) Kaksi 210 m korkeaa radiomastoa ovat tasaisella maalla 150 m etéisyydella toisis-
taan. Niiden valisella nurmikolla on nuoripari piknikilla. Lentokone lentd& heidan ylitseen
pitkin mastojen maaraddmaa linjaa. Ruokailijat havaitsevat vaakasuoraan lentdvan koneen
siirtyvan taivaalla toisen maston maaraamalta linjalta toiselle 6,6 sekunnissa. He arvelevat
koneen nopeudeksi 300 km/h. Kuinka korkealla kone lensi?

b) Pulmakulma-palapelissda on 10 erilaista palasta, joista voidaan koota suorakulmion
muotoinen levy. Mikrotietokone, joka pystyy tekem&én 10 milj. kokeilua sekunnissa, oh-
jelmoidaan kokoamaan palapeli kokeilemalla. Kuinka kauan tietokoneelta kuluu kaikkien
mahdollisuuksien kokeiluun, kun se kokeilee jokaista palasta 10 eri paikalle neljaan eri
asentoon?

5. a) Ympyran halkaisijan paatepisteet ovat (5a,4a+9) ja (a+2,1). Miten luku a on valittava,
jotta ympyran keskipiste olisi mahdollisimman lahella origoa? Mika on talléin ympyréan yh-
talo?

b) Maarita se funktion f(x) = - 22 X > 0, integraalifunktio, jonka kuvaaja rajoittaa x-akselin

ja suorien x = 1 ja x = e kanssa x-akselin ylapuolelle yhtenaisen alueen, jonka ala on %ze.

6. a) Urpo ja Yrjo pelaavat tivolissa pelin seuraavin saanndin: Urpolle annetaan Yrjon na-
kematta kaksi valkoista ja kaksi mustaa palloa seké kaksi laatikkoa. Urpo saa laittaa pallot
laatikoihin haluamallaan tavalla. Taman jalkeen Yrj6 saa valita laatikon ja sieltd yhden pal-
lon. Jos pallo on valkoinen, voittavat kaverukset rahapalkinnon. Miten Urpon pitaa sijoittaa
pallot laatikoihin, jotta voiton todennakoisyys olisi mahdollisimman suuri?

b) Saanndllisen nelisivuisen pyramidin kaikki sdrmat ovat pituudeltaan 4 pituusyksikkoa.
Pyramidin sisélla on pallo, joka sivuaa pohjaa ja kaikkia sivutahkoja. Laske pallon sade.

7. a) M&arita Eienin positiivinen reaaliluku, joka toteuttaa yhtalon
8 -sinX-cos’x-8-sin°x-cosx=1.

b) Saanndllisen 6-kulmion paalle piirretdan nelid niin, ettd nelion kaksi vastakkaista karkea
yhtyy 6-kulmion vastakkaisiin karkiin. Kuinka monta % 6-kulmion pinta-alasta jaa nelién
ulkopuolelle?

8. Kolmion OAB (O = origo) sivu AB on x-akselin suuntainen ja karjet A ja B ovat kayralla y
= -x* - 6x + 16 x-akselin ylapuolella. Mill4 etaisyydella x-akselista sivun AB on oltava, jotta
kolmion pinta-ala olisi mahdollisimman suuri?
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9. Oletetaan, ettd uuden auton hinta nousee 5 % vuodessa, kun taas kaytetyn auton arvo
alenee 10 % vuodessa. Matti ja Liisa ostavat yhta aikaa uudet samanlaiset autot. Liisa
vaihtaa uuden aina kolmen vuoden vélein, kun taas Matti vaihtaa autoa neljan vuoden va-
lein. 12 vuoden kuluttua molemmilla on taas uusi auto. Kumpi on kayttanyt auton hankin-
taan enemman rahaa ja kuinka monta % enemman naiden 12 vuoden aikana, kun he aina
vaihdossa ostavat samanlaiset autot?

10. a) Esita vektori u = -3i - 4] + k muodossa u = a + b siten, etté a kuuluu vektoreiden i +
j + k jaj maaradmaan tasoon ja b on pituudeltaan mahdollisimman pieni.

n
b) Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut n siten, ettad > k! on jonkin kokonaisluvun nelio.

k=1
MP96 = 30
1. Ratkaise yhtalo x(x2 -9) = X2 + 3x

2
dx
2. a) Laske sz
1

b) Ratkaise yhtalo sin(2x + n/3) = %2

3. Maarita reaaliluku t siten, etta vektorin a + tb pituus on 10, kuna=4i + 2jjab = 3i - j.
Mika on talldin vektorin a - tb pituus.

4. Hintavertailussa huomattiin, etta erasta tuotetta myytiin kolmenlaisissa pakkauksissa A,
B ja C. Pakkaus A oli 50 % kalliimpi kuin pakkaus C ja 20 % kevyempi kuin pakkaus B. B
puolestaan oli 50 % painavampi kuin pakkaus C, mutta maksoi 25 % enemman kuin pak-
kaus A. Mink& pakkauksen valinta oli edullisin?

5. a) Misséa pisteessa pisteiden (2,-1,5) ja (-3,2,-3) kautta kulkeva suora leikkaa xy-tason?

b) Erasta bakteeriviljelméaa kasvatetaan pullossa. Bakteerit lisdantyvat jakautumalla ja nii-
den maara kaksinkertaistuu aina yhdessad minuutissa. Kello 11.00 pulloon pannaan 100
bakteeria. Pullo on taynna kello 12.00. Milloin pullo oli puolillaan?

6. a) Yksinkertaisella taskulaskimella, jossa on kahdeksan numeron nayttoé ilman ekspo-
nenttiesitystd, lasketaan yhteen perékkaisia kokonaislukuja alkaen luvusta 1. Montako
laskua laskimella voidaan laskea?

b) Laatikossa on 100 arpaa, jotka on numeroitu 1,2,3,...,100. Arpojen hinta on 10 mk ja
voittoarpoja ovat ne, joissa esiintyy numero 5. Muut arvat eivéat voita. Kuinka suuri pitaisi
voiton vahintaan olla, jotta arpa kannattaisi ostaa?

7. Suorakulmaisen kolmion sivut ovat 6 cm, 8 cm ja 10 cm. Ympyrd, jonka sdde on 1 cm,
kiertad pyorien kolmion siséalla niin, ettd se koko ajan koskettaa jotakin kolmion sivua.
Kuinka pitkdn matkan ympyran keskipiste on kulkenut, kun ympyra on palannut takaisin
l&htbpaikalleen?
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8. a) Osoita, etta x - 1 - Ya(x - 1)°<Inx<x-1,kunx=>1

b) Suoran ympyrékartion vaipan sisapinta on peilia ja kartion korkeus on 50 cm seka akse-
lileikkauksen huippukulma 36°. Valonsade tulee akselin suuntaisesti ja osuu kartion vai-
pan sisdpintaan juuri ja juuri pohjaympyran kehdlla, josta se heijastuu kartion sisaan. Sa-
de jatkaa kulkuaan heijastuen yha uudelleen kartion sisapinnasta. Kuinka pitkdn matkan
valonsade kulkee kaikkiaan kartion sisalla?

9. a) 24 m levean rotkon yli riippuu 26 m pitka kdysi. Apina on oppinut ylitthmaan rotkon
koytta pitkin, jolloin se laskeutuu aluksi pystysuoraan pitkin rotkon seinda kunnes koysi Ki-
ristyy. Sen jalkeen se siirtyy koytta pitkin toiselle puolelle. Mink&a kayran siirtymareitti koytta
pitkin muodostaa? Maaritd kayran yhtald koordinaatistossa, jossa x-akseli on rotkon yli
poikittain ja origo on rotkon keskikohdalla.

b) Osoita, ettd kun p on jaoton kokonaisluku ja suurempi kuin 3, niin p2 - 1 on aina jaolli-
nen 12:lla.

10. Olkoot f ja g derivoituvia funktioita valilla [a,b] siten, ettd ne saavat samat arvot valin
paatepisteissa. Osoita, etta funktioiden kuvaajille piirretyt tangentit ovat yhdensuuntaiset
siina valin [a,b] pisteessa, jossa kuvaajien valinen pystysuora etaisyys on suurin.

MP97 = 31.

: aore X 3X+2 2
1. Ratkaise epayhtalo 10 4 <gtx

2. a) Tornikellossa on viisareiden kéarkien vali kello 12.00 on 21 cm ja kello 06.00 vali on
1,47 m. Mik& on karkien vali kello 03.00?

b) M&aritd kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella sen kulman suuruus, jonka vektori a
= 2i - ] + 2k muodostaa z-akselin kanssa.

3. Laske sen aarellisen alueen pinta-ala, jota rajoittavat suora x = 1 seka kayraty = x + \/}
jay=x-1/x.

4. a) Kaksi lierion muotoista sailiétéa on vierekkain. Toisen pohjan sade on 4,0 m ja siind
on vetta 12,5 m korkeudelta. Toisen pohjan sdde on 3,0 m ja se on tyhja. Ensin mainitusta

sdiliosta pumpataan vetta toiseen nopeudella 10 m? minuutissa. Kuinka kauan on pumpat-
tava, ettd veden pinnat olisivat yhta korkealla kummassakin sailiossa?

b) Kuinka monta ratkaisua (x,y) on yhtal6lla 1% + §L5 =1, kun x ja y ovat ei-negatiivisia ko-

konaislukuja?

5. Maérita vakio a siten, etta funktion f : f(x) = 2x° + 3a®® + 1 maksimiarvo on kolme ker-
taa niin suuri kuin minimiarvo.

6. a) Pallon keskipiste on sdanndllisen tetraedrin pohjatasossa ja pallo sivuaa tetraedrin
muita tahkoja. Laske pallon séde, kun tetraedrin sarman pituus on a.
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b) Opettaja opettaa todennékdisyyslaskennan kurssin 30 vuoden ajan joka vuosi kolmelle
eri opetusryhmalle. Jokaiselle ryhmalle han kertoo kolme kesken&an erilaista vitsia. Kuin-
ka monta eri vitsia hanen vitsivarastoonsa pitda kuulua, ettei han kertoisi millekaan kah-
delle ryhmalle kolmea vitsia, jotka kaikki olisivat samoja?

7. a) Kahdella kolmiolla on sama pinta-ala. Toisen kolmion sivut ovat 5, 5 ja 4 cm. Toises-
sakin kolmiossa on kaksi 5 cm mittaista sivua. Miten pitka on tAmé&n kolmion kolmas sivu,
kun kolmiot eivat ole yhtenevia?

b) Missa lukujarjestelmassa 10-jarjestelman luku 7642 kirjoitetaan 1234?

8. Maapalloa suojaava otsonikerros pysayttada normaalisti 95 % haitallisesta UV-sateilysta.
Lapi paasseen sateilyn maara vahenee eksponentiaalisesti kerroksen paksuuden funktio-
na. Viime vuoden kevaalla huomattiin Pohjois-Suomen ylapuolella olevan otsonikerroksen
ohentuneen 30 % normaalista. Kuinka monta prosenttia kyseessa olevan haitallisen UV-
sateilyn maara kasvoi taman vuoksi Pohjois-Suomessa?

9. Mille valille ]0,%n[ kuuluvilla h:n arvoilla yhtalolla cos®x + In(tan h) = 0 on ratkaisuja?

n
, i : : 1
10. a) Osoita, etta kaikilla kokonaisluvuilla n > 1 toteutuu In(n + 1) < Z Kk < In(n) +1

1

b) Jaapalan sulamisnopeus dt On tietyssa lampdotilassa suoraan verrannollinen palan pin-

ta-alaan. Kuinka kauan kestaa sellaisen kuution muotoisen palan sulaminen, jonka sdrma
on 10 cm, kun tunnin kuluttua oli kuution tilavuudesta sulanut 25 %?

MP98 = 32.

1. Ratkaise yhtal \x - 2 =4/- x° + 3x

2.a Henkilon A kuukausipalkasta pidatettiin heinédkuussa 38,0 % veroa. Kun elokuussa tuli
2,0 % palkankorotus veroprosentin pysyessa ennallaan, kasvoi A:n nettopalkka maaralla
130,20 mk. Maaritd A:n brutto- ja nettopalkka korotuksen jalkeen.

x> -24[3:x-1

2.b Supista lauseke x-\3-2 Milla x:n arvolla lausekkeen arvo on 2 +4/3 ?

3.a Jarvella tarkkaillaan korkealla rantakalliolla kasvavaa puuta. Puun latva nékyy korke-
uskulmassa 21° ja tyvi korkeuskulmassa 17°. Kun tullaan 100 m lahemmaksi, nakyy latva
korkeuskulmassa 32°. Laske puun korkeus.

X 2X
3.b Milla x:n arvoilla | (4t - t?)dt> [ (4t - t)dt ?
0 0

4. Muodosta sen kayran yhtéld, jonka jokaisen pisteen lyhin etaisyys ympyrasta X% + y2 =1
on yhta suuri kuin etaisyys suorasta y = -2. Piirrd tama kayra.
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5.a Laske lausekkeen (sin2 X+1): cos’ x tarkka arvo, kun tan x = 2/3.

5.b Missa pisteessa pisteiden (-2,3,2), (1,-1,3) ja (-2,2,1) kautta kulkeva taso leikkaa z-
akselin?

6. Maarita jokin polynomifunktio f, joka kaikilla x:n reaaliarvoilla toteuttaa yhtalon
4F(x)- (x+1)f (X)) =x>+6x-7.

7. Muovailuvahasta, jota on 1 dm?, tehdaan kaksi umpinaista kuutiota. Maarita naiden
kuutioiden pinta-alojen summan suurin arvo.

8.a Automaattisorvi valmistaa metalliakseleita. Akseli on valmistustarkoitukseensa kaytto-
kelvoton, jos sen halkaisija on alle 6,10 mm tai yli 6,30 mm. Tuotannossa valmistuvien ak-
seleiden halkaisija on normaalisti jakautunut siten, ettéa keskiarvo on 6,20 mm ja keskiha-
jonta on 0,04 mm. Kuinka monta kayttokelvotonta akselia keskimé&érin on 10 000 kappa-
leen valmistuserassa?

8.b Suoran ympyrékartion pohjan sade on r. Kartion sisdén piirretyn suurimman mahdolli-
sen pallon sade on Yzr. Maaritd kartion korkeus. Kuinka monta prosenttia pallon tilavuus
on kartion tilavuudesta?

, L1 1 1 _.n _
9.a Osoita, etta1-4+4-7+"'+(3n-2)(3n+1)_3n+1’ kunn=1,2, 3, ...

9.b Polkupyorailija lahtee polkematta ja jarruttamatta noin 0,50 km pitk&a loivaa alamakea.
Pydrailijan nopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyhtalon v "= 0,66 — 0,060v, missd matkan
yksikkd on 1 m, ajan 1 s ja nopeuden 1 m/s. Maaritd nopeus v ajan t funktiona, kun v(0) =
0, seka osoita, ettéd nopeus on yli 10 m/s.

2
10.a Maarita se valin [0,2] reaaliluku a, jolla integraalin f | X2 + (1 - a)x - a |dx arvo on pie-
0
nin.
, , o Ml . . Zn ti
10.b Kompleksilukujoukossa maaritelladn jono z, seuraavasti: zg = 2i, Zp+1 = Z” = 0,
n

1, 2, 3, ... Osoita, ettd summalla zz, + z3n+1 + Z3n+2 ON N:N arvosta rippumaton valioarvo.
MP99 = 33

. X 1
1. Ratkaise yhtalo ;> -3~ 3= 1.

2.a) Milla vakion a arvoilla vektorin a(i + j) + j pituus on pienempi kuin 29?

2.b) Maarita funktion f(x) = 3x* + 4x® - 12x% + 5 suurin ja pienin arvo suljetulla valilla -1 < x
<2.

3.a) Suojatietd kuvaava liikennemerkki on neli6, jonka yksi sivu on 60 cm. Sen sisdan on
rajattu tasasivuinen kolmio, jonka yksi karki on merkin ylareunan keskipisteessa ja kaksi
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muuta merkin pystysivuilla. Maarita nelion ja kolmion alojen suhteen tarkka arvo. Montako
prosenttia nelion ala on suurempi kuin kolmion ala?

3.b) Paraabeli, jonka akseli on y-akselin suuntainen, kulkee pisteen (-1,3) kautta ja se si-
vuaa pisteessa (2,3) suoraa y = x + 1. Maarita paraabelin huippu.

4.a) Kuluttajahintaindeksi nousi erddna ajanjaksona 125,6 pisteestd 138,5 pisteeseen.
Henkilon bruttopalkka nousi samana ajanjaksona 14 500 mk:sta 16 800 mk:aan, mutta
samalla verot nousivat 31 prosentista 33 prosenttiin. Miten muuttui henkilén nettoansion
reaaliarvo?

4.b) Ammattioppilaitos ottaa 108 uutta opiskelijaa. Timo jaa neljannelle varasijalle. Milla
todennakoisyydelld Timo saa kuitenkin opiskelupaikan, kun 5 % opiskelijoista peruuttaa
opiskelupaikkansa?

5. Osoita, etta \/§sin X - COS X = 2sin (X - ©/6). M&arita funktion \/§sin X - COS X suurin ja
pienin arvo seka niitd vastaavat muuttujien arvot.

6. Kayra y=1-2e™ sekdsuoraty =1, x =In2jax=a (a> In 2) rajoittavat alueen. Alue
pyorahtdd suoran y = 1 ympari. Laske syntyvan kappaleen tilavuuden raja-arvo, kun luku a
kasvaa rajatta.

7. Olkoon y = f(x) = x"e™, x > 0, miss& n on positiivinen kokonaisluku. Suorakulmion OABC
yksi karkipiste on origossa O, karki A x-akselilla, B kayralla y = f(x) ja C y-akselilla. i) Muo-
dosta suurimman mahdollisen suorakulmion OABC alan lauseke A(n) ii) Yhtalolla a(n) =
3125e™ on tasmalleen yksi ratkaisu. Etsi tama ratkaisu kokeilemalla.

8. Suoran nelidpohjaisen pyramidin pohjan sdrma on 6 dm ja kokonaispinta-ala 96 dm?.
Pyramidi leikataan pohjan suuntaisella tasolla siten, ettd pyramidin tilavuus puolittuu. Las-
ke leikkaustason etaisyys pohjatasosta millimetrin tarkkuudella.

9.a) Origon ja pisteen A(1,1,1) kautta kulkee suora S ja pisteiden B(1,0,0) ja C(0,0,1) kaut-
ta kulkee suora T. Laske suorien S ja T valinen lyhin etaisyys.

9.b) Mika on kompleksitason pistejoukon | z - (1 - 2i)| = 2 pienin etaisyys origosta?

10.a) Luvusta %2 otetaan nelidjuuri, tasta nelidjuuri jne. Muodostuu rekursiivinen lukujono
X1 = \¥2 ja Xns1 = \[Xn, Missd n =1, 2, 3, ... Milla arvoilla n on 0,99999 < x, < 1? Osoita, et-
ta lukujono (x,) on aidosti kasvava.

10.b) Suorakulmaisen sarmién muotoisen laatikon pituuden ja leveyssuunnassa mitatun
ymparysmitan summa saa olla enintdéan metri. Kuinka monta litraa on laatikon suurin
mahdollinen tilavuus?

MPOO = 34
. 1
1. Ratkaise @) 8x + 2 = 5055 b) X’ +289 = 34x ¢) 4x* <1

2. Pitkdn matematiikan lukijoista 14 % ja lyhyen matematiikan lukijoista 40 % ei osallistu
ylioppilastutkinnon matematiikan kokeeseen. Kaikista tutkintoon osallistujista matematii-
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kan jattaa kirjoittamatta 30 %. Luvut on esitetty prosenttiyksikdn tarkkuudella. Kuinka mon-
ta prosenttia osallistujista on lukenut pitkdn matematiikan?

3. Yleisurheilussa naiset kilpailevat 7-ottelussa, jossa osalajien tuloksen muutetaan pis-
teiksi. Tavoitteena on, etté kunkin lajin huipputulos antaisi noin 1000 pistettd. 800 m juok-
sussa saavutettu aika t muutetaan pisteiksi P kaavalla P = 0,11193(254 - t)1’88. Kaavan
antama likiarvo katkaistaan lahinna pienemmaksi kokonaisluvuksi. a) Kuinka monta pistet-
td antaa aika 2.15,00? b) Mik&a on heikoin aika, joka antaa viela 1000 pistetta?

4. Reaalilukujen joukossa on maéaritelty funktio f(x) = 3x + 1. Muodosta seuraavat funktiot
maaritysjoukkoineen: a) (f(x))™ b) f(x™*) ¢) £*(x) d) (f o f)(x).

5. Milla vakion a arvoilla paraabeli y = a x? sivuaa ympyraa X2 + y2 -3y+a=07?

6. Mika xy-tason suoran y = x piste on lahinna pistetta (3,4,5)?

7. Suuntaissarmion ABCDA'B'C'D' karjesta A lahtevéat sarmévektorit ovat AB =i + 2j, AD =
2i -j-kjaAA'=2i +] + k. Laske tahkojen ABCD ja A'B'C'D' valinen etaisyys.

8. Kuutio, jonka sérmé on s, leikataan avaruuslavistajan kautta kulkevalla tasolla, joka
puolittaa kaksi kuution sarmaa. Laske leikkauskuvion ala.

9. Osoita, etta epayhtalo e? > 1 + 2x + 2x? toteutuu kaikilla x:n positiivisilla arvoilla.

alax + b|

K b
ax+b UnXi-a

10. Olkoon f(x) = ax + b ja g(x) = | f(x) |. Osoita, ettéa g'(x) =

11. Kaksi henkiloa pelaa korttipelid, jossa on kuusi korttia, mukana yksi patadssa. Kortit
sekoitetaan ja asetetaan poydalle kuvapuoli alaspain ja arvotaan vuorot. Pelin aloittaja
nostaa yhden kortin. Jos se on pataassa, han on havinnyt pelin. Muussa tapauksessa han
sekoittaa ndma 6 korttia ja asettaa ne takaisin poydalle. Toinen pelaaja nostaa vuorostaan
yhden kortin. Jos se on patadssé, han on havinnyt pelin. Muussa tapauksessa han sekoit-
taa kortit ja asettaa ne poydalle. Nain jatketaan vuorotellen, kunnes voittaja on selvinnyt.
Laske todennakoisyys sille, etté aloittaja voittaa pelin.

X
12. Maarita integraali I(x) = f [xsin t| dt, jossa 0 < x < 2.
0

13. Montako nollakohtaa on funktiolla f(x) = x* - In (2 - x)? Ma&aritd nollakohtien likiarvot
neljan desimaalin tarkkuudella kayttamalla jotain numeerista likiarvomenetelméaa. Peruste-
le kayttdmasi menetelma.
14. Osoita, ett& Pascalin kolmion sen rivin, jonka toinen luku on n, lukujen summa on 2",
15. Maarita funktiot y = y(x), joille patee y'-x* = y*. Mika yksittaisratkaisu toteuttaa ehdon
[im 1
yx)=-37

X —>

MPO1 = 35
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1. Derivoi lauseke a) 6x> - 2001 b) (6x + 2)2 C) cos (6x + 2).
2. Yhtalon 2x% - 3x - a = 0 toinen juuri on 1. Laske toinen.

3. Matemaatikko Karl Friedrich Gauss laski 9-vuotiaana laskentotunnilla summan 81 297 +
81495+ 81693 + ... + 100 693. Pystytk6 samaan?

4. Television kuvaruudun koko ilmoitetaan tuumissa mitattuna ruudun lavistajan pituutena.
Uusimmissa malleissa on kuitenkin mahdollista valita eri muotoisia kuva-aloja. Kahdessa
32”:n televisiossa on perinteisen mallin A ruudun muoto ilmoitettu suhdelukuna 3:4 ja laa-
jakuvamallin B vastaavasti 9:16. Vertaa ruutujen pinta-aloja prosentuaalisesti toisiinsa.

5. Eradassa lukion opetusryhmassa on 15 tyttéd. Laske ryhméan poikien lukumaara, kun
umpimahk&an valitut kaksi oppilasta ovat molemmat tyttdja todennakoisyydella 1/6.

6. Olkoon x > 0 sekd A = [0,2x] ja B = [3x - 2,00[. Mill& x:n arvoilla a) joukot A ja B ovat eril-
lisetb) AnB=Ac)6¢g AuB?

Vx+qly=15

. pp e . +
7. Ratkaise yhtalopari {x _y=15

ax+b,x<2
8. Olkoonf(x):{x2-6x+9+a,x>0'

kaikkialla jatkuvia.

Maarita vakiot a ja b siten, etta funktiot f ja f ' ovat

9. Kolmion sivujen keskipisteet ovat (0,0) , (4,8) ja (10,2). Laske kolmion pinta-ala.

X
10. Ratkaise yhtalo [ |t - 1| dt = x.
-1

11. Pisteet (1,1,1) , (3,1,0) ja (3,-2,-1) maaraavat tason. Laske pallon (x - 1)* + (y - 2)* + Z°
=1 pinnan lyhin etaisyys tasta tasosta.

12. Maarita sen pinta-alaltaan mahdollisimman pienen kolmion ala, jota rajoittavat koordi-
naattiakselit ja ellipsin x* + 4y* = 1 tangentti.

13. Is& menee poikiensa Nikon, Tomin ja Aleksin kanssa kauppaan. Pojat esittavat isélle
kolme toivetta: Jos Niko ostaa jaatelon, niin Aleksi ostaa pikkukarkkeja ja Tomi ei osta
suklaalevya. Jos Tomi ostaa suklaalevyn, niin Niko ostaa jaatelon tai Aleksi ostaa pikku-
karkkeja. Niko ostaa jaatelon ja sen lisdksi Tomi ostaa suklaalevyn tai Aleksi ostaa pikku-
karkkeja. Onko naiden kolmen toiveen mahdollista toteutua yhta aikaa? Jos on, niin mi-
ten?

, 1+x . :
14. Muodosta funktion f(x) = In 1.y :Jossa -1 < x < 1, kolmannen asteen Taylorin poly-

nomi kohdassa x = 0. Laske sen avulla nelidesimaalinen likiarvo luvulle In 3. Kuinka suuri
suhteellinen virhe télla tavoin syntyy, kun oikeana arvona kaytetaan laskimen antamaa lu-
kua?
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15. Olkoon kompleksiluku z = x + iy, jossa x ja y ovat reaalilukuja. Maarita funktion f: C —
R : f(z) = zz* + z + z* suurin arvo kompleksitason alueessa X2 + y2 < 4. (z* on z:n liittoluku)

MPO2 = 36

: . 9-x° S—= \[5
1. Sievenna a) Z-6x+9 b) \/aza2002 c) logs 4 + 2logs >

2. Kouvolasta paéasee rautateitse itdan Lappeenrantaan, pohjoiseen Mikkeliin seka lan-
teen Lahteen. Lahdesta Lappeenrantaan on matkaa 148 km, Lappeenrannasta Mikkeliin
176 km ja Mikkelistd Lahteen 152 km. Kuinka pitkéd matka on Lahdesta Kouvolaan?

3. Muovailuvahasta tehty kuutio muovataan saannoéllisen tetraedrin muotoiseksi. Kuinka
monta prosenttia sen pinta-ala talloin muuttuu?

4. Naisten 7-ottelussa korkeushypyn tulos h cm antaa 1,84523(h - 75,0)"**® pistetta. a)
Mika tulos antaa 1000 pistetta? b) Tilastot osoittivat, etté naisottelijoiden korkeushyppytu-
lokset ovat parantuneet keskim&éarin 5 cm. Miten kerrointa 1,84523 olisi muutettava, jotta
tulos 195 cm antaisi saman pistemaaran kuin tulos 190 cm vanhalla asteikolla?

: a 1 1 : : .
5. Osoita, etta i +7 >y +1, kun a ja b ovat reaalilukuja jaa >b > 1.

6. Ratkaise yhtalo p(x) = p(9), kun p(x) = x - 3\/x -1.

7. Maarita vakiot a, b ja c siten, etta funktio (ax* + bx + c)e™™ on funktion (3x* + x - 6)e™*
integraalifunktio.

8. Kuinka kaukana piste P(2,3,1) on pisteiden A(-4,0,1) ja B(2,-3,7) kautta kulkevasta suo-
rasta? Laske kolmion PAB pinta-ala.

9. Positiiviset koordinaattiakselit erottavat funktion y = y(x) kuvaajasta yhden yksikon pitui-
sen janan. Osoita, ettd funktio y toteuttaa xy-tason | neljanneksessa Clairaut’ in yhtaléon y’

=(xy -y)Vl+y .

10. Miten pitkat ovat lyhimmat tikkaat, jotka ylettyvat pystysuoralta seinalta 2,0 m korkean
ja 1,0 m seinasta sijaitsevan pystysuoran aidan yli maahan?
X =4 cos’ t

11. Yhtalopari {y —4sindt missd parametri t saa kaikki reaaliarvot, maarittelee kayrén

nimelta astroidi. Osoita, etta astroidin yhtalé koordinaattimuodossa on ?\’/? + 3\’/92 = 3\/16
. Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy taman astroidin pyodrahtaessa x-akselin ympa-
ri.

12. Jokeripelissa arvotaan seitseman numeroa valilta 0...9. Kerran oikeassa rivissa on
esiintynyt perakkaisind numeroina 88888. Mik& on tallaisen tasmalleen viisi perékkaista
kahdeksikkoa sisaltavan rivin todennakoisyys?
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13. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettad syt(a,b) - pyj(a,b) = ab. Maarita
edellista tietoa kayttaen pyj(2125,2652).

2
14. Maarita integraalin fln(x + 1)dx likiarvo puolisuunnikasmenetelmalla kayttden viitta

0
funktion arvoa. Maarita integraalin tarkka arvo. Kuinka suuri on likiarvon suhteellinen vir-
he?

15. Lampomittari, jonka lukema on 10°C, tuodaan huoneeseen, jonka lampdtila on 18°C.
Mittarin lampdtila nousee nopeudella, joka on suoraan verrannollinen huoneen ja l[&mpo-
mittarin lampdtilaeroon. Minuutin kuluttua mittarin lukema on 14°C. Kuinka pitkan ajan ku-
luttua mittari ilmoittaa huoneen lampdétilan alle 0,1°C tarkkuudella?

MPO3 = 37

1. Olkoon funktio f(x) = ;z—);r a) Milla muuttujan x arvoilla funktio f on maaritelty? b) Missa

kohdissa funktio f saa arvon i) 0 ii) 1? ¢) Missa pisteessa suora y = x kohtaa kayran y =
f(x) ?

2. Oletetaan, ettd hinnat nousevat 3,4 % ja nettopalkat 4,2 % vuosittain. a) Kuinka monta
prosenttia hinnat nousevat 12 vuodessa? b) Missa ajassa nettopalkat nousevat 42 %?

3. Suorakulmion toisen lavistajan paatepisteista toiselle lavistajalle piirretyt normaalit jaka-
vat taman lavistajan kolmeen osaan, joista jokaisen pituus on 1. Laske suorakulmion pin-
ta-ala.

4. Laske pisteesta (3,3) ympyralle xX* + y* + 6x + 8y = 0 piirrettyjen tangenttien valinen
kulma 0,1° tarkkuudella

5. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja f(n) = 102n+2. Osoita, etta lauseke f(n+2) - f(n) on
jaollinen luvulla 9. Milla muilla luvuilla tAma lauseke on jaollinen?

6. Pertti onnistuu koripallon vapaaheitossa todennakoisyydellda 62 %. Laske todenn&kdi-
syys, etta han viidella vapaaheitolla saa tasmalleen kolme perakkaista koria.

7. Saanndllisen tetraedrin sarma on 3. Sen sisaan on piirretty suora ympyrapohjainen kar-
tio siten, etta tetraedrin ja kartion korkeusjanat yhtyvét. Lisaksi kartion pohjaympyra sivuaa
tetraedrin pohjakolmion sivuja. Laske kartion tilavuus.

8. a) Miten maaritellaan funktion jatkuvuus kohdassa x = a? b) Anna esimerkki funktiosta,
joka on kaikkialla maaritelty ja epdjatkuva vain kohdassa x = 2. Piirra kuvaaja. c) Maarita
2x-1,kuna<x<b

2%% + X - 2, kunx<ataix>Db on kaikkialla

vakiot a ja b (b > a) siten, etta funktio f(x) = {

jatkuva.

9. Olkoon funktio f derivoituva valilla I. Kayra y = f(x) on valilla | alaspain kupera, jos se on
talla valilla jokaisen tangenttinsa ylapuolella sivuamispistettd lukuunottamatta eli jos deri-
vaatta f ’(x) on valilla | aidosti kasvava. a) Anna esimerkki funktiosta, jonka kuvaaja on
alaspain kupera kaikkialla
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2 +1
b) Milla muuttujan x arvoilla kayra y = f(x) = £X2—4 on alaspéain kupera?

10. Olkoon funktio f : [-7, -4] — [1,31], f(x) = 2x* + 12x + 17. a) Osoita, etta funktiolla on
kaanteisfunktio.  b) Laske f (17) c) Laske (f *)(7).

11. Kayra y = cos 2x + sin x - 1 rajoittaa x-akselin kanssa valilla [0, Y2r] kanssa kaksi aluet-
ta. Laske naiden alueiden pinta-alojen summa.

12. Yksikkodsateisen puoliympyrédn sisaan on piirretty tasakylkinen kolmio ABC siten, etta
karki A on puoliympyrén halkaisijan paatepiste. Toinen kylki on janne AC ja toinen kylki AB
sijaitsee puoliympyrén halkaisijalla. Laske kolmion ABC suurin mahdollinen pinta-ala.

13. Suuntaissarmion avaruuslavistajana on vektori AG = 5i - 3j + k, sarmé& AB on vektorin
k suuntainen, sarmé& AD on vektorin j + k suuntainen ja s&rma AE on vektorin -2i + j suun-
tainen. M&aritd suuntaissarmion avaruuslavistaja HB seké laske vektorien AG ja HB vali-
nen kulma.

14. Klasu suunnittelee mahdollisimman suuren suorakulmaisen sarmion muotoisen tarve-
laatikon siten, ettd sarmien pituuksien summa on 8 m. Mik& on tarvelaatikon suurin mah-
dollinen tilavuus?

15.a) Osoita de Morganin toisen lain =(A v B) < =A A =B paikkansapitavyys totuustaulu-
koiden avulla. b) Formalisoi lause: "Jos maa kiertaa aurinkoa, niin kuu kiertdd maata, jo-
ten, jos maa ei kierra aurinkoa, niin kuu ei kierra maata”. Tutki tekemalla totuustaulukko
onko lause lauselogiikassa pateva eli tautologia.

MP04 = 38
1. Laske f '(-1), kun a) f(x) = (3x + 2)*, b) f(x) = e¥*%
2. Ratkaise x yhtalosta a) X2 - 7x = 2x - 14 b) X2 - IX = SX - IS.

3. Suunnistuskartan mittakaava on 1:10 000. Kuinka pitkd on ympyranmuotoisen teko-
lammen ymparysmitta kartalla, kun lammen pinta-ala on 1,5 ha?

4. Presidentti Putin ilmoitti maansa taloudelliseksi tavoitteeksi 10,0 prosentin vuotuisen
kasvun seuraavien 10 vuoden aikana. a) Montako prosenttia kasvun kaikkiaan tulisi olla
tuona 10 vuoden aikana? b) Oletetaan, etta ensimmaisena viisivuotiskautena vuotuinen
kasvu jaa kuitenkin 5,0 prosenttiin. Kuinka suuren tulisi vuotuisen kasvun olla jalkimmai-
sella viisivuotiskaudella, jotta Venajalla paastaisiin alkuperéiseen tavoitteeseen?

5. Maarita vakiot t ja s siten, etta epayhtalo x? - Bx + t > 0 toteutuu kaikilla muilla x:n arvoil-
la, paitsi niilla, jotka kuuluvat valiin [s, 3].

10
6. Geometrisessa lukujonossa (a)) on as = 2 ja ag = 8. Laske )’ a;.
i=1

7. Lahjakkaiden ihmisten yhdistys Mensa ry hyvaksyy jasenikseen pyrkijat, jotka ylittavat
jarjestetyssé testissa tietyn pisterajan. Laske tama rajapistemaara, jonka ylittda kaksi pro-
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senttia pyrkijoista, kun testipisteiden oletetaan jakautuvan normaalisti odotusarvon ollessa
100 ja keskihajonnan 24 pistetta.

8. Vesisdilio taytetaan hanojen A ja B kautta ja tyhjennetaan viemariputken C kautta. Jos
molemmat hanat ja viemariputki ovat auki samanaikaisesti, sailio tayttyy tunnissa. Jos A ja
C avataan yhta aikaa, saili¢ tayttyy kahdessa tunnissa. Jos taas B ja C ovat auki saman-
aikaisesti, sailio tayttyy neljasséa tunnissa. Missd ajassa taysi sailioé tyhjenee viemarin C
kautta?

9. Pallon sisalle asetetaan suora ympyrakartio. Kuinka monta % tilavuudeltaan suurin kar-
tio tayttaa pallosta?

10. Vektorin a = 6i + 4j alkupiste on origo ja vektorin b alkupiste vektorin a karjessa. Minka
kayran vektorin b karki piirtdd, kunb - (a-b)=0"?

Xx=1+sint

y=2-cos 2t missa t € R. Maarita

11. Kayran y = f(x) yhtalé parametrimuodossa on {
funktion f &ariarvot.

12. Laske (1) - f(-2), kun f(x) = fi 11 - €| dt.

13. Maarita ne kayrat, joiden mielivaltaiseen pisteeseen asetetun tangentin kulmakerroin
on yhta suuri kuin sivuamispisteen y-koordinaatin nelio. Mika kayrista kulkee pisteen (2, 3)
kautta?

14. Olkoon x; jokin luvun \/a , a > 0, likiarvo. Johda Newtonin menetelmaan perustuva ite-
raatiokaava

a L . , —_—
Xn+1 = Y2(Xn + X—), n=1, 2,3, ... nelidjuuren likiarvon laskemiseksi. Laske kaavaa kayttaen
n

luvun 322 004 nelidjuuren viisidesimaalinen likiarvo.

3
15. Muodosta kayralle § + ))fz = 2 pisteeseen (-1, -1) asetetun tangentin yhtalo.

Vastauksia prelimindaritehtaviin

OP90 =21 8.b) 120 5.b) tang. ja ei lavista
1.2ja3tai-1ja0 9.a) 74 % 6. fkt:n kulku

2.a) sama eksponentti! 4 4 7.1:1

2.0) X < -8, x> -2V 9.0) S = 1%, p = % 8.x = 0,61

3. 58 10. f kasvava 9.a) 1° 138v, 2° aaretto-
4.a) 4,2 km miin

4.b)1g6/1g 2 MP90 = 22 9.b) 0,90

5. (-13,14), (17,-16) 1.x=1,x=0,x=%i 10.a) 1 ++/6/3 ~ 1,82 cm
6.a) 2000, 1999 2.4\[2/3 10.b) (0,1,2)

6.b) 1°r = 7%, s = 19%, 3.a) P(x) = x*- 2x + 2

2°r=-1/3,s=-1/3 3.b) 4/3 OP91 =23

7.2) 59,3 % 4.2) /3 1.FX) =x/3+2x*-9
7.0)2 -2 4b)lim=0,a=2 2.17,6 %

8.a) 2e” - 1% ~ 3,19 5.a) A=9cm? 3.a)S=5p=1
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3.b)a<x<1 9. Pistetulo =0 X, kun x e [0,%n]
4.5,6 % 10.a) Ya(\/2 - 1) n-X, kun x e Jar,1%%n]
5.A=3 1/12

6.a) min f(-1)= -2 ja
f(1)=0 Max f(¥2) = 1/4

6.0) x=+/3,y=3/3

7.a) 197

7.b) -8

8.a) p=5/16, Ex =6 min
8.b) 100/n\23% =~
26 %

9.a) 8/5/7 = 2,56

9.b) 4x* + 6x + 4, Mj = [-
1%,2], Aj=[2,32]

10. 3:4

MP91 =24

1.a) -/3/4

1.b) 60 885,60 mk
2.X=¥% x=2,x=-1V%
3.x=5/4

4.8) (x -3) 2 +y +1) %=
20

4b) 202 -43~1,0

5.a) x=-3

5.b) f aid. kasv., x ~ 0,43
6.(m+1)/(n-1)~1,9

7.a) i) 18 278, ii) 75/676 ~
0,111

7.b) 17 km

8. 48 min, 9 km

9.a) 251/16(561-3841/2
)% ~ 88,1 %

9.b) a.=82,4°

10. (-1,-5)

MP92 = 25
1.x=0,x=3
2.a) 55 2/3

2.b) 12/13, 5/13
3a)2x-ljax+1
3.b) 27,3

4, 3/3;/5

5. x=-2,x=-1/3,x=%1
6.a) 1430

6.b) 12,2 m

7.a) |AB| =%

7.b) 0,34

8.5\3 +1/5

x=58_ . /x=170
10.b) {y — g tal {y — 169

OP93 = 26
la)x>4taix< 1Y%

1.b) 19,6 %

1.c) 16 340 mk

2.24

3.a) P(x) = x> - 9x% + 27x
-25
3b)p=3;r=17jak =
80

4. 4Y,

5.a) 0,5877

5.b) 1414

6.a) Ei

6.b) 96,33 cm
6.c)S=1%,p=-3

7.a) (-1,-4,1)

7.b) 35 pistetta

7.c) {V} ja
{VVVVMMMMM}

8a) a = d\1/3 , h =
d\/2/3

8b)yx+y+1=0

9. bx + ay = 2ab

10.a) -2

10.b) 101! + 2, 101! + 3,
..., 101!+ 101

MP 93 = 27.

l.a) - ab/(at+b) - 15/16
1.b) Suurin aurinko, pie-
nin kuu

2.a) 5%

2.b) 6

3.1/30

4.ijaiv

5. 116 km/h

6.b) v. 2000

7. 0,34 m alapuolella
8. S = f(n/4) = Yee ™2
p= f(5n/4) = -Y2e>"[2
9.a)41,3m

9.b) 462 000

10.a) h(x) =

X - 2w, kun x € ]1%2n,27]
10.b) y:xz, josta pois ori-
go

MP94 = 28.
1.x<-3taix>1
2.a)-1

2.b) 1° 1,1-109 2° 82 %,
900 %

3.0<x<?2

4. 24 tuntia/viikko

5.a) 1/3<k<3
5b)x=6taix=4

6.a) 466

6.b) 27 m

8.a) 2/3/3

8.b) 1,6 %

9. 1/50

10.a) 19 m

10.b) 1/3-x% + 2/3-x - 1/3

MP95 = 29.

1.9 1/3

2.a=1,b=0
3.4,5,6,7ja8

4.a) 770 m

4.b)4,4d

5.a) a=-1, X2 + y2 + 4x -
6y=0

5.b) % + Y%
6.a) {V}ja {V,M,M}

6.b) r=+/6-1/2

7.a) /24

7.b) 24,4 %

8.16 2/3

9. Liisa 3,2 % enemman
10.a) (- - 4j - k) + (-2i +
2Kk)

10.b)n=1tain=3

MP96 = 30
1.x=0,x=-3,x=4
2.a) 1/12

2.b) X=-n/12+nm,
X=rn/4+nmn

3.t=2, jolloin | | = 2[5, t
= -4, jolloin | | = 21/65
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4.C 1.% 2.%

5.a) (-9/8,7/8,0) 2.a)-21<a<20 3.9 109 800

5.b) 11.59 2.b) 37 4. A on 12,3 % suurempi

6.a) 14141 lukua 43{3 kuin B

6.b) 53,70 mk 3a)—3 ,131% 5.21

7.12 cm 3.0) (%, 2¥4) 6.a)x>2b)0<x£ 2/3

8.0)1,0m , 4.a) Noussut 2 % ) 8/3<x<3

9.a) 25x° + 169y” = 4225 4.b) 79 % 7.Xx=64,y=49
5.8S=2,p=-2 8.a=-2,b=3

MP97 = 31 6. Yorr 9.144

1.x>-6/11 n+ 1"t 10. 3

2.a) 1,05 m 7. A(n) = KTQ— ,n=4 11. 1/7

2.b) 48,2° 8. 83 mm 12. %

3.A=4/3 13. Nikolle jaatels, Alek-

4.a) 22 min 37 s, 22,6
min tai 23 min
4.b) 20 ratkaisua

S.a=+= Q/E
6.a)r=a\6/9

6.b) vahintaan 10 vitsia
7.a) 24/21

7.b) 19-jarjestelmassa
8. 146 %
9.0,353<h<n/4
10.b) 11 tuntia.

MP98 = 32

1.x=2

2a 10 710 mk ja 6
640,20 mk

2bx-43+2,24/2

3.a20m
3.bx=0taix217—8
1

4.y= 5 X - g

8
5a 19

1

5b (0,0,2§)

6. f(x) = X + 196x% + 3x —
1

7.7,6 dm?

8.an.120
8.bh=4r3:375%
9.bv=11-11e°0
10.a=+/5-1

MP99 = 33

9.a)\/6/6
9.b)+/5-2=0,24
10.a)n =17, 18, 19, ...
10.b) 250/27 = 9,3 |

MPQO = 34

1.a)-0,25b) 17 ¢c) -2 <X
<l

2.38%

3. a) 893 pistettd b)
2.07,63

1 1 .3
4.a)3x+1,x¢-3b)X
1 1

+1, x¢0c)§x+§, R d)
9x +4, R
5,a=1
6. (3%2,3%,0)

4+/30
7. 15 =~ 1,46
8. ¥45"\[6 ~ 1,225°

5

11. 11~ 0,45
12. I(x) =

{ X-XCOS X, 0<Xx<m

3X + XCOS X, t <X <27
13. 2 kpl, -1,0571 ja
0,5876

X
15.y = CX+1’C€R’y
X
=0,y 1-3x

MPO1 = 35

1.a) 12x b) 72x + 24
C) -6sin(6x + 2)

sille  pikkukarkkeja ja

Tomille ei suklaalevya
2x°

14. P3(x) = 2x + 3

1,4 %

15. 8.

MPO2 = 36
+
1.a)% b) a*® ¢)1

2. 62 km
3.20 %
4. a) 182 cm b) 1,74235

10. 4,16 m

11. 61,3 (ty)

12.2,61 - 107

13. 331 500

14. 1,2821, 3In 3 - 2,
1,06 %

15.6 min 20 s

MPO3 = 37

1.a) x =2 b)i)eiolei -
3¢)(-1,-1)

2. a) 49,4 % b) 8,5 vuotta
3.3/2

4. 65,7°
5.3%.119.101"2°.5",
missé p=0,1 tai 2,
gjar=0tail
sjat=0,1,...,2n+2
6.21,6%

7. Yam\[6

8.b)f(x) =1, kunx<2ja
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f(x) = 3, kun %< >2 9.29,6 %
9. a) f(x) = x“ b) x < -2 tai 3 10. Ympyra, K=(9,6) r =
9. 2) 9 =) L a1zt 10. Ympyra, K= 0,
10.b)6 ) - 1/8 2.a)x=2taix=7b)x= 11. MAX: f(0) = f(2) = 3.
11. 1 + 7/6 - ¥»\3 rtaix=s MIN: f(1) = 1
12. 4/9 - /3 3.4,3cm 12.e+e2-1
13. -5i + 3j + 2k, 151,3° 4.3a) 159 % b) 15,2 % 13 v = 1 _ 3
14. 8/27 m® 5.t=6jas=2(t=6jas Y=1-¢c YT 7-3x
15. b) ei ole =3) 14. 567,45396

6. 255% tai 85Y4 15.y =X
MP04 = 38 7.149

8.4h

Matematiikan ylioppilastehtavia

Ylioppilastehtavia en julkaise. Viimeisen kymmenen vuoden tehtavia 16ydat esimerkiksi
netista sivuilta matemaattinenyhdistys.filyo ja matta.hut.fi/matta/yoteht/index.html  Kir-
joista, joihin on koottu niita.

Ylioppilastutkintotehtavien jakautuminen kertauskirjan eri lukuihin

1. Luvut ja laskutoimitukset

21.7a 23.2 24.1b 253b 25.6a 26.1b 26.1c 26.5a 27.2a 27.6a 28.2b
284 289 29.4b 299 29.10b 30.4 30.5b 309b 31.7b 32.2a 33.4a
342 361 372 1800 754 774 799 831 839 841 84.2

85A.1 85A5 86.1 86.2 868 87.1 872 873 882 883 89.2

89.3 90.1 90.3 911 915 921 93S4 94S1 95K1 95S1 96S1
96S2 97K1 97S1 97S5 98K5 98K6 98S1 99S1 03K1 04K1 04K8
05S1 O07K1 97K7 08K1 08S7 09K1 09S1 10K6 10S1 11K1 11K6
11S1 12K1 12K6 12S1 12S5 13S1 14K1 14K3 14S1 14S2 15K1
15K3 1581 16K2 16K4 16S1 16S2 17K1 17S1 17S2 17S3 19K1
19K7 19S1 19S5 20K1 20K8K 20S1 21K1 21S1 21S2K 22K2K 22K4
22K2R 22S1 22S2 22S3 23K2 23S1 23S2 24K1 24K2 24S1 24S2
25K1 25S1 25S2 26K1 26S1 27K1 27S1 27S3 28K1 28S1 29Kl
20K3 29S1 30K1 30S1 31K1 31S1 32K2 33K1 34K1 34S1 35K1
35S1 36K1 36S1 37K1 38K1 38S1 39K1 39S1 41K1 41S1 43K1
43K2 43S1 43S2 44K1 44A1 44B1 44S1 45K1 45A1 45B1 45C1
45S1 46K1 46A1 46B1 46C1l 46S1 47K1 47S1 48K1 48S1 49K1
49S2s 50K1 50S1 51K1 52K1 53K1 53S1 54K1 54S1 55K1 55S1
56K1 56S1 57K1 57S1 58K1 58S1 59K1 59S1 61K1 61S1 62K1
63K1 63S1 64S1 73S1 76S3 81S1 83K3b 84K6a 85K1b 85S1b 85S8b
86K1b 86K3a 86K6a 86S1b 87K1b87S1b 88K1lb 88K2a 89K2b 88K4b 89s1B
90K1b 90S1b 91K1b 91S3b 92K5b 92S3a 93K2 93S4a 94K3b 95K2 95K3
95S1 95S5a 96K3 96S2b 96S4 97K3a 97K8a 97S3 97S9b 98K4 98S2
99K2 99K6b 99S4b 00K4 00S3 02K3 02S2 03Kla 03S5 03S10 04K3
04S3 05K3 06K4 06Sla 06S5 07S4 08K4 09K3b 09Slc 11K2a 13S2c
15K3 15Sl1c 16K1 16K2b 16K10 16S1 16S3 18S2b 19K8 19K13 20K10
21K11 22S1.2 22S1.3 22S4
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Pitka matematiikka

Kurssi MAs4

Kertauskurssi

2. Lausekkeet

21.2a
78.6
93S2
1254
20S5
44S3
58S3
68S4
83S4a
01S8
08S14
1252
18S2a

3. Yhtalét ja epayhtalot

21.1
27.4
34.1
74.6
79.1
83.2
85B2
93K4
9554
99K7
01S6
03S6
05S8
07S8
10K7
15S5
20S8
27K2
33S3
44B3
47K2
51S1
56K3
62K3
68K6
72S10
76K10
78S9%a
82S1
84S2
87Kla
89S6b
92S5b
95K1

25.3a
79.2
94K3
13K6
20S6R
44A2
59K10
69K8
84K5
02K5
09K1la
1257
19K3

21.2b
28.1
34.3
75.5
79.3
83.5
85B3
93S1
96K1
99K8
01S7
03S7
06K1
08K7
10S3
1556
21K7
27S2
34K3
45A2
47K2
51S3
57K3
62S1
69S5
73K2
76S5
79K2
83K2
84S3
87K2
89S9b
93K1
95S2

26.3a
85B4
96K3
13K8
20S7K
45A3
60K5
69S4
90K9
0254
09K11
13Sic
20K8

22.3b
28.5b
34.5
75.6
80.3
83.6
86.4
93S3
96K2
99S5
02K6
03S8
06K6
08K8
10S4
16K1
21K8K
28K3
35K3
45A4
47S3
51S4
57S3
63K3
69S9
73K3
76S9
80K4
83K6
84S6a
87K5b
90K1a
93K3b
96K1

26.5C
89.1
98S7
14K4
21S2R
45C2
62K5
74K8

91K5a 92K10a

27.1a
90.2

05K6
14S3
22K1
46B2
62S3
74S6

02S11 03K1b

10K1b

14K1c 16K1D

10K2c

20S2.1 21K3

23.3b
28.6b
35.2
76.5
80.4
84.3
88.1
93S5
96S3
00K6
02K7
04K6
06K7
08S1
11K7
16S6
21K8R
28S3
35S3
45B2
48S3
5251
59S3
64K1
71K8
73K5a
77K2
80S1
83S3a
85K2
87K6
90K6a
93K5
96K2b

23.6b
29.3

354

76.6

80.5

84.4

88.4

04K1
97K5
00K7
02S5
04K7
06K8
08S6
12K5
17K4
2154
29S3
36S2
45B3

32.2b
91.3
05S6
15S3
27K4
47S2
64S3
75S6
93K3a
03S10
10S1la
16K2a
21K13

24.2
30.1
35.6
77.5
81.4
84.5
89.4
94S2
97K7
00S1
02S6
04S6
06S6
08S8
13K1
1754
22K3K
31K3
37K3
45C3

49K10s49S1

52S3
59S10
64K3
71S7
73S8
77S4a
81K2
83S3b
85K4b
87S2
90Sl1a
93S1
96K4a

53K3
60K2
64S5
71K10
74K2
77S4b
81S2
83S5a
85Sla
87S3a
90S5
93S2
96S1

36.1
91.4
07S6
16K7
3751
47S5
65K1
77S2
94S10
05K2a
10S12
16s2a

37.1
92.4
08K6
17K2
37S3
49K3
65S2
79S5
97S6a
06K1c
11K2c
17K1b

22S1.1 2256

25.1
31.1
36.6
77.6
81.5
85A2
90.4
94S3
97S7
00S5
02S7
04S7
06S7
09K7
13K7
19K8K
22K3R
31S3
38K3
46K3
49S3
54K3
60K3
66K1
71S1
74S1
78K2
81S8
83S8b
85S2
88K3
91Kla
93S3a
97K2

25.5
31.4b
37.2
7.7
81.6
85A3
91.2
94S4
98S5
01K4
03K6
04S8
06S8
09K8
13S5
19S6
24S3
3154
38S3
46A2
50K3
54K5
60S3
66S3
71S10
74S2
78K3
82K1
84K1
85S5a
88K6
91S1
94K1
97K3b

37.5
92.5
10K8
17K3
42S3
52K3
66S10
80K3
99S7b
06K2c
11K13
17K4a

25.6
31.7b
1800
78.3
82.4
85A4
91.6
95K?2
98S6
01K5
03K7
05K7
07K6
09S6
13S6
19S7
25S3
3251
43K3
46A3
50S3
55K6
60S10
67K1
72K1
75S1
78K4
82K3b
84K2
86S2
88S1
92K3
94K2a
97S1

1800
93K2
11S5
19K6
44K3
52K10
67S3
80K8b
00S1
08Kl1lc
11S2a
17K5a

26.1
32.1
74.4
78.4
82.5
85A6
92.3
95S2
99K5
01K6
02K8A
05K8
07K8
09S8
14K2
19S8
26K2
32S3
43S3
46B3
50S10
55K10
61K3
67S2
72K2
76K3
78S2
82K4
84K4
8656
88S8
92K5a
94S1
97S4a

76.7
93K3
12K7
20K6
44K5
56S3
67S6
82S2
00S5
08S1b
12K2
18K2

26.3c
33.1
74.5
78.5
82.6
85B1
93K1
95S3
99K6
01K7
03S1
05S7
07S7
10K5
15K6
20S6K
26S3
33S1
44S3
46C3
51K3
55S3
61S3
68K3
72S5
76K5b
7854
82K5
84K9a
86S7
89S1a
92K8
94S5a
97S4b



Pitka matematiikka Kurssi MAs4 Kertauskurssi

98K1 98K3a 98S1 98S3 99K1 99K6a 99S3 00K3 00S2 00S6 O01K1
01S2 02K2 02K7 03K5a 03S1 04K1 04S1 O05K1lb 05K2a 05S1 06Kla
06K3 06S1b 07Sla 07Slc 08K1ab08K2 08K7a 08Sla 08S2c 08S3b 08s7
09K1lb 09K2b 09K4 09K5a 09Sla 091b 09S2ac09S8 10Kla 10K1lc 10K3b
10S2a 10S2c 10S4 10S12 11K1 11K3a 11Ala 11Slc 11S3a 11S3b 11S6b
12K1 12S1 12S7 13Slabl4Klab14K4 15K 2b 15K4 15Sla 15S12 16K1E
16K2c 16S9.1 16s13 17Kla 17Klc 17S2 18S1 19S5 20K1 20S1 20S3
22S1.4 2252.2 22S8

4. Funktiot

22.4b 23.7b 239b 243 249b 27.10a 28.10b 344 37.8 23K3 2354
2554 29SS4 32K4 34S4 68S5 70K3 70S8 72K5 76K5 77K3  77S1
78K7a 78S7a 79K8b 79S4 79S8b 80K2 80S3 80S7b 81S9a 82K7b 82S6b
87S5b 89K8b 91S10 93K10 93S4b 96K8 96S7a 96S10a97K5 97K6a 97S8
98K5a 98S9 99K10a01K10 01S13 02K8 03K9 11S6a 11S9b 11S9c 15K7a
17S3 18K4 18K11al9S9 21K1 22S1.5

5. Funktiot matemaattisena mallina

234 275 276b 31.8 36.4 1800 70.4 00Kl O01K1 01S1 02K1
02S1 04S1 O05K1 06S1 07S1 20S3R 21S5K 21S5R 23K1 26S2 85K6
88K2b 88S2b 91S9 92K6a 92K6b 93K8 95S7b 96S5b 01K4 04S9 11S7
15S3a 17K2 18S7 19S10 20S3

6. Geometrian peruskasitteitd, pinta-aloja ja tilavuuksia

21.7b 22.10a 23.8b 24.9a 26.6b 27.1b 27.9a 28.7 28.10a 29.6b 29.7b
30.7 314a 316a 32.8b 333a 348 354 363 37.7 1800 74.8

758 762 768 778 781 788 789 79.10 80.7 817 827

83.3 834 8311 84.10 85A9 85B8 86.9 87.7 88.10 89.8 90.6

90.9 91.7 91.8 9110 929 93K8 93S8 94K2 94K7 94S8 95K5
O5K8 95S5 95S8 96K8 96S5 96S6 96S8 97K4 97K6 97S4 97S6
98K1 98K4 98S2 98S4 98S8 99K1 99S4 99S6 O00K2 O00K4 00K5
00S4 00S7 00S9 01K8 01S4 01S8 02K4 02K5 02K9A 02S3 02s4
03K4 03K5 03S4 03S5 04K4 04K5 04S4 04S5 05K4 05K5 05S4
05S5 06K4 O06K5 06S4 06S5 07K3 07K4 07K5 07K9 07S2 07S4
07S5 08K4 O08K5 08S4 08S5 09K4 09K6 09S4 09S7 10K3 10K4
10S2 10S6 11K3 11K4 11K8 11S2 11S6 11S7 12K3 12K8 12S3
12S6  13K2 13S3 13S4 14K5 14K8 14S6 14S7 15K7 15S2 16K5
16K8 16S3 17K5 17K6 17K7 17K8 17S7 17S8 19K4 19K9K 19S3
19S4 19S9R 20K5R 20K6K 20S4 21K4K 21K5 21K4R 21S7 22K7K 22K8
22K7R 22S8 23K5 23S5 23S7 23S9 24K8 24S6 24S8 25K2 25K7
26K5 26K7 26S5 26S7 26S8 27K7 27S7 27S8 28K6 28K8 28S7
28S8 29K7 29K8 29S8 30K5 30K8 30S5 30S6 30S8 31K7 31K8
31S5 31S7 31S8 32S8 33K7 33K8 33S8 34K8 34S6 34S8 35K8
3588 35S7 36K7 36K8 37K7 37K8 37S5 37S7 37S8 38K7 38S5
38S6 38S7 38S8 39K6 39K7 39K8 39S7 41K7 41K8 41S7 41S8
43K6 43K7 43K8 43S7 43S8 44K7 44K8 44S7 44S8 44A8 44A9
44B5 44B7 44B8 45K8 45S8 45A7 45A8 45B7 45B8 45C7 45C8
46K7 46K8 46S7 46S8 46A7 46A8 46B7 46B8 46C7 46C8 47K7
47K8 47S7 48K7 48K8 48S7 48S8 49K7 49S7 49S8 50K7 50K8
50S7 50S8 51K7 51K8 51S8 52K6 52K7 b52K8 52S6 52S8 53K7
53S7 b54K6 54K8 54K9 54S6 54S8 b55K5 b55K7 55S7 55S8 56K7
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Pitka matematiikka

Kurssi MAs4

Kertauskurssi

56K8
59K7
63S7
67S5
73K5a
84S5a
92S2b
95S3b
98K6
03S2
09K3b

56S6
59S8
64K7
68K2
73S2
87K5a
92S7a
95S5b
98S6
03S7
09K14

*12S15 13S10

16S6

18K6

56S7
60S7
64S7
69K4a
73S6a
8754
92S8
95S6
99S2
04S3
0954

57K7
60S8
65K6
69S2
74K5
88S4b
93K4a
95S8a
00K1
05K7

57K8
60S9
65K7
70K4a
74K6a
89K6a
93S9

57S7
61K8
65K8
70S5
74K9a
90K5
94K2b

96K10a08K15

00K10
05K11

*09S15 10K4
*14K14 15K8a 15S1b
18S8 18S11 19S1

7. Yhtenevyys ja yhdenmuotoisuus

28.8a
77.1
82.1
87.6
92.7
95K6
97S3
03S3
06S2
09S3
12S2
15K5
19K5
21S8R
24K5
26K6
28S6
31S8
34K7
36S8
41K5
44S7
46K5
47K6
51K5
56K5
60K6
62S6
86K3a
17K6

33.8
77.2
82.2
88.7
92.8
95K7
98K2
04K2
06S3
10K1
13K3
15K9
19S2
22K5
24K6
26K8
29K5
32K5
34S5
37K5
41K6
44A5
46K6
47S6
51K6
56S5
60K9
63K7
91K5b
17K12

37.3
77.3
82.3
88.8
93K6
95S6
98K3
04K3
07K2
10K2
13K4
1554
20K2
22K6
24K7
26S4
29K6
32K6
34S7
37K6
41S5
4476
46S5
48K5
51S5
57K5
60S5
64K6
92K4a
17S5

8. Trigonometria
21.4a 22.4a 24.7b

31.7a
80.8

32.3
80.9

32.5a
81.8

85A11 85A12 85B9

1800
78.2
84.6
89.5
93K7
9557
98S3
04S2
07S3
10S5
13K5
16K3
20K3
22S5
24S7
26S6
29S5
32K7
35K5
37S6
41S6
44B6
46S6
48K6
51S6
57S5
60S6
65S5
99K5a
20S5

25.2b
33.5
81.9
86.10

74.2

79.5

84.7

89.6

93S6
96K5
99K?2
04S3
08K2
11K2
13S2
16K6
20K4
22S6
25K5
27K6
29S6
32S6
35K7
38K5
43K5
45S5
45A5
48S5
52S5
57S6
61K5
65S6
99S5

25.8
1800
82.8

86.11

01K5
05S2
10K10
15S3b
20K5

74.3

79.6

85A7
98.7

93S7
96K6
99K3
05K2
08K3
11K5
14K6
16S4
20S2
2257
25K6
27K8
29S7
33K5
35S5
38K6
43S5
45A5
46A6
48S6
53K6
58K5
61K6
66K6
02K4

27.7
74.9
82.9
87.4

57S8
61S8
65S8
71K6a
75K5
90K6b
94K4a
96S3
01S6
05S5
1089
1589
20S13

75.1
80.1
85A8
89.9
94K5
96K7
99K4
05K3
08S2
11S3
14K7
16S5
21K2
23K6
25S5
27S5
30K6
33K6
35S6
38K8
43S6
45A6
46B5
49K6
53K8
58K6
61K10
66S9
03K7

29.4a
75.9
83.8
87.8

58K7
62S5
66K2
71S4a
76S6a

58S7
62S7
66S2
72K6
81K9

90S10b91K7a

94S2
96S7b
02K7
06S3

95K3b
97K1
02S7
06S9

*10S15 11S1b
*15S15a16K6

21K6

75.2
80.2
95B6
90.7
94K6
96S7
99S2
05S2
08S3
1154
14S2
17S5
21K3K
23K7
2556
27S6
30K7
33S5
36K5
39K5
44K6
45B5
46B6
49S5
53S5
58S5
61S6
70S4
04S2

29.7a
76.10
83.10
87.9

21K12

75.3
81.1
85B7
90.8
94S5
97K2
99S3
05S3
09K3
11K2
1455
17S6
21K3R
23K8
2557
28K5
30S8
33S6
36K6
39S5
44K7
45B6
46C5
49S6
53S6
59K6
61S7
74S5
04K7

30.2b
77.9
84.8
88.6

58S8
62S8
66S8
72S8a
82S4a
91K10
95K5b
97K5
03K6
0854
12K9
16K7
2256

76.1

81.2

86.6

91.9

94S6
97K3
00K3
06K2
09K6
12K4
15K2
19K?2
21S6
23S6
25S8
28K7
31K5
33S7
36S6
39S6
44S5
45C5
46C6
50K6
54S5
59S6
62K6
76S2
05K6

30.8b
97.7
84.9
88.11

58S9
63K6
67K4
73K4a
83K4b
92K10b
95K8
97S7a
03K13
08S5
12K15
16K13
2257

76.3
81.3
87.5
92.6
94S7
97S2
03S2
06K3
09S2
1252
15K4
19K3
21S8K
23S8
26K5
28S5
31K6
34K6
36S7
39S8
44S6
45C6
47K5
50S5
55S5
59S7
62K7
81S6
*11S15

31.2a
79.8
85A10
88.12



Pitka matematiikka

Kurssi MAs4

Kertauskurssi

89.10
99K9
03K9
08K9
15K8
21K9K
25K8
30K9
35K9
41S9
45C9
48S10
51S9
55510
60K9
65K9
70S8
76K4
81S7a
88K5b
94K3a
99S8a
05K6
10K3a
15K8b
22512

89.11 90.10
99K11 99S7
03K9A 03S9
08S9 09K9
15S7 16K9
21K9R 21S9K
25K9 2589
30S9 31K9
35S9 36K9
43K9 43S9
46K9 46S9
48S10s 49K9
52K9 5259
56K9 56K10
61K9 61S9
65S9 66K4
71K3 71S3
76K6b 76S7a
82S9b 83K3a
89K8a 89S3
94K9 94S3
00K5 00S4
05S2 06K5
10S1b 10S5

90.11
99S9
04K9
09S9
17K9
21S9R
26K9
31S9
36S9
44K9
46A9
49K9s
53K9
56S9
62K9
66S1
72S3
77K5a
85K3
90K8b
95K6
01K6
06S7
10S9

*15S14 *15S15b17S5

9. Vektorit

21.6b
36.8
73K4b
78S5a
84S5b
89S7b
98K3b
05K4
10S3a
16K3a
22S5

23.9a 24.4b
37.13 68K7b
73S6b 74K6b
79K7 79S6
85K5b 85S7b
90S7a 91K4b
99K7b 99S6
05S3 06K6
11K8 11S5
16S12 17KS3

10. Suorat ja tasot

21.5
35.11
35K4
4474
4954
68S3a
75K4a

22.3a 22.10b
36.2 20K7
36K4 37K4
44B4 4554
50K4 51K4
68S9 69S1
75K6 75S4a

90K10a90S2b 91S6b

97K8b
03K7

98S8b 00K2
03S3 06K1b

25.9
68S3b
74S7b
80K6a
86K5
91S6a
00K6
0654
12K3
17511

25.9
2254
38K4
45C4
52K5
69S7
76K9
93S3b
00K9
06S8

91.11
00K9
04K9A
10K9
1789
22K9K
26S9
32S8
37K9
4489
46B9
4989
53K10
57K9
62S9
67K2
7254
77K6b
86K4
90S4
97K7
02S6
07S6
11K7
18K3

27.2b
69K4b
75K4b
81K6b
86S4b
92K4b
00S8
07S3
12K4
18K10

25.10b
24K4
3854
46K4
55K4
71S2
77S7a
93K7a
01K8
07S1b

92.10
00K10
04S9
10S7
19K9
22K9R
27K9
32K9
37S9
44A7
46C9
49S9s
53S9
57S9
63K9
67S1
74K4
77K5b
86Sla
90S9
97S2b
03K6
08K8
11S10
1854

29.10a
70K4b
75S4b
82S4b
87K8b
92S2a
01K3
08K6
1289
18S5

26.7a
2854
39K4
46S4
5654
71S6
79K3
94K6b
01S1
08S1c

92.11
00S8
05K9
11K9
19S9K
22S9
27S7
3257
38K9
44B9
47K9
50K5
53S10
58K9
63S6
68K7a
74S3
78S5b
86S3b
91K3b
97S6b
03S6

93K9
01K9
05S9
12K9
20K9R
23K9
28K9
3259
38S9
45K9
47S9
50K9
5459
58S10
63S9
68S2
7454
79S2
87K4
9154
98K?2
03S9

08K14a 08S5

12K10

19K10.220K13

30.3

70S3b
76K5a
83K4a

1254

31.2b

71K6b
76S6b
83K9b

87S10a88K4a

92S6
02K6
08S11
13S3
19K2

28.5a
29K4
3954
46A4
57K4
T72K7
80S5a
94K7a
01S7
09Kl1c

94K7b
02K11
09K3a
13S5
19S3

30.5a
30S4
41K4
46B4
58K4
73K6
81K4
94S4b
02K1
09K8

93S9
01S9
06K9
13K9
20K9K
24K9
28S9
33S9
39K9
4589
48K9
50S6
54510
59K9
64K9
68S10
75K2
79S8a
87K7a
92K9b
99K3
04K6
09K9
13S6

98K9
02K9
06S9
13S7
20S9R
24S5
29K5
34K9
3959
45A9
48K10
50S9
55K9
59S5
64S9
69K1
75S3
80K5
87S5a
92S3b
99S1
04S8
09S2c
15K1

98S9
02S8
07S9
14K9
20S9K
2459
29S9
34S9
41K9
45B9
48S9
51K9
55S9
59S9
65K2
70S3a
75S10
81K1
87S6b
93K6a
99S4a
05K2b
09S6ab
15K7b

20S2.4 20S2.6 20S11

33.2a
71S4b
77K6a
83S4b
88K9b
95S3a
03S4
09S5
14K8
20K2

32.5b
3254
4154
4754
61S4
73K10
84S7
94S6b
02S1
11K2b

33.9a
72K3b
77S5b
83S8a
88S4a
96K5b
04K4
09S6a
1554
20S6

33.9a
33K4
43K4
48K4
64K5
73S5
85K8b
94S8
02S5
11S3c

34.7
72S8b
78K5a
84K9b
89K3
96S5a
0454
10K5
*15S14
21K2

35.9
3354
4354
49K10
65K3
74K1
90K4
96S9
02S8
14K9
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Kurssi MAs4 Kertauskurssi

15K5 15S2a *15S14 16K8 16S12

11. Toisen asteen kayréat ja pinnat
22.5b 23.10 24.4a 24.10 30.9a
20S7R 21K6 21S3 24S4 26K4
37S4 44K4 44S4 45B4  46C4
52K4 52S4 53S3 53S4 54K4
62K10 62S4 63S5 65K4 66S5
70K6 70S1 71K2 71K7 72K3a
79K5 79S3 80K9a 81S2 84K8b
89S2 91K6 91K8 91S8b 93K6b
99K9a 99S6 01S10 04K8 04S7
*11K15 11S2b 12K3 13S14 14K5
19K4 19K5.1 19K12 19S6 20K6

12. Derivaatta ja integraali
23.1 245a 29.2 326
68K9 69K2 69S3 70Kl
76S7a 77K1 77S1 77SS3
83S2 83S7 84S1 85Kla
87K10b87Sla 88K8 88S7a 89Kl
93S7a 93S10a 94K7a 95K10 95S4
99K4 99S4a 99S10a 06K2ab 02S3
05K12 05S13 06K14 06S2a 07S2
09K4 09S3a 10K2b 10Sl1lc 10S3b
12S3a 12S13 13S2ab 14K3b 14K11
18K1 18K11b18K13 19S2 19S9
22S3.1 22513

34.10
70K5
78K10
85K10

13. Differentiaalilaskenta

21.10 226 22.8 23.3a 23.6a
29.5a 30.8a 30.10 315 319
34S3 48K2 52S10 53K4 54K10
58K10 59K3 59K4 59S4 60K10
64S4 64S10 65S3 65S4 66K7
69S10 70K8 71K1 71K11 71S9a
73S10 74K3 74S10a 75Sha 76S4
78S7b 79K4a 79K8a
81S10 82K8b 82K9
85S5a 85S5b 86K8a
89S5 89S8 90S2a
93S5a 93S8 95Kba
01S4 03K11 03S3
05511 06S6 07S9
13S12 14K2 15K13

82K10a 82S5
86K10a 86S9
91K3a 91K7b
95K9b 96S6
03S10 03S11
07S12 07S14
16K4 16s9.2

14. Differentiaalilaskennan sovelluksia

79K9  79K10a 79K10b 80K6b 80K7

17S11 20S1.4 20S2.2 20S13 21K2

33.3b
28K4
48K3
56K4
6754
73S7
87K9

33.9b
31K4
4854
5754
67S7
75S7
87S3b
95S8b 96K5a
06K7 07S5
15S2bc 15S5

32.4
2754
47K4
5454
67K6
73K9
84S4a
9554
05K5
15K2a
22S2.3

35.7
34K4
49K4
5854
68K10
76K2
87S7
97S5
07S11
16S7

36.11
3554
50K10
60K4
68S6
76K7a
88K9a
9854
07S15
18K5

35.1
70S9

358 36.7

71S9 7252
79S1 81K10 81S4
85S8a 85S10 86K2
90S10a 91K9 91S2
95510 96K2a 96K4b
02S10 03S1 083S3
08K3ab 08S2a 08S2b
*10S14 11K3b 11S2c
16K9.2 16S2b 17K10
20K9 20S2.3 20S10

37.10.
73K1
81S9b
86S3a
92K1
96K8
03S14
08S12
11S4a
1751
21K1

63K5
75K1
82K3a

92K?2
98K10
04K10
08S13
11S4b
1754
21K9

245b 25.7a
32.10a 33.2b
55K3 5554
60S4 61K4
66K10 66S7
72K10 72S1
76S10 77K8

26.6a
34.6
56S10
61S10
67K7
7257
77K9

26.6¢C
34.9
57K10
63K10
67K10
73K8
77S9
81K5
84S9
88S5
92S4a

27.8
37.9
57S10
6354
68K4
73S3
77S10
81K7a
84S10
89K5
92S5a
00K12
05K15
10S7
2259

83K7a 83S5b 83S9
86S10b 87S9 88K10
91S7a 91S8a 92K7
97S7b 98K9a 98S8a 00K7
03S14 04K5 04S6 O05K10
08K10 08K13a 08K14b 09S9
17S8 18K1 18K11b18K13

21.9b 22.7
346 35.12
34K2 35K6
45S2 46K2

24.8

36.10
36K3
46S2

25.10a 26.8a
37.12 37.14
36S5 39K3
46C2 47S8

26.9

09S5
39S3
48S2

29.5a
25K4
41K3
49K2s

29.8
25K2
44K?2
49S10

32.7
30S3
44S2
51K10

33.7

32K3
44A3
51S7

22S2.1

37.4
3654
5054
62K4
69K5
77K7b
89K4a
98S7a
11K4
18S6

67K3
75K9
82K10

86S10a87K8a

9251
98S5b
04S10
09K2c
12K2f
17512
2251.6

28.3
33K3
58K3
64K4
68K5
73S9
78S3
81S5
8554
8954
93K9b
01K2
05S7
13S3

33.10b
32S2
44B2
51S10
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52S7 53K’5 53S8 54K7
58S6 59K8 60K8 61K7
64S8 65S7 66K5 66K9
70K10 70S6 70S10 71K4
78S10 79K6 79S9 80K8a
85K9 85S6 86K9 86K10
90K7 90K10b 90S8b 91S7b
96K10b 97K9 97S10 98K8a
02K10 02K12 03K8 04K11
09K5b 09K7 09K15 09S13
12K8 12K14 12S5 12S10
17K7 1756 18K3 18S13
20K13 20S4 20S12 21K4

15. Maaratty integraali

21.3 24.1a 25.2a 26.2
34.12 35.10 65S11 68K1
75K7a 75S2 75S9 76K1
79S10 80K1 80K10 80S10
84S4b 84S8 85K4a 85S3
89K2a 89S6a 89S10b 90K2
93S5b 94K6a 95K7b 96S2a
04K12 04S11 05K8 06S2b
*10K15 10S2b 11K3c 12K2e

54S3 54S7 55K8 5556
62K8 62510 63K8 63S2
67S10 68K8 68S1 68S7
71K9 72K9 73S4 75K8a
80S6 80S7a 81K8 82K7a
87K10a 87S10b 88K5a 88S6a
92K9a 93K7b 93S7b 94S6a
98S10a 98S10b99K7a 99K8

04S13
10K7
1389
19K11
21K5

26.10a
68K11
77K4a
81K3

86Kla
90S3

97S2a

08K13b 08K14c 08K14d 08S3a 09K2a

06K10
10K9
14K6
19K12

27.3
68S8
77K4b
82K2
86K6b
90S6
00K13

06S11 07S7
10S10 11K5
15K9 15§57
19S4 19S6

28.2a 29.1

69K10 69S11
77S5a 78K1
82S3 83Kl
86S5 87K3
90S9 91K2
00S13 01K9

56K6
63S8
69K7
75S8a
82S10
89K9
94S7b
99S8b
08K9
11S9a
16K11
20K2

30.2a
71S11
78S1
83S1
87S8
91S3a
02K8

12S3b 13S7 14K3a *14K15 15K10
16S2c 18Klc 18S3 19K5.2 20K3 20S2.5 20S8 21K3

16. Integraalilaskennan sovelluksia

21.8a 22.2 235 246

63K4 63S10 64K10 65K10
71S8 72K4 7256 73K7
82S7 82S8 83S10 84K6b

254
65S10
76K8a
85K7

94S7a 95K4 96K7a 97K10a 98K7

05S12 06K9 06S13 07S10

08K7b

10K8 11K10 11K11 *11K14 11S4c

16S13 18K12 19K5.2 19S12 22S3.2

17. Todennékdisyyslaskentaa
21.8b 21.9a 229b 24.7a
34.11 355 36.12 37.6

69K12 69S12 70K12 71K12
77S5a 77K6b 79S7b 80S8b
87S6a 88S6b 90K8a 90S8a
95K7a 95S9 97K4 98K5b
03K4 04K9 04S5 05S8
11K6 11S8a 12K6 12S8
19K6 19S7 20K7 20K12

18. Todenn&kdisyysjakaumia
23.8a 26.7b 28.8b 30.6b
79K4b 80K9b 82K8a 84K8a
99K5b 01K7 03S8 05K9

25.7b
65K12
72K12
81K9b
91K4a
98S5a
06S10
13S8
20S7

66K12
84S6b
06K8

26.4
66K3
76S1
86S4a
99K8
08S6
12S6

26.7c
65S12
72512
81S7b
91S5a
99S7a
07S8
14K7
21K7

70S12
89K6b
08S8

29.5b 33.6

66S4 67S9
77K10 78K9
88S3 89K7b
99S9 01S12
09K9 09K10
14K10 15K10

27.9b 28.6a
66S12 67K12
73S12 74K7b
82S9%a 83K9a
92S4b 93K9a
00K8 00S7
08K5 09K6
*15K14 16S8
2257

71S12 73K12
89S9a 96K9
10S13 11S8b

36.11

68S11
8054

90S7b
02S12
09S10
15513

29.4a
67S12
75B8b
85K5a
93S6
01S5
09S7
17S7

75K8b
96S8b
12S8

56S8 57K6
64K8 64S6
69K9 70K9
77S7b 78K8
83K5 83S6
89S7a 89S10a
95S7a 96K6
00K11 00S9
08S9 08S10
12K5 12K7
16S4 16S11
20K4 20K6

32.3b 32.10a
74K10 74S8
79K1 79S7a
84K3 84K10
88Kla 88S9
92S7b 92S10
03K10 04K2
09S3b 10K2a
16K3b 16K12

37.11 53K5
70S7 71K5
81K6a 81S3
91S5b 94K8
03S13 05K11
*09S14 *09S15
1k/4b  17K5b

29.6a 33.4b
68K12 68S12
76K7b 77K7b
85S9 86S8a
94K5 94S5b
02K9 02S9
10K6 10S6
18K7 18S12

76S8b 78S6a
97K10b 97S9a
*¥12S14 15K6
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1586 16K5 17K11 17S9

19. Lukujonot

21.4b 21.6a 22.9a 23.7a
80.6 93K5 00S6 02K8
82K10b 88K4b 88K7 88S10
03K12 03S11 03S12 05S10
17K13 19K1 19S13 20K11

20. Sarjat

1800 75.7 76.4 837
98K7 99S8 00K8 01S5
27K3 28K2 28S2 29S2
34K5 35K2 35S2 36K2
41S2 46S3 48K2s 49K2
52K2 52S2 53K2 53S2
57S2 58K2 58K8 58S2
61S2 62K2 62S2 63K2
67S8 69S6 70K7 71K10
89K10 94S9a 00S11 01K11
08S15 09K13 09S11 10K11
17K6 19K10 19S13 22S12

Differentiaaliyhtalot

32.9b 34.15 36.9 36.15
70S11 72K11 72S11 73K11
78K7b 78S9b 80S5b 83K7b
01K15 01S15 02K14 03K14

Numeeriset menetelmat

34.13 35.14 36.14 01S14
08K12 09K12 *09S14 10K13
16S10 17K8 18K9 19K9

Lukuteoria ja logiikka

26.10b 35.6 35.13 36.5
01K12 02S13 04K13 04S15
11K12 11S13 12K12 13S13
19S8 20S9 21K10 22S10

Kompleksiluvut

22.1 26.8b 27.10b 32.10b
70S2 74K7a 75K10 77K7a
84S7b 85K8a 86K8b 86S8b
96K7b 97K6b 98S7b 01K14

18S9

26.5b
03K8
9259
06S12
21K1

85B5
02K8A
30K2
36S2
49K5
54K2
59K?2
63S3
72K8
01S9
11K9

65K11
73S11
94K10
03S15

02K15
11512
19S11

36.13
05S15
15K11

33.9b

77S6b
87K7b
02S14

21K7

30.6a 32.9a 33.10a
34S2 37S2 66K8

94S9b 96S8a 98K8b
*10K14 10S8 11S11

86.5 90.5 94K4
20K8R 22K4R 23K3
30S2 31K2 31S2
37K2 38K2 38S2
49K8 49S2 50K2
54S2 55K2 5582
59K5 59582 60K1
64K2 64S2 65K5
74S7a 77K6a 78S8
02K13 04K12 04K14
12K11 *13S15 14K13

66K11 66S11 67K11
74K8b 74S10b 75K7b
96S10b 98K9b 99K9b
04K15 04S14 05K14

02S15 03K5b 03S15
*11S14 12K13 12S12
21K8 22511

37.15 95K3a 97K7a
06K15 07S13 08K11
15S11 16S9.1 17K9

35.15 1800 88.5
78K6b 80S8a 81K7b
80S7b 89K7a 90K3Db
03K15

34.14
67K8
00K13
12511

95K4
23S3
32K2
39K2
50S2
56K2
60S1
65S1
80S9
04S12

35.3
69K3
00S10

1800
72S9
01K11

16K9.1 16S5

96K4
24K3
33K2
3952
51K2
56S2
60S2
66S6
83K8
05K13

*15K15 15S8

67S11
75S5b

99S10b 00K14

05S14

05K15
13511

99K10b 00K15

09S12
17510

67K5

82K6 82S6a

93K4b

69K11
76K8b

06S14

06K13

14K12

10K12
18K8

69K6

94K4b

96S4
26K3
33S2
41K2
51S2
57K2
61K2
67K8
85S7a
06K12
15S10

70K11
76S7b
00S14

06S15
16K12

00S15
10S11
18S10

70K2
84K7
95K9a



