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MAs3. Analyysin jatkokurssi.

1. Syklometriset funktiot

1.1. Arkussini-funktio

1. Maéaritelm& arkussinille

arkussini on sinifunktion kaénteisfunktio valilla [-Y2n, Y2n].

f(xX) = sin x, [-Y2r, Yor] — [-1,1] ja f'l(x) = arcsin x , [-1,1] — [-Yer, Yon]
arcsin x luetaan joskus "Kulma, jonka sini on x ( ja kulma on valilla [/2r,Y2xr] )’

2. Arkussinin maarittely- ja arvojoukko
Mj = [-1,1] , Aj = [-%er, Y]

3. Arkussini-funktion kuvaaja
On kasvava funktio, joka alkaa pisteesta (-1,-%2r) kulkee origon kautta ja loppuu pisteeseen (1,%n)
Muoto on sama kuin sinifunktiolla. On sinifunktion vastaavan osan peilikuva suoran y = x suhteen.

4. Muuttujien ja arvojen valinen yhteys
y=arcsinx < x=siny

5. Arkussinin arvojen laskeminen
Kayta kohdan 1.1.4 yhteytta ja tee vastaava siniyhtald.
Ratkaise tdma yhtalo ja arvona on se kulma, joka kuuluu arvojoukkoon eli on valilla [-Y2r, Yar]

1.1.1. Laske a) arcsin 1 b) arcsin %2 ¢) arcsin 1/2\/§ d) arcsin 0 e) arcsin (-1/2\/5 ) f) arcsin (-1)

6. Arkussini-yhtalon ratkaiseminen
Kayta kohdan 1.1.4 yhteytta ja laske sinifunktion arvo

2. Ratkaise x, kun a) arcsin x = % b) arcsin x = % c) arcsin (2x - ¥2) = % d) arcsin 3x = -1

7. Arkussinin arvot laskimella
Laita laskimeen kulmat radiaaneiksi.

Néappaile [2nd] [sin] [ENTER| — |arvo] ts. nappaillaan [sin | ja {muuttuja)

3. Laske a) arcsin 0,7 b) arcsin (-0,31) c¢) arcsin (-2,1)

8. Arkussinin muuttujan arvon saaminen laskimella
Laita laskimessa kulmat radiaaneiksi.

Néappaile [sin] [arvo] [ENTER] — [muuttuja]

4. Ratkaise x, kun a) arcsin x = 0,35 b) arcsin 2x = -0,47

9. Muut kulmat arkussinin avulla

Funktio f(x) = & - arcsin x antaa arvoiksi ne kulmat valilté [Y2n,1%2n], joiden sini on x

Funktio f(x) = n-2n + arcsin x antaa arvoiksi ne kulmat valilta [-Y2n + n-2w, Y2 + n-2x), joiden sini on x
Funktio f(x) = (n + 1)-2xn - arcsin x antaa arvoiksi ne kulmat valilta [Yan + n-2n, 1%n + n-2x], joiden sini on X

. 7 . .
5. Esita kulma a) gn b) -1%mn arcsin-funktion avulla

10. Sini arkussinista
sin (arcsin x ) = X

6. Sievenna a) sin (arcsin 0,5) b) sin [arcsin ( - 0,31)] ¢) sin (arcsin =)

11. Arkussini sinista
X -n-2x, kun -Y2n + n-2n < X < Yem + n-2xn

arcsin (sin x) = { m-X-Nn2x, kun Yanr + n-2n < x < 1%m + n-2x

7. Sievennd a) arcsin (sin «t) b) arcsin (sin 2%2x) c) arcsin [sin (- ¥am)]
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1.2. Arkuskosini-funktio

1. Maéaritelma arkuskosinille

arkussini on kosinifunktion kaanteisfunktio valilla [0, ).

f(x) =cos x, [0, n] > [-1,1] ja f'l(x) =arccos X, [-1,1] — [0, n]

arccos x luetaan joskus "Kulma, jonka kosini on x ( ja kulma on valilla [0,x] )

2. Arkuskosinin maarittely- ja arvojoukko
M] = [_111] ’ AJ = [Ov TE]

3. Arkuskosini-funktion kuvaaja
On vaheneva funktio, joka alkaa pisteesta (-1,n) kulkee piteen (0,%n) kautta ja loppuu pisteeseen (1,0)
Muoto on sama kuin kosinifunktiolla. On sinifunktion vastaavan osan peilikuva suoran y = x suhteen.

4. Muuttujien ja arvojen valinen yhteys
y = arccos X <> X = cos 'y

5. Arkuskosinin arvojen laskeminen
Kayta kohdan 1.2.4 yhteytta ja tee vastaava kosiniyhtalo.
Ratkaise tAma yhtalo ja arvona on se kulma, joka kuuluu arvojoukkoon eli on vélilla [0, =]

1.2.1. Laske a) arccos 1 b) arccos %2 c) arccos 1/2\/§ d) arccos 0 e) arccos (—1/2\/5 ) f) arccos (-1)

6. Arkuskosini-yhtalon ratkaiseminen
Kayta kohdan 1.2.4 yhteytta ja laske kosinifunktion arvo

2. Ratkaise x, kun a) arccos x = % b) arccos x = % c) arccos (2x - 1) = % d) arccos 3x = -1

7. Arkuskosinin arvot laskimella
Laita laskimeen kulmat radiaaneiksi.

Nappaile [2nd]| [cos] [ENTER| — |arvo] ts. nappaillaan [cos ™| ja [muuttuja)

3. Laske a) arccos 0,7 b) arccos ( - 0,31) ¢) arccos (- 2,1)

8. Arkuskosinin muuttujan arvon saaminen laskimella
Laita laskimessa kulmat radiaaneiksi.

Néappaile [cos| [arvo] [ENTER]| — [muuttuja)

4. Ratkaise x, kun a) arccos x = 0,35 b) arccos 2x = - 0,47

9. Muut kulmat arkuskosinin avulla
Funktio f(x) = 2r - arccos x antaa arvoiksi ne kulmat valilta [r,2x], joiden kosini on x
Funktio f(x) = n-2n + arccos x antaa arvoiksi ne kulmat valilta [n-2x, = + n-2x], joiden kosini on x

Funktio f(x) = (n + 1)-2x - arccos x antaa arvoiksi ne kulmat valilta [z + n-2x, 2 + n-2x], joiden kosini on x

. 7 i .
5. Esita kulma a) Fn b) -1%4r arkuskosinifunktion avulla

10. Kosini arkuskosinista
cos ( arccos x) =X

6. Sievennd a) cos (arccos 0,5) b) cos [arccos ( - 0,3)] ¢) cos (arccos =)

11. Arkuskosini kosinista
X-n2x, kunn2g < x<w+n-2x

arccos (cos x) =
( ) {Zn-x-n-Zn,kunn+n-2n<x<2n+n-2n

7. Sievenna a) arccos [cos (-r)] b) arccos (cos 2%r) ¢) arccos [cos (-3/4n)]
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1.3. Arkustangentti-funktio

1. Méaéritelmé arkustangentille.

Arkustangentti on tangenttifunktion kaanteisfunktio

f(x) =tan x , |-%m,Yen[ > R , f7(x) = arctan x , R — ]-Yar,%n][

arctan x luetaan joskus ” kulma, jonka tangentti on x (ja kulma valilla [-Y2n,%2n] )”

2. Arkustangentin maarittely- ja arvojoukko
Mj=R , Aj=]-YerYr|

3. Arkustangentti-funktion kuvaaja

on kasvava funktio, joka tulee -co:sta laheltd suoraa y = - Y2r sen ylapuolelta, kulkee origon kautta ja lahestyy
suoraa y = Yr alapuolelta, kun x lahestyy +o0:ta.

Muoto on sama kuin tangenttifunktiolla. On tangenttifunktion paahaaran peilikuva suoran y = x suhteen.

4. Muuttujan ja arvojen yhteys
y=arctan x & x =tany

5. Arkustangentin arvojen laskeminen
Kayta kohdan 1.3.4 yhteytta ja tee vastaava tangenttiyhtalo.
Ratkaise tAma yhtalo ja arvona on se kulma, joka on valilla ]-Y2r,Y2n[

1.3.1 Laske a) arctan 1 b) arctan ¥z c) arctan \/5 d) arctan 1/2\/§ e) arctan (-1/2\/5 ) f) arctan (-1)

6. Arkustangenttiyhtalon ratkaiseminen
Kayta kohdan 1.3.4 yhteytta ja laske tangentin arvo

2. Ratkaise x, kun a) arctan x = % b) arctan x = % c) arctan (2x - 1) = % d) arctan 3x =-1

7. Arkustangentin arvot laskimella
Laita laskimeen kulmat radiaaneiksi.

Nappaile [2nd]| [tan] |[ENTER| — |arvo] ts. nappaillaan [tan ™| ja [ muuttuja]

3. Laske a) arctan 0,7 b) arctan (- 0,31) c) arctan (-2,1)

8. Arkustangentin muuttujan arvon saaminen laskimella
Laita laskimessa kulmat radiaaneiksi.

Néappaile [tan] [arvo] [ENTER] — [muuttuja]

4. Ratkaise X, kun a) arctan x = 0,35 b) arctan 2x = - 0,47

9. Muut kulmat arkustangentin avulla
Funktio f(x) = n-m + arctan x antaa arvoiksi ne kulmat [(-Y2+n)r,(Y2+n)x], joiden tangentti on arvoltaan x

. 7 . .
5. Esité kulma a) gn b) - 1¥ar arkustangenttifunktion avulla.

10. Tangentti kun kulmana arkustangentti jostakin reaaliluvusta
tan (arctanx) =x

6. Sievenna a) tan (arctan 0,5) b) tan [arctan ( - 0,3 )] c) tan (arctan =)

11. Arkustangentti jonkin kulman tangentista
arctan (tanx)=x-n-mt ,kun-2n +n-n<x<%¥%m+n-n

7. Sievenna a) arctan [tan (- n ) ] b) arctan (tan 2¥%r) ¢) arctan [ tan ( - %) ]

12. Trigonometrisen funktion arvo, kun kulmana jokin toisen syklometrisen funktion arvo
Piirretd&n suorakulmainen kolmio ja merkitdan siihen kulmaksi y = ko. arkusfunktio.

Taman maaritelmasta saadaan kolmioon kahdelle sivulla arvot.

Kolmannen sivun pituus saadaan Pythagoraan teoreemalla.

Trigonometrisen funktion itseisarvo saadaan lopuksi maaritelmasta suorakulmaisessa kolmiossa
ja merkki siitd, missa neljanneksesséa kulma on.
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8. Laske a) sin (arccos ¥2) b) sin (arctan 2) c) cos (arcsin ) d) cos (arctan x) e) tan (arcsm ) f) tan (cos a)

1.4. Arkusfunktioiden derivaatat

1 1 1
1. D arcsinx=—F——= , D arccos x = - , Darctan X =7—_z2
\J1-% N 1+x

1.4.1. Derivoi a) f(x) = arcsin 2x b) f(x) = arcsin x° c) f(x) = arcsin (1/x)

2. Derivoi a) f(x) = arccos (2x - 1) b) f(x) = arccos (1 - X°) ¢) f(x) = arccos \/?(
3. Derivoi a) f(x) = arctan e* b) f(x) = arctan (In x) c) f(x) = arctan (sin x)

4. Laske funktion f(x) = arcsin x + x\/1 - x* derivaatta

5. Laske funktion f(x) = x-arcsin x derivaatan nollakohta.

. Milloin funktio f(x) = 3arcsin x + (4 + 3x - 4x2) \1- x> on kasvava?

. Laske funktion f(x) = arcsin x - 2x aariarvot.

~N O

1.5. Arkusfunktioihin liittyvid integrointisaantoja

1.f L dx =arcsinx+C ; f—lzdx:arctanx+c
N 1+x

1 X X2
1.5.1. Lask — — —
5 asea)fmdxb)fmdxc)fmdx

2. Laske a) f dx b) f dx c) f—z— dx

3. Laske a) J‘\/—zdxb)f—z—dx

X
1-x

Nl

4. Laske sen alueen ala, jonka reunoina ovat x-akseli, y-akseli, kayra y = seké suora x

2. Hyperboliset funktiot

2.1. Hyperbolinen sini

1. Hyperbolisen sinin maaritelma
sinh x = ¥%(e” - e™)

2. Hyperbolisen sinin maarittely- ja arvojoukko
Mj=Aj =

3. Hyperbolisen sinin kuvaaja
on kasvava funktio, joka on vasemmalla lahella kayraa y = -Y2e™ ja oikealla y = ¥2e” seka kulkee origon
kautta

4. Arvojen laskeminen tavallisella funktiolaskimella
Kéaytetddn maaritelmad 2.1.1 sijoittamalla x:n paikalle muuttujan arvo

2.1.1. Laske tarkka arvo ja likiarvo a) sinh 1 b) sinh 2 c) sinh % d) sinh (-1)

5. Arvojen laskeminen laskimella, jossa sinh - funktio (esim. TI-85)
Catalog-valikosta l6ytyy sinh, joka valitaan. Sen jalkeen sydtetdaan x ja painetaan ENTERia

2. Laske likiarvo a) sinh 0,75 b) sinh 0,25 c) sinh 1,5
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6. Muuttujan arvon ratkaiseminen, kun tunnetaan hyperbolisen sinin arvo
Kirjoitetaan yhtalé kohdan 2.1.1 mukaan.

Kerrotaan yhtalon molemmat puolet e*ll4 ja korvataan e* aputuntemattomalla a.
Ratkaistaan saadusta Il asteen yhtalosta a.

Merkitaan e = a, josta ratkaistaan x. (Huom! vain positiivinen a:n arvo kelpaa)

3. Laske yhtaldn ratkaisulle tarkka arvo a) sinh x = 2 b) sinh x = \/:_3 c)sinhx =%

7. Muuttujan arvon ratkaiseminen laskimella, jossa sinh™ - funktio (TI-85)
Catalog-valikosta I6ytyy sinh™, joka valitaan. Sen jalkeen sydtetaan arvo ja painetaan ENTERIA.

4. Ratkaise likiarvo yhtéldlle a) sinh x = 0,4 b) sinh 2x =-1,3

2.2. Hyperbolinen kosini

1. Hyperbolisen kosinin maaritelma
cosh x = ¥(e* + &)

2. Hyperbolisen kosinin maarittely- ja arvojoukko
Mj=R , Aj=[1,

3. Hyperbolisen kosinin kuvaaja
on funktio, joka on negatiivisilla muuttujan arvoilla véheneva ja vasemmalla lahella kayraa y = %e™ sekéa
positiivisilla muuttujan arvoilla kasvava ja oikealla y = ¥%e* seka kulkee minimipisteen (0,1) kautta

4. Arvojen laskeminen tavallisella funktiolaskimella
Kéaytetddn maaritelmad 2.2.1 sijoittamalla x:n paikalle muuttujan arvo

2.2.1 Laske tarkka arvo ja likiarvo a) cosh 1 b) cosh 2 c) cosh % d) cosh (-1)

5. Arvojen laskeminen laskimella, jossa cosh - funktio (esim. TI-85)
Catalog-valikosta l6ytyy cosh, joka valitaan. Sen jalkeen sydtetaan x ja painetaan ENTERI&

2. Laske likiarvo a) cosh 0,75 b) cosh (-0,25) c) cosh 1,5

6. Muuttujan arvon ratkaiseminen, kun tunnetaan hyperbolisen sinin arvo
Kirjoitetaan yhtéld kohdan 2.2.1 mukaan.

Kerrotaan yhtalén molemmat puolet e*:l14 ja korvataan e€” aputuntemattomalla a.
Ratkaistaan saadusta Il asteen yhtalosta a.

Merkita4n e = a, josta ratkaistaan x.

3. Ratkaise yhtalon tarkka arvo a) cosh x = 2 b) cosh x = \/3 c) cosh x =1v,

7. Muuttujan arvon ratkaiseminen laskimella, jossa cosh™ - funktio (T1-85)
Catalog-valikosta loytyy cosh™, joka valitaan. Sen jalkeen syotetddn arvo ja painetaan ENTERIa.

4. Ratkaise likiarvo yhtalélle a) cosh x = 1,15 b) cosh x = 1,50 c¢) cosh 2x = 2,25

2.3. Hyperbolinen tangentti

1. Hyperbolisen tangentin méaaritelma
sinhx e*-¢e~
cosh ~e*+e”

tanh x =

2. Hyperbolisen tangentin méaérittely- ja arvojoukko
Mj=R , Aj=1-1,1]

3. Hyperbolisen tangentin kuvaaja
on kasvava funktio, joka on vasemmalla l&hella suoraa y = -1 ja sen ylapuolella, kulkee origon kautta ja on
oikealla l&hella suoraa y = 1 sen alapuolella

4. Arvojen laskeminen tavallisella funktiolaskimella
Kéaytetddn maaritelmad 2.3.1 sijoittamalla x:n paikalle muuttujan arvo

2.3.1. Laske tarkka arvo ja likiarvo a) tanh 1 b) tanh 2 c) tanh % d) tanh (-1)
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5. Arvojen laskeminen laskimella, jossa tanh - funktio (esim. TI-85)
Catalog-valikosta l6ytyy tanh, joka valitaan. Sen jalkeen sydtetdan x ja painetaan ENTERI&

2. Laske likiarvo a) tanh 0,75 b) tanh (-0,25) c¢) tanh 1,5

6. Muuttujan arvon ratkaiseminen, kun tunnetaan hyperbolisen tangentin arvo
Kirjoitetaan yhtéld kohdan 2.3.1 mukaan.

Kerrotaan yhtalon molemmat puolet e*ll4 ja korvataan e* aputuntemattomalla a.
Ratkaistaan saadusta Il asteen yhtalosta a.

Merkitaan e = a, josta ratkaistaan x.

3. Ratkaise yhtalon tarkka arvo a) tanh x = 4/5 b) tanh 2x = - 3/5

7. Muuttujan arvon ratkaiseminen laskimella, jossa tanh™ - funktio (T1-85)
Catalog-valikosta I6ytyy tanh™, joka valitaan. Sen jalkeen sydtetaan arvo ja painetaan ENTERIA.

4. Ratkaise yhtalon likiarvo a) tanh x = 0,72 b) tanh 2x =- 0,3

2.4. Hyperbolisten funktioiden lausekkeiden sievennys

1. Kaavat
ovat ldhes identtiset trigonometristen funktioiden sievennyskaavojen kanssa

2. Kaavojen todistaminen

Kaytetaan maaritelméan mukaisia eksponenttilausekkeita.

Tapa 1: LAhde vasemmasta puolesta ja pyri oikeanpuoleiseen lausekkeeseen
Tapa 2: Tee vditteen kanssa yhtapitavia yhtaloita ja pyri identtisesti toteen yhtaléon

2.4.1. Osoita, ettd cosh® x - sinh® x = 1
sinh x
cosh x
3. Osoita oikeaksi cosh? x = %(1 + cosh 2x)

4. Todista kaava sinh (x + y) =sinh x - cosh 'y + cosh x - sinh 'y

2. Todista kaava =tanh x

2.5. Hyperbolisten funktioiden derivaatat

. _ e 1 2
1.Dsinhx=coshx , Dcoshx=sinhx , Dtanhx= coshZx - 1 -tanh” x

2.5.1. Derivoi a) f(x) = sinh (1 - x°) b) f(x) = In (cosh x) c) f(x) = e®™ * d) f(x) = Y4sinh 2x - ¥ax

2. Derivaattojen kayttd
samoihin tarkoituksiin kuin muidenkin funktioiden tutkimisessa

2. Laske funktion f(x) = x - sinh x - cosh x aariarvo
3. Osoita, ettd yhtald y = a-cosh x toteuttaa differentiaaliyhtalén y” - y' =0

2.6. Hyperbolisten funktioiden integrointi

1.fsinhxdx=coshx+C fcoshxdx sinhx + C fcosh X-tanhx+C

cosh x

2.6.1. Integroi a)fsmh (1-2x)dxb) fsmhx

1 1
dx c)f)?-smhxdx

2
2. Laske méaaréatty integraali a) f sinh 2x dx b) f cosh 4x dx

0 -1
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3. Integroiminen sijoituskeinolla

3.1. Integraalifunktio sijoituskeinolla

1. Sijoituskeinon idea
on kayttaa yhdistetyn funktion integroimissaantéa

f f(ag(x)) - g'(x) dx = F(g(x)) + C , muodossa f f)dt=F(@) + C

Merkitaan sisafunktiota t = g(x), talléin t’ = ch;l_)t( = g'(x) eli dt = g’'(x)dx

Eli kun korvataan sisafunktio g(x) t:lla ja g’(x)dx dt:lla saadaan yksinkertaisempi funktio integroitavaksi.
Lopuksi palataan takaisin muuttujaan x, korvaamalla t g(x):lla

3.1.1. Mika seuraavissa integraaleissa voisi olla g(x) = t. Mitd on g’(x)dx = dt? Integroi lopuksi t:n suhteen ja
palaa muuttujaan x.

X
X

a)f(5x2+1)2-1Oxdxb)fx2 X +1dxc)fsin3x-cosxdxd)f = dx

2. Sijoituskeinon toinen idea.
perustuu kuvitelmaan, ettd edellisessa on t ja x vaihtaneet paikkaa

ff(x) dx = F(x) + C muuttuu muotoon ff(g(t)) -g'(t)dt=F(g() +C

eli korvataan alkuperaisessa integroitavassa x funktiolla g(t) ja dx differentiaalilla g’(t)dt
Funktio x = g(t) tulee olla yksikasitteinen, jotta voidaan lopuksi korvata t = g *(x):lla ja palata muuttujaan x.

2. Laske a) [ x(x - 1)" dx b) S xfx-2dxc) X+ 1) dxd) [ X1 +x%)° dx

3. Laske annetulla sijoituksella a) f 1 14x dx (t = 2x) b) f\/ﬁ dx (x = 2t) ¢) f;z_&—w dt (x = 4t)

3.2. Maaratty integraali sijoituskeinolla

1. Maaratty integraali laskemalla ensin integraalifunktio
Laske ensin integraalifunktio kuten kohdassa 3.1.1 tai 3.1.2 on esitetty
Laske arvo ylarajalla ja vahenné arvo alarajalla

3 2
3.2.1 Laske a) fx x + 1 dx b) f x(x - 1)° dx
0 1

2. Maaratty integraali sijoituskeinolla muuttamalla myds integroimisrajat
Kun on valittu uusi muuttuja t = g(x), eliminoitu x:t ja siirrytty uuteen muuttujaan t.
Maaratyn integraalin yhteydesséa on turha palata takaisin alkuperéiseen muuttujaan

b g(b)
ff(x) dx = f h(t) dt, eli korvataan integroitavassa x:t t:lla ja rajat niita vastaavilla t:n arvoilla

a 9(@)

7 2 2
2. Laske a) [ x\x-3 dx b) [ x®x-1dxc) J (x- 12 - x dx
3 1 1

4. Implisiittifunktio

4.1. Implisiittifunktion kasite

1. Implisiittifunktio

Yhtald F(x,y) = 0, josta ei ole ratkaistu y:n lauseketta x:n avulla on implisiittinen eli ratkaisematon

Yhtalé maarittelee funktion y = f(x), jos y voidaan ratkaista yksikasitteisesti.

Jos y:ta ei voi ratkaista yksikéasitteisesti, yhtalo voidaan kenties esittdé kahden tai useamman funktion avulla
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2. Implisiittifunktion esittdminen ratkaistussa muodossa (eksplisiittisesti).
Ratkaistaan yhtalosta F(x,y) = 0 y:n lauseke x:n avulla esitettyna
N&in saadaan funktio ratkaistussa muodossa y = f(x).

4.1.1. Esita ratkaistussa muodossa a) 2x +y =4 b) x> +y° =4, y>0c) X’ +y' =4, x<0d) x* - 4dxy +y° =1

4.2. Implisiittifunktion derivoiminen

1. Derivoimisidean perusta
Kuvitellaan, etté y olisi ratkaistu, jolloin sen paikalla olisi funktio y(x).
Derivoitaessa huomattava tama. Esim. D(y®) = 2y-y’ ja D(xy) = 1y + x-y’ jne.

2. Implisiittifunktion derivaatan lauseke

Derivoidaan implisiittisen yhtalén molemmat puolet x:n suhteen. Huomioidaan, ettd y = y(x) eli x:n lauseke.
Siirretaan y’-termit vasemmalle puolelle ja muut termit oikealle puolelle

Otetaan y’ yhteiseksi tekijaksi.

Jaetaan y':n kertoimella, josta saadaan derivaatan lauseke x:n ja y:n lausekkeena

4.2.1. Laske y :n lauseke x:njay:navullaa) xy - x + 2y =1 b) X’ + xy =y’ ¢) X’y° = 2x - y

3. Implisiittifunktion derivaatan lauseke jossakin pisteessa

Derivoidaan implisiittisen yhtalén molemmat puolet. Huomioidaan, etta y on x:n lauseke.
Sijoitetaan x:n ja y:n paikalle pisteen koordinaatit.

Ratkaistaan y’:n arvo

2. Laske kayran tangentin kulmakerroin annetussa pisteessa a) 2x° + 3y° =5, P = (1,1)
3
X
b) x*y*-x*y* =12, P =(-1,2) ¢) —+(Xj =2 ,P=(-11)d) 2x +y-[2 sin (xy) = Yer , P = (Yam,1)
y X

3. Mika on kayran x-sin (xy - y?) = x? - 1 pisteeseen (1,1) piirretyn tangentin yhtalo?
4. Osoita, etta kayrat 2x° + y* = 6 ja y* = 4x leikkaavat toisensa kohtisuorasti.

5. Kayrien parametrimuotoiset esitykset

5.1. Parametriesitys

1. Maaritelma parametrimuotoiselle tasokayréalle
Tasokéayra on pisteiden (f(t),g(t)) joukko, missa x = f(t) ja y = g(t) ovat jatkuvia jollakin valilla.
x = f(t) jay = g(t) ovat kdyran parametrimuotoiset yhtalot, ja t on kayrén parametri.

2. Miksi parametrimuotoisia yhtaloita.
Kayran koordinaatti- (xy-)muotoinen yhtal6é kertoo missa piste on ollut kayralla.
Parametrimuotoinen yhtalo voi kertoa myos sen MILLOIN piste on ollut silla kohtaa kayralla.

3. Parametrimuotoisen kayran piirtaminen.

Annetaan parametrille t eri arvoja.

Lasketaan x ja y parametrimuotoisista yhtaloista.

Laitetaan samaa parametrin arvoa t vastaavat lukuparit (x,y) pisteind koordinaatistoon.
Piirretddn kayra merkittyjen pisteiden kautta.

X=2+3t {x:2+3t {x:t+l {x:1+1/t

5.1.1.Piirrakayréa){yzl_z,[ b) y:1_2t,—2st£3c) y =t d) y=t-1

4. Parametrimuotoisen kayran piirtAminen graafisella laskimella TI-85

Valitse [MODE| sta [ Param| esitysmuoto.

Sy6ta parametrimuotoiset yhtalot [ GRAPH] [F1=E(t)] kirjoittamalla xt1= f(t) ja yt1 = g(t)
Anna | F2=RANGE| :ssa parametrin (t) mé&arittelyjoukko ja koordinaatiston koko (xmin-xmax ; ymin-ymax)

Laskin piirtdéd kuvan komennolla | F5=GRAPH

2. Piirra edellisen tehtavan kayrét laskimella
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5. Maarittelyjoukko.
Parametrimuotoiset yhtalot voivat olla maariteltyja niin, ettei koordinaatteja voida/haluta laskea kaikilla
parametrin arvoilla. Tasta seuraa, etta myds x-koordinaatit voivat muodostaa reaalilukujen osajoukon.

1

—
+
=

X =
3. Mikéa on kéayran j

¢ maarittelyjoukko? Mika on kuvaaja?
Y=t+1

6. Kayran maarittdminen tekemalla parametrimuotoinen yhtalo
Valitse parametri, se voi olla esim. aika, kulma, jonkin pisteen x-koordinaatti tms.
Lausu kayran x- ja y-koordinaatit tamén parametrin avulla.

4, Henkild liikkuu lentotukialuksen kannella vauhdilla 5 m/s koilliseen. Laiva liikkuu samanaikaisesti vauhdilla
10 m/s itaan. Mika on henkilén liikerata maassa tarkkailevasta henkildsta.

5. Jana (pituus = 10) liukuu niin, ettd sen paatepisteet ovat koordinaattiakseleilla. Mita viivaa pitkin liilkkuu
janan keskipiste?

7. Tason suora parametrimuotoisena yhtalona.
Jos suoralta tunnetaan piste (Xo,Yo) ja suuntavektori s = s,i + syj (=i + Kj = (X1 - Xo)i + (Y1 - Yo)i )
X = Xg + 1Sy

on parametrimuotoinen htél(’)’{ _
P Y y=Yo+tsy

6. Mik& on suoran parametrimuotoinen yhtald, kun suora kulkee a) pisteen (1,2) kautta ja suuntavektori on
s = 2i - 3j b) pisteen (3,-1) kautta ja kulmakerroin on 2 c) pisteiden (-1,2) ja (2,-4) kautta?

8. Avaruussuora parametrimuotoisena yhtalona

Jos suoralta tunnetaan piste (Xo,Yo,Zo) ja suuntavektori s = s,i + Syj + s,k (= (X1 - Xo)i + (Y1 - Yo)i + (Z1 - 20)] )
X = Xg + tSy

niin parametrimuotoinen yhtalé on {y =Yo +1tsy
Z=2Zy+ts,

7. Mik& on pisteen (1,2,-3) kautta kulkeva suora, jonka suuntavektorion s =2i -j + 3k ?

9. Ympyréa parametrimuotoisena yhtaléna
Olkoon ympyran keskipiste (Xo,Yo) ja sade r.

arametrimuotoinen yhtalé on {X = Xo+rcost missa 0 <t < 2rw tai { X=X 41 missa-r<t<r
P y y=yp+rsint ’ = Ty =y 2\P- 8 ==

8. Mik& on ympyran parametrimuotoinen yhtal6, kun keskipiste on (2,3) ja sade 4?7

10. Paraabeli parametrimuotoisena yhtalona
Olkoon paraabeli huippu (Xg,Yo) ja koordinaattimuotoisessa yhtaléssa x%:n kerroin a (y= ax® + .
X=X+t

parametrimuotoinen yhtalé on {y = yo + at?

9. Mik& on paraabelin parametrimuotoinen yhtal®, kun paraabelin huippu on (2,-1), aukeamissuunta on
alaspdin ja paraabeli on yhta kapea kuin y = 2x%?

5.2. Parametriesityksesta koordinaattimuotoiseen esitykseen

1. Koordinaattimuotoisen yhtalén saaminen

Ratkaise toisesta yhtalosta t:n lauseke ;a sijoita tima lauseke toiseen yhtaloon.
Tai eliminoi t jonkin s&&nnon (esim. sin“ t + cos’t= 1) perusteella.

Ota huomioon t:n maarittelyjoukko.

. . - Xx=t+1 x=t-1
5.2.1 Esité koordinaattimuodossa kayréat a) y £ b) y=t/(t-1) c)

x=costd {x=cost
y=sint )y:SSint

2. Kayran yhtalon muodostaminen laskien ensin parametriesitys
Laske ensin parametrimuotoinen esitys kuten kohdassa 5.1.6.
Eliminoi parametri t jotta saisit koordinaattimuotoisen yhtalén.

2. Mik& on sen paraabelin yhtals, joka saadaan kun paraabelin y = x” - 2x + 4 jokainen piste siirtyy pisteen ja
sen x-akselilla olevan projektiopisteen keskipisteeseen?

3. Ympyré sivuaa suoraa y = 1 ja kulkee origon kautta. Milla viivalla ovat ympyroiden keskipisteet?

4. Piste P jakaa janan AB 1:2. Piste A on y-akselilla ja B x-akselilla. Mill& k&yralla on piste P kun janan AB
pituus on 67?
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5.3. Parametrimuotoisen funktion derivaatta

1. Parametrimuotoisen kayran tangentin kulmakerroin kohdassa t,

oY V()
T7dx ~ X'(t)

5.3.1. Laske kéayran derivaatta annetussa kohdassa

X = 2t _ x =\t _ {x:t+1 _ {x:t2+3t _
a){y:3t+4,t—5b){y:3t+2,t—lc) y=f+at 1= 1DV oy 120

2. Parametrimuotoisesta funktiosta saadun funktion y = y(x) derivaatta kohdassa x = X

dy _Y(@®)

y(x) = dx = X(t) missé t on ratkaistava yhtalosta x(t) = Xq

o . . X =2t X=t-t+2
2. Laske kayran tangentin kulmakerroin kohdassa x = 4, kun a) y=£-1 b) y=t-3t

3. Pisteen méaarittdminen, kun kayran tangentti vaakasuora
Talloin y'(t) = 0, josta yhtalosta saadaan t ja siitd edelleen piste.

L e x=1-t X=t-t+2 .
3. Missa pisteessa kayran a) y= £ - 3t b) y= 3. 1ot tangentti on vaakasuora?

4. Pisteen maarittaminen, kun kayran tangentti on pystysuora
Talloin x'(t) = 0, josta yhtalosta saadaan t ja siité edelleen piste.

. . =1-t =t -2t+ _
4. Missa pisteessa kayran a) {; - 8. ;t b) {Xy :t N t12t3 tangentti on pystysuora?

6. Napakoordinaatisto

6.1. Napakoordinaatit

1. Pisteen paikan esitys koordinaatistossa napakoordinaatein

Tavallisen esityksen (x,y) koordinaattien asemasta paikka ilmoitetaan kahdella luvulla.

Toinen luku kertoo miten kaukana origosta piste on ja toinen luku missa suunnassa piste on.

Koordinaatit [3,40°] kertoo, etté pisteen etéisyys origosta on kolme yksikk6a suunnassa 40° positiivisesta x-
akselista positiiviseen kiertosuuntaan (vastapaivaan)

2. Napakoordinaatit

liImaistaan muodossa [r, 6], missa r on etdisyys origosta ja 6 on suuntakulma 0 <6 < 2xn

Kulma voi olla myds alueen ulkopuolelta, mutta pisteet [r, 0] ja [r, 6+n-2n] edustavat samaa pistetta.
Kulma voidaan antaa myos asteina.

Joskus etéisyys annetaan suunnattuna [-r, 6] = [r, 6 + =«] eli vastakkaisessa suunnassa etaisyydella r
Origossa r = 0 ja 6 on maarittelematon, ts. kaikki pisteet [0, 0] kuvaavat origoa.

6.1.1. Kuinka kaukana origosta on piste a) [5, 10°] b) [6, =] ¢) [x, 1] d) [0, 9] e) [-3, 90°]
2. Misséa suunnassa on piste a) [5, 10°] b) [6, «] ¢) [x, 1] d) [0, 9]

3. Kéayrat napakoordinaatistossa
annetaan yhtalolla, jossa esiintyy r tai 6 tai molemmat

4. Napakoordinaateissa esitetyn funktion piirtaminen

Annetaan esim. 6:lle arvoja ja lasketaan mik& on vastaava r:n arvo.
Merkitaan tdma pari pisteena koordinaatistoon.

Yhdistetédan pisteet kayraksi, joka kuvaa yhtaloa.

3. Laske kayran r = 4 sin 6 niiden pisteiden etaisyys origosta, joiden vaihekulma on a) 0 b) n/6 c) n/3 d) n/2
e) 2n/3 f) 5n/6 g) 7 h) 77/6 i) 47/3 j) 3n/2 k) 5n/3 ) 117/6 m) 2n . Merkitse pisteet koordinaatistoon ja piirrd
kuvaaja
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5. Napakoordinaateissa esitetyn funktion kuvaajan piirtdminen graafisella laskimella TI-85
Valitse [MODE] sta | Pol] esitysmuoto.

Sy6ta parametrimuotoiset yhtalét [ GRAPH]| | F1:r(9):| kirjoittamalla r1= lauseke miten r rijppuu 0:sta
Anna | F2=RANGE| :ssa parametrin 6 maarittelyjoukko ja koordinaatiston koko
Laskin piirtdéd kuvan komennolla | F5=GRAPH

4. Piirra kayrata)r=4sin0b)r=5cos0c)r=1-2sin6d)r’ =4sin0e) 6 =n/6

6.2. Napakoordinaattien ja xy-koordinaatien muunnoskaavat

1. Muunnoskaavat miten xy-koordinaatit saadaan napakoordinaateista.
[r, 8] = (X,y), missa x =r-cos Ojay =rsin 6

6.2.1. Laske pisteen xy-koordinaatit a) [4, Y2r] b) [4, 1%n] c) [4, -n/3] d) [-4, 7/3]

2. xy-koordinaatit napakoordinaateista graafisella laskimella TI-85
[2nd] [CPLX] [MORE] [sulku alkaar] [2ndZ (z=kulma)| |0 sulku paattyy|) [F1=>Rec] — (x.y)

2. Esita pisteen xy-koordinaatit a) [6, 60°] b) [4, 45°] c) [3, 1] d) [2, -1] e) [-1, 3]

3. Muunnoskaavat miten napakoordinaatit saadaan xy-koordinaateista

r=\+y* ja tan6:¥ <:>9:tan'1¥:arctan¥

3. Esité napakoordinaatein piste a) (1, 1) b) (2, 0) ¢) (4, -2) d) (-5, 0) f) (5, 12)

4. Napakoordinaatit xy-koordinaateista graafisella laskimella TI-85

[2nd]| [CPLX] [MORE]| [(x,y)] [F2=>Pol| — (r£6)

4. Esita napakoordinaatein piste a) (2, 3) b) (4, -5) c) (6, 3) d) (-1, 2) e) (-3, 2)

5. xy-koordinaatein annetun kayran muuttaminen napakoordinaatein annetuksi kayraksi
Korvaa x:t ja y:t lausekkeillax =r-cos 6 jay =r-sin 9
Ratkaise etaisyys r vaihekulman 6:n avulla

5. Esita napakoordinaattimuodossa yhtalé a) x" +y° = 9b) x° +y* -6x=0c)y=4d)x=5€) 3x -2y + 2 =

0

6. Napakoordinaateissa esitetyn funktion muuttaminen xy-koordinaateissa esitetyksi funktioksi
Korvaa etéisyydet r lausekkeella \lx2 + y2

y
X

Esita yhtalo ratkaistussa muodossa y = y(x) jos mahdollista, muutoin implisiittimuodossa.

y

tai kayta 6:n eliminoimiseen yhtaloa tan 6 = X

Korvaa vaihekulmat 0 lausekkeella 6 = tan™ ¥ = arctan

6. Esité suorakulmaisessa koordinaatistossa yhtalé a) r=4sin0b)r=1-2sin0c)r=6/(2 - 3sin 0)

6.3. Napakoordinaateissa esitetyn kayran derivoiminen

1. Tangentin kulmakerroin eli tavallinen derivaatta
Olkoon kayran yhtalo r = f(6)
Esitetdan kayra parametrimuodossa x =r-cos 0 = f(6)-cos 6 ja y =r-sin 6 = f(0)-sin 6
Taten sitd derivoidaan kuten muitakin parametrimuotoisia kayria
,_dy dy/do _f'(6):sin 6 +{(6)-cos 6
Y Tdx T dx/de T '(8)-cos 0 - f(6)-sin 0

6.3.1. Laske kayran r = 2 + 3sin 6 tangentin kulmakertoimet kun a) 6 =%n b) 6 = ¢) 6 = 1%

2. Pystysuoran tangentin laskeminen
Talldin x ei muutu, joten x'(0) = 0, joka ratkaisemalla saadaan vaihekulma, jolla tangentti on pystysuora.
Etaisyys saadaan yhtalésta r = f(0)

2. Missa pisteissa kayran r = 2(1 - cos 0) tangentit ovat pystysuoria?
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3. Vaakasuoran tangentin laskeminen

Talléin y ei muutu, joten y ’(0) = 0, joka ratkaisemalla saadaan vaihekulma, jolla tangentti on vaakasuora.
Etaisyys saadaan yhtalésta r = f(0).

HUOM! jos seka y ’(0) ettad x ’(0) ovat molemmat nollia, ei voida paatella tangentin suuntaa.

3. Missa pisteissa kayran r = 2(1 - cos 0) tangentit ovat vaakasuoria?
7. Kahden muuttujan funktiot

7.1. Kahden muuttujan funktion kuvaaja

1. Kahden muuttujan funktio

Kahden muuttujan funktion arvot riippuvat kahdesta muuttujakirjaimesta, tavallisesti x:sta ja y:sté.
Merkitaan f(x,y).

Tama on funktio, jos jokaiseen maarittelyjoukon pariin (x,y) liittyy yksi ja vain yksi arvo f(x,y) = z.

y
7.1.1. Laske a) f(2,3) kun f(x,y) = 4 - x* - 4y” b) f(2,-1), kun f(x,y) = xe’ ¢) f(1,4) kun f(x,y) = f (2t- 3) dt
X

2. Kahden muuttujan funktion maarittelyjoukko
on niiden xy-tason pisteiden (x,y) joukko, joissa funktion arvo on méaritelty (laskettavissa).

2. Laske maadrittelyjoukko, kun f(x,y) on a) \/1 - X2 - y2 b)yIn(x-y-1)c) % d) arcsin (x + )

3. Kahden muuttujan funktion kuvaaja
on kolmiulotteinen pinta kolmiulotteisessa koordinaatistossa.
Pinnan z-koordinaatti kuvaa miten korkealla xy-tasosta funktion arvo on.

4. Kahden muuttujan funktion kuvaajan ja koordinaatistotasojen leikkausviiva.
xy-tason leikkausviiva koostuu niista pisteista, joissa f(x,y) = 0

xz-tason leikkausviiva on funktion z = f(x,0) kuvaaja xz-tasossa.

yz-tason leikkausviiva on funktion z = f(0,y) kuvaaja yz-tasossa.

3. Laske kayran z = x* + 2xy - 3x + 4y ja a) xy-tason b) xz-tason c) yz-tason leikkausviiva.

5. Kahden muuttujan funktion sama-arvokayréat

ovat xy-tason suuntaisia kayria, joissa kaikissa toteutuu yhtal6 f(x,y) = vakio.
Havainnollisesti ne kuvaavat xy-tasoon piirrettyja "korkeuskayria”.

Niiden avulla voidaan havainnoida tasossa millainen on funktion kuvaava pinta.

4. Minka xy-tason kayran ylapuolella funktion f(x,y) = x° - y + 2x - 3 kuvaaja on korkeudella @) 1 b) 2 c) - 3?

7.2. Osittaisderivaatat

1. Kahden muuttujan funktion osittaisderivaatta x:n suhteen
saadaan derivoimalla funktio f(x,y) x:n suhteen pitaen y:ta vakiona.

o o @)= Txy)

Merkitaan ja maaritellaan f,(x,y) = oz
OX  u-x u—x

eli erotusosamaaran raja-arvona.

7.2.1. Laske f,, kun f(x,y) on a) x°y* b) 2xy” - y° + y/x c) €Y d) In (x* + 2xy) e) x-sin (xy)

2. Kahden muuttujan funktion osittaisderivaatta y:n suhteen
saadaan derivoimalla funktio f(x,y) y:n suhteen pitden x:aa vakiona.

o _oz_ i fou)-f(xy)

Merkitaan ja maaritellaan fy(x,y) = — = eli erotusosamadran raja-arvona.
o oy = u-y

2. Laske f,, kun f(x,y) on a) x’y* b) 2xy” - y° + y/x c) € d) In (x° + 2xy) €) x-sin (xy)

3. Kuvaajapinnan kaltevuus x-akselin suunnassa pisteessa (X,y,z)

Osittaisderivaatta f,(x,y) = kr eli tangentin kulmakerroin sille viivalle, joka syntyy funktion kuvaajan ja pisteen
(x,y,2) kautta kulkevan xz-tason suuntaisen tason leikatessa.

Jos x-akselin suunnan ja tAméan tangentin vélinen kulma on a, niin tan a = kr = fy(x,y) ja kulma kertoo
millaisella jyrkkyydella lahetdan pisteesta (x,y,z) kun x kasvaa ja y pysyy vakiona
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2
3. Laske f(2,1), kun a) f(x,y) = x> + 2xy - 2y* b) f(x,y) = xy-e*¥

4. Kuvaajapinnan kaltevuus y-akselin suunnassa pisteessa (x,y,z)

Osittaisderivaatta f,(x,y) = kr eli tangentin kulmakerroin sille viivalle, joka syntyy funktion kuvaajan ja pisteen
(x,y,z) kautta kulkevan yz-tason suuntaisen tason leikatessa.

Jos y-akselin suunnan ja taméan tangentin valinen kulma on B, niin tan B = kt = fy(x,y) ja kulma kertoo
millaisella jyrkkyydella lahetdéan pisteesta (x,y,z) kun y kasvaa ja x pysyy vakiona

2
4. Laske f,(2,1), kun a) f(x,y) = x* + 2xy - 2y” b) f(x,y) = xy-e*¥

5. Toisen kertaluvun osittaisderivaatat
Kun osittaisderivaatat x:n tai y:n suhteen vield derivoidaan, saadaan toisen kertaluvun osittaisderivaatat

o ( of orf . N . .
fox = a_(a_j = P eli derivoidaan ensin x:n suhteen ja nain saatu derivaatta viela x:n suhteen
X\ Ox X

2
fy = i(@j = of eli derivoidaan ensin x:n suhteen ja nain saatu derivaatta vield y:n suhteen
oy\ ox /) 0Oyox

ofef) o*f . . . . ,
fix = —(—] = eli derivoidaan ensin y:n suhteen ja néin saatu derivaatta viela x:n suhteen

ox\ oy ) oxoy

2
fyy = %(%) = aayz eli derivoidaan ensin y:n suhteen ja ndin saatu derivaatta vield y:n suhteen

Jos kaikki nelja derivaattaa ovat olemassa on funktio kahdesti derivoituva
Jos kaikki nelja derivaattaa ovat jatkuvia, niin f,y, = f,,.

5. Laske kaikki toisen kertaluvun osittaisderivaatat a) f(x,y) = 23x3 - 4x%y + 5xy” - 6Y° b) f(x,y) = €7-sin (x+y)
6. Osoita, etta f,, = f,,, kun a) f(x,y) = x* - 3xy b) f(x,y) = xe™Y

6. Kuvaajapinnan tangenttitason normaalivektori
Jos funktio z = f(x,y) esitetddn ratkaisemattomassa muodossa f(x,y) - z = 0 ja merkitaan tata F(x,y,z) = 0, on
pinnan pisteessa (a,b,c) tangenttitason normaalivektori n = F,(a,b,c)i + F (a,b,c)j + F,(a,b,c)k

7. Laske funktion kuvaajapinnan normaalivektori annetussa pisteessa a) f(x,y) = \/x2 + y2 jaP=(3,4,5)
b) f(x,y) = x°y*ja P = (1,2,16) c) X’ + 3y + Z° = 9ja P = (2,-1,2)

7. Kuvaajapinnan tangenttitason yhtalo
on F(a,b,c)x + Fy(a,b,c)y + F,(a,b,c)z = d, missa d saadaan sijoittamalla a, b ja c x:n, y:n ja z:n paikalle.

8. Laske funktion kuvaajapinnan tangenttitaso annetussa pisteessa a) f(x,y) = x* - y* ja P = (5,4,9)

b) f(x.y) =% ja P = (1,2,2) ¢) f(x,y) = arctan % ja P = (1,0,0) d) x* + 4y + 2° = 36 ja P = (2,-2,4)

7.3. Aériarvotehtavia kahden muuttujan funktiosta

1. Tasoalueen reunapiste
Piste (x,y) on reunapiste, jos pisteen jokainen r-sateinen ymparisto siséltaa seka alueeseen etta sen
ulkopuolelle kuuluvia pisteita.

2. Suljettu alue
Tasoalue on suljettu, jos alueeseen kuuluu myés sen reunapisteet

3. Avoin alue
Tasoalue on avoin, jos alueeseen ei kuulu sen reunapisteet.

4. Pisteen ymparisto tasossa
on jokainen alue U(Xq,Yo), jOS Se on avoin ja piste (Xo,Yo) kuuluu tdéhén alueeseen.

5. Kahden muuttujan funktion suurin ja pienin arvo
Luku p on funktion f(x,y) pienin arvo, jos kaikissa méaarittelyalueen pisteissa (x,y) patee f(x,y) > p
Luku S on funktion f(x,y) suurin arvo, jos kaikissa maarittelyalueen pisteissa (x,y) patee f(x,y) < S
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6. Kahden muuttujan funktion maksimi- ja minimiarvo

Funktion f(x,y) arvo pisteessa (Xq,Yo) on maksimiarvo, jos on olemassa sellainen pisteen (Xo,yo) ymparisto
U(Xo,Yo0), etta kaikilla (X,y) € U(Xo,Yo) patee f(X,y) < f(Xo,Yo) = M

Funktion f(x,y) arvo pisteessa (Xq,Yo) 0N minimiarvo, jos on olemassa sellainen pisteen (Xg,Yo) ympéaristo
U(Xo,Yo), etta kaikilla (x,y) € U(Xq,Yo) patee f(X,y) > f(Xo,Yo) = m

7. Milloin kahden muuttujan funktiolla on suurin ja pienin arvo
Jos funktio on jatkuva suljetulla alueella, niin silla on suurin ja pienin arvo

8. Kahden muuttujan funktion mahdollinen &ariarvopiste
on se piste (x,y), jonka koordinaatit toteuttavat yhtalot f, = 0 jaf, =0

7.3.1. Maarita mahdollinen aariarvopiste a) f(x,y) = 2x° + y* + 8x - 6y b) f(x,y) = -x° + 4xy - 2y° + 1

9. Kahden muuttujan funktion &ariarvon laatu mahdollisessa aériarvopisteessa

Olkoon f,(Xo,¥o0) = 0 ja f,(Xo,Y0) = O seké toisen kertaluvun osittaisderivaatat f,,, f,, = fyx ja fy, jatkuvia
Merkitdan D = f(Xo,Yo) - fyy(Xo.Yo) - [fxy(X0.Yo)]*

Jos D > 0 ja fy(Xo,Yo) > 0, niin pisteessa (Xq,Yo) on paikallinen minimi

Jos D > 0 ja fx(Xo,Yo) < 0, niin pisteessa (Xq,Yo) on paikallinen maksimi

Jos D < 0, niin pisteessa (Xq,Yo) €i ole aariarvoa, pistetta sanotaan usein satulapisteeksi

Jos D = 0, niin &&riarvon olemassaolo jaa avoimeksi.

2. Paattele aariarvo, kun a) f,x =9, f,y =4 jafy, =6b) f=-3,f,=-8jafy,=2¢c)f«=9,fy=6jaf,=7

3. Laske &aariarvot a) f(x,y) = X + y2 +2x - 6y b) f(x,y) =25 - (x - 2)2 - y2 c) f(x,y) = 2% + 2xy + y2 +2x-3
d) f(x,y) =x* - 3xy +y’

10. Kahden muuttujan funktion suurimman ja pienimmén arvon laskeminen, kun méaérittelyalue on suljettu
Jos funktio on jatkuva, niin silla on talléin suurin ja pienin arvo.

Lasketaan ne pisteet missa f, =0 jaf, =0

Lasketaan missa reunaviivan pisteissa derivaatta on nolla.

Lasketaan funktion arvo kaikissa naissa pisteissa. Suurin arvo on suurin saaduista luvuista.

4. Laske funktion suurin ja pienin arvo annetulla alueella a) f(x,y) = (2x - y)* kolmiossa (2,0), (0,1), (1,2)
b) f(x,y) =3x%+ 2y2-4y, yzxzjays4c) f(x,y) =x*+ Xy, x| £2jaly|l £1c)f(x,y) =x? +2xy+y2 , x2+y2§8

11. Aariarvoprobleema, joka johtaa kahden muuttujan funktioon

Paattele mika suure pitaa olla mahdollisimman suuri tai pieni. Téalle suureelle pitdisi saada funktio.
Valitaan jotkin taman suureen arvoon vaikuttavat suureet x:ksi ja y:Kksi.

Muodostetaan maksimoitavalle suureelle funktio f(x,y) x:n y:n ja annettujen lukujen avulla

Selvita maarittelyalue.

Laske saadun funktio f(x,y) suurin arvo méaarittelyalueessaan.

Pohdi lopuksi ratkaisun jarkevyytta ja anna vastaus.

5. Kolmen luvun summa on 12. Laske tulon suurin arvo.

6. Kolmen luvun x, y ja z summa on 30. Laske mikéa on tulon xyzz suurin mahdollinen arvo.

7. Suorakulmaisen sarmion pohja on xy-tasolla yksi kéarki origossa. Laske tilavuuden suurin mahdollinen
arvo, kun yksi karki on tasolla 6x + 4y + 3z = 24.

8. Osoita, ettd kun suorakulmaisen sarmion tilavuus on vakio, niin sen sen pinta-ala on pienin silloin, kun
sarmio on kuutio.

8. Kompleksiluvut

8.1. Kompleksitaso

1. Kompleksitaso

on tavallinen 2-ulotteinen tasokoordinaatisto.

x-akseli on reaaliakseli, ja sen pisteen esittavat puhtaita reaalilukuja
y-akseli on imaginaariakseli, ja sen pisteet ovat puhtaita imaginaarilukuja.
muut koordinaatiston pisteet esittavat jotakin imaginaarilukua.
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2. Kompleksiluvun esittamistapoja

Kompleksilukua merkitdan yleensa kirjaimella z.

Kompleksiluku on 1° kompleksitason piste tai 2° sen pisteen paikkavektori

Kompleksilukuna voidaan pitda 3° lukuparia (x,y) tai vastaavaa pistetta 4° napakoordinaatein esitettyna [r,0]
Se voidaan esittdaa myds 5° algebrallisena summana z = x + yi tai 6° napakoordinaatein z = r(cos 6 + isin 0)

3. Koordinaattimuotoisten kompleksilukujen muuttaminen napakoordinaattimuotoisiksi laskimella T1-85
Kompleksiluvut z = x + yi = (x,y) saadaan napakoordinaattimuotoon nappailyilla

(x,y)] [2nd] [CPLX] [MORE| [F2=>Pol| |[ENTER|
kulma saadaan asteina tai radiaaneina MODE-valikossa tehdyn valinnan mukaisesti

8.1.1. Esita napakoordinaatein kompleksiluku a) 2 + 3ib) 4 - 5ic) 6id) 7

4. Napakoordinaattimuotoisten kompleksilukujen muuttaminen koordinaattimuotoisiksi laskimella T1-85
Kompleksiluvut z = [r, 8] = r(cos 6 + isin 6) saadaan koordinaattimuotoisiksi z = (x,y) = X + yi nappailylla

(r£0)| [2nd] [cPLX] [MORE] [F1=>Rec| [ENTER]

2. Esité polynomimuodossa kompleksiluku a) [2, Yar] b) [6, ©/3] €) [5, -Y2n] d) [7, 77/6]

5. Imaginaariyksikka i
on kompleksitason piste i = (0,1) = [1,Y%x]
Silla on ominaisuus i* = -1 eli sen toinen potenssi on reaaliluku -1 eli se on yhtalén z* + 1 = 0 ratkaisu.

6. Kompleksiluvun reaali- ja imaginaariosa
Olkoon z = x + yi. Reaaliosa = Re(z) = x ja imaginaariosa = Im(z) =y
Olkoon z = r(cos 6 + isin 0). Reaaliosa Re(z) = rcos 6 ja imaginaariosa = Im(z) = rsin 6

3. Mitk& ovat kompleksiluvun reaali- ja imaginaariosat a) 3 + 4i b) 5 - 6i ¢) [6, n/6] d) [4, - Yan]

7. Kompleksiluvun itseisarvo
on kompleksivektorin pituus = kompleksilukua kuvaavan pisteen etéisyys origosta.

z:x+yitaiz:(x,y),|z|:\/x2+y2

z=r(cosO+isinO)taiz=1[r0],|z|=r

4. Laske kompleksiluvun itseisarvo a) 3 + 4i b) 5 - 12i ¢) (3,1) d) [3,1] e) 2(cos 10° + isin 10°)

8. Kompleksiluvun z = x + yi = (x,y) itseisarvo graafisella laskimella TI1-85
Nappdile [2nd| [CATALOG]| |abs] [(x,y)] [ENTER] tai

[2nd| [CPLX] [F4=abs| [(x,y)] |[ENTER

9. Kompleksiluvun argumentti eli vaihekulma.
on se kulma minka kompleksivektori muodostaa positiivisen reaaliakselin kanssa.
z=r, 6] tai z =r(cos 0 + isin 0), vaihekulma = arg z = 6.

z=x+yi,argz=0nsekulmae,jolletan6=¥,0<e<n,josy>O ja n<0<2mjosy<0

Josy=0jax>0,0n6=0. Josy=0jax<0,0on0=m. Jos x =y =0, ei 6 ole maaritelty.

5. Laske kompleksiluvun vaihekulma a) 3 + 4i b) 5 - 12i c¢) (3,1) d) [3,1] €) 2(cos 10° + isin 10°)

10. Kompleksiluvun z = x + yi = (X,y) vaihekulman arvo graafisella laskimella TI1-85
Nappaile [2nd] [CPLX| [F5=angle] [(x,y)] [ENTER]
Kulma saadaan joko asteina tai radiaaneina MODE-valintaan tehdylla tavalla.

6. Maarita reaaliluku a siten, etta kompleksiluku a) (a + 1) + (2a - 3)i b) 2a + (a - a°)i on puhdas reaaliluku.

11. Kompleksiluku on puhdas reaaliluku
kun sen imaginaariosa on nolla. Siis kun z=x +yi, niiny = 0.

7. Mik& on reaaliluku a, kun kompleksiluku a) (a + 1) + (2a - 3)i b) 2a + (a - a°)i on puhdas imaginaariluku.

12. Kompleksiluku on puhdas imaginaariluku
kun sen reaaliosa on nolla. Siis kun z = x + yi, nin x =0
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13. Kompleksiluvut ovat samoja

Olkoon z; = X; + yjija zy =X, + Ysi .

Tallbin z; =z, & X3 = X, JAy; =Y, eli kun niilla on sama reaaliosa ja sama imaginaariosa
Olkoon Z, = [rl, 91] ja Zy = [rz, 62]

Talléin z; =z, & r; =1, JA 6, = 6, + n-2x eli kun niilla on sama itseisarvo ja sama vaihekulma

8. Maarita x ja y, kun kompleksiluvut z; = (x + 2) + (3y - 4)i ja z, = (y + 4) + (2x - 5)i ovat samoja-

8.2. Kompleksilukujen yhteen- vahennys- ja kertolasku

1. Polynomimuotoisten kompleksilukujen yhteen- ja vAhennyslasku
Z3 + 25 = (Xg + yai) + (X2 + Yai) = (Xg + X2) + (V1 + V)i, eli niité lasketaan kuin polynomeja

8.2.1. Laskea) (3-1) + (4 +2) b) (2 +1) - (3- 4i) €) 2i - [(3 - 4) - (5 + 6)]

2. Lukuparimuotoisten kompleksilukujen yhteen- ja vahennyslasku
(X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X2 + Xp, Y1 + Vo)

2. Laske a) (2,3) + (1, -4) b) (3,0) - (2,7) ¢) (1,2) - [(3,4) - (-1,5)]

3. Polynomimuotoisten kompleksilukujen kertolasku ,
Zy - Zp = (Xo + Yad) - (X2 + Yal) = XaXa + X1Yal + XaY1i + Y1Yoi® = (XaXz - Y1Y2) + (XaY2 + XaY1)i
Eli niita kerrotaan kuten polynomeja kuitenkin huomioiden, ettd i* = -1.

3. Laske a) (2 +)(3-1) b) (3- 2i)(4 - 5i) c) (L + )(2 - )(3 + 2i)

4. Lukuparimuotoisten kompleksilukujen kertolasku
Zy - Zp = (Xg, Y1) * (X2, Y2) = (XaX2 - Y1Y2, X1Y2 + XoV1)

4. Laske a) (1,2)-(3,4) b) (2, -3)-(4,1) ¢) (-1,2)-(4,3)

5. Napakoordinaatistomuotoisten kompleksilukujen kertolasku
[r1, 1] - [r2, ©2] = [rar2, B4 + 6,] €li itseisarvo on itseisarvojen tulo ja vaihekulma on vaihekulmien summa.
Zy - Zo = r1(cos 61 + isin 07) - ry(cos 6, + isin 0,) = riry(cos (6, + 6,) +isin (61 + 6,))

5. Laske a) [2, 10°]-[[3, 20°] b) [4, ©/3]-[5, /2] €) [1, -2]-[3, ¥4]

8.3. Kompleksiluvun liittoluku ja kompleksilukujen jakolasku

1. Kompleksiluvun z = x + yi liittoluku
on z* = x - i, eli liittoluvuilla on sama reaaliosa ja imaginaariosat ovat vastalukuja

8.3.1. Mik& on kompleksiluvun liittoluku a) 2 + 3i b) 4 - 5ic) 6id) 7

2. Kompleksiluvun z = (x,y) liittoluku
on z* = (X, -y)

2. Mika on liittoluku a) (2,3) b) (-1, -2) ¢) (0,3) d) (4,0)

3. Kompleksiluvun z = [r, 6] liittoluku
on z* =[r, - 0] eli liittolukujen itseisarvo on sama ja vaihekulmat ovat vastalukuja

3. Mika on liittoluku a) [2, 10°] b) [3, n/4] c) [4, -32°] d) [5, O]

4. Kompleksiluvun z = r(cos 0 + isin 0) liittoluku
on z* =r(cos 0 - isin 6) = r( cos (-0) + isin (-0) )

4. Mika on liittoluku a) 2(cos 10° + isin 10°) b) 3(cos n/3 + isin ©/3)

5. Kompleksiluvun liittoluvun sijaitseminen kompleksitasossa
Kompleksiluku ja sen liittoluku ovat symmetrisesti reaaliakselin suhteen.

. Kompleksiluvun ja sen liittoluvun tulo
.75 = (X + yi)(x - yi) = x> + y* = | z [* eli on reaaliluku ja arvoltaan itseisarvon nelio
z*=[r, 0] - [r,-0] = [r*, 0]

OI|N N O

.Laske a) z-z*, kuna)z=3 +4ib) z=1[5, n/7]
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7. Kompleksiluvun z = x + yi kdanteisluku

1_z¢ _X-yi __X Y i i | la nimittian littoluvull
2 TR TR T Ay i eli se on saatu laventamalla nimittajan liittoluvulla
6. Laske kaanteislukua)z=2+ib)z=3-2ic)z=4+3i

8. Kompleksiluvun z = [r, 6] kadanteisluku

1.1 _1 4

z 0] t‘r ]

7

. Mika on kaanteisluku a) [2, 10°] b) [2/3, /4] c) [3/4, /2] ?

9. Yleissaanto kompleksilukujen jakolaskuun
Jaettava kerrotaan jakajan kaanteisluvulla

10. Polynomimuotoisten kompleksilukujen jakolasku

Xq * Vil gx+¥i)gx-yi) X1Xp + XoY1 - XaYo . . . o
22 Ve RO Yo :1—5—},—1# +—2le—l¥2| eli kompleksiluku lavennetaan jakajan liittoluvulla.

X + Yol X2 tY2 X2 tY2 X2 tY2
Sama tulos tulee myos kertomalla jakajan kaanteisluvulla.

8.Laskea) (2+3i):(4-3i)b)(2-i):(2+i)c)(2-i)-(3+2i):(4+5i)
9. Milla reaaliluvun a arvolla luku (1 + i) : (2 + ai) on puhtaasti reaalinen?

11. Napakoordinaattimuotoisten kompleksilukujen jakolasku

o e Y

Z, - [r2, 02 'ra’

10. Laske a) [6, 50°] ; [2, 10°] b) [4, =/3] : [2, ©/12]

12. Kompleksilukujen z = r(cos 6 + isin 6) jakolasku
Zy . 2, =r1(C0oSs 01 +isin 0,) : ry(cos 6, + isin 6,) = (ry : ry) - (cos (01 - 6,) + isin (01 - 65))

11. Laske a) 10(cos 10° + isin 10°) : 4(cos 50° + isin50°)

13. Laskut kompleksiluvuilla kayttden graafista laskinta TI1-85
Esitd kompleksiluvut z = x + yi lukupareina (x,y) ja kayta kyseista laskutoimitusmerkkia lukujen valilla

siis esim. tulo (2 + 3i) - (4 - 5i) napytellaan [ (2,3)] [(4,-5)] |ENTER]

12. Laske a) (3-4) - 2+3) +(L-)°b) (5-4) +(2+1) - (4-1):(3-1)

8.4. Kompleksiluvun potenssiin korotus ja nelidjuuri

1. Kompleksiluvun z = [r, 6] korotus potenssiin
2"=1r,0]"=1[", n-0]

8.4.1 Laske a) [2, 10°]° b) [3, n/6]° ¢) [2, n/3]° d) [1, n/5]™

2. Kompleksiluvun z = r(cos 6 + isin 8) korotus potenssiin
Z" = r"(cos n-0 + isin n-0)

2. Laske a) z°, kun z = 2(cos 10° + isin 10°) b) z°, kun z = 4(cos n/6 + isin 7t/6)

3. i:n potenssit
it=i i°=-1 i°= - i‘=1

4An+l : 4n+2 -4n+3 . 4n
i =] i =-1 i = =1

4. Kompleksiluvun z = x + yi korotus potenssiin
7" = (x + yi)" voidaan laskea kertomalla tai Pascalin kolmiota tai binomikaavaa kayttaen.
Huomioidaan edellisen kohdan eri i:n potenssit.

3.Laskea) 3+ 2i)°b) (2-i)°c) 2+i)°d) (1-i)°

5. Kompleksiluvun z = [r, 8] nelidjuuri
\/E = [\/_r , ¥20] eli itseisarvosta otetaan nelidjuuri ja vaihekulma puolitetaan

4. Laske \/E ykunz =14, ] b) z =19, /2] c) z = [16, 37/2]
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6. Kompleksiluvun z = r(cos 6 + isin 6) nelidjuuri
\/E = \/_r (cos %20 + isin %20) eli itseisarvosta otetaan nelidjuuri ja vaihekulma puolitetaan.

5. Laske \/E , kun a) z = 25(cos 20° + isin 20°) b) z = 3(cos 120° + isin 120°)

7. Kompleksiluvun z = x + yi neliéjuuri

Oletetaan, etta nelidjuuri on kompleksiluku u + vi.

Tehdaan yhtalosta (u + vi)® = x + yi < u” - v> = x JA 2uv = y yhtalopari, josta ratkaistaan u ja v.
Luvut u ja v on oltava reaalisia seké v > 0, jotta vaihekulma 0 olisi puolet juurrettavan vaihekulmasta.

6. Laske [z ,kuna)z=-3+4ib)z=5+12ic) z=7 - 24i

8.5. de Moivren kaava

1. de Moivren kaava
(cos 0 + isin 0)" = cos nd + isin nO

8.5.1 Laske a) (cos 20° + isin 20°)° b) (cos n/6 + isin n/6)*
2. Laske (cos o + isin a)3 kahdella tavalla ja paéttele mité on sin 3a ja cos 3a.

8.6. Kompleksiyhtéalo

1. Ensimmaisen asteen yhtalo z:n suhteen.

Ratkaistaan kuten muutkin | asteen yhtalot.

Eli nimittajat pois, sulut pois, siirrot, laske yhteen ja jaa z:n kertoimella.
Jos nimittdjaan tulee i, niin se lavennetaan sielta pois.

8.6.1. Ratkaise a) z + 5i=4iz + 14 b) 2(z- 1) =i(z - 11)

2. Yhtalot, joissa z ja z*.

Merkitddn z = x + yi , jolloin z* = x - yi.

Sijoitetaan ndma alkuperaiseen yhtaloon.

X ja y ratkaistaan yhtéloparista : Re(op) = Re (vp) JA Im(vp) = Im(op)

2. Ratkaisea) z +iz*=3(1 +i) b)2(2+2) +i(3z*+1) =0

3. Toisen asteen yhtal6 z:n suhteen, kertoimet reaalilukuja.
Ratkaistaan samalla kaavalla kuin muutkin Il asteen yhtalot.

Jos nelidjuuren alle tulee negatiivinen luku A/~ | D | jaetaan se tuloksi\/-1 - [D| =+/-1 -[|D| =i-/|D]|

3. Ratkaise @) z°-4z2+5=0b)z°-6z2+13=0c) 4z°-12z2+25=0

4. Korkeamman asteen yhtalot, kertoimet reaalilukuja.
Ratkaistaan kuten aiemminkin eli jaetaan | tai Il astetta oleviin tekijoihin, joista tulo = 0 yhtalo.
Lisdna on se, etta Il asteen yhtéld voi antaa ratkaisuksi kompleksilukuja.

4. Ratkaisea) z°-z°+z-1=0b)z2°+32°+2-5=0¢c) z°-52° +17z- 13=0

8.7. Kompleksilukukertoimisten polynomien teoriaa

1. Jakoyhtalo

Olkoon P(z) = a"z, + @™ "zp1 + ... + @,z + @y, missd a, = 0jaa, € C V k

Kun P(z) jaetaan | astetta olevalla polynomilla (z - a) on vaillinainen osamaara Q(z) ja jakojaannos r
Talloin patee jakoyhtalé P(z) =(z-a)Q(z) +r

8.7.1 Kirjoita jakoyht&ld jakolaskusta (z° + i) : (z + i)

2. Jakojaannoslause
Kun polynomi P(z) jaetaan | astetta olevalla polynomilla (z - a) on jakojaannés r = P(a)

2. Mika on jakojaannés, kun a) (z° +i): (z+ 1) b) (z2°-42° +iz-4) : (z-1i)

3. Jaollisuuslause
P(z) on jaollinen binomilla (z - a) < P(a) =0

3. Onko polynomi P(z) = z° - i jaollinen binomilla (z - i)
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4. Tekija - jaollisuus - nollakohta - ratkaisu
(z - @) on polynomin P(z) tekija

< P(z) on jaollinen binomilla (z - a)

< P@=0

< z = a on polynomin P(z) nollakohta

< z = aon yhtalén P(z) = 0 ratkaisu.

4. Onko binomi z + 2i polynomin a) P(z) = z° - 4z° - 5z + 6 tekija b) P(z) = z° - 3z° + 4z - 12 tekija

5. Algebran peruslause
Olkoon P(z) vahintddn ensimmadisté astetta oleva kompleksilukukertoiminen polynomi.
Talléin yhtalolla P(z) = 0 on ainakin yksi ratkaisu kompleksilukujen joukossa.

6. n:nnen asteen yhtalén ratkaisujen lukumaara
n:nnen asteen yhtalélla P(z) = 0 on tdsmalleen n ratkaisua kompleksilukujen joukossa

7. Polynomin tekij6ihin jakolause
Jos n:nnen asteen polynomifunktion nollakohdat ovat z4, z,, ..., z,, niin polynomi voidaan jakaa tekijéihin
P(z) = an(z - z1)(z - 25)...(z - z,), miss& a, on korkeimman asteisen termin kerroin.

8. Useampikertainen nollakohta
Kompleksiluku a on k-kertainen polynomin P(z) nollakohta, jos
P(z)=(z- a)k - Q(2), missé z = a ei ole polynomin Q(z) nollakohta.

5. Muodosta kolmannen asteen polynomi, jonka kaksinkertainen nollakohta on z =1 + i ja jonka reaalinen
nollakohta on z = -2

9. Differentiaaliyhtal6t

9.1 Peruskasitteita

1. Differentiaaliyhtéalo
on yhtald, jossa on tuntematon funktio (y), sen derivaattoja (y',y”,..) ja funktion muuttuja (x) sek& vakiota.

2. DY:n kertaluku
on korkeimman esiintyvan derivaatan kertaluku

9.1.1. Minka kertaluvun DY ona) y +y=1b) Xy +2x=yc) (Y)’ +2y=3d)y’ + 2y =y

3. DY:n ratkaisu ja ratkaiseminen
DY:n ratkaisu on se funktio, joka sijoitettuna ja sen derivaatat sijoitettuna yhtaloon, toteuttaa yhtalon kaikilla x

2.0nkoa)y=x"DY:nxy =3x b)y=e”DY:ny -2y=0c)y=e”DY:ny” -3y + 2y = 0 ratkaisu?

9.2. Separoituva differentiaaliyhtalé

1. Separoituva DY
Voidaan esittdd muodossa g(y)y’ = h(x)

2. Separoituvan DY:n ratkaiseminen

Yhtald g(y)-y’ = h(x) kirjoitetaan muotoon g(y)-% = h(x) ja edelleen g(y)dy = h(x)dx

Integroidaan molemmat puolet f g(y)dy = f h(x)dx ja saadusta yhtalosta ratkaistaan y.

9.2.1. Ratkaise DY a) yy' =2xb)y' =y’ c)y' =4y d)y =xye) y = Xly

2. Ratkaise DY a) (x + 1)y’ =2y b) (x + 1)2y’ + y=0¢) (xX* + 1)y’ = 2xly

3. Maarita ne funktiot, joilla tason jokaisessa pisteessé (x,y) on tangentin kulmakerroin (x + 1)(y - 1).

4. Jaahtymislain mukaan kappaleen lamp6tilan T muutosnopeus on suoraan verrannollinen lampétilan T ja
ympadriston lampotilan T, erotukseen. Tee DY ja ratkaise se.
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3. Tietyn ratkaisun maarittdminen yleisesta ratkaisusta

Ratkaistaessa edellisella tavalla DY:t&, ratkaisuun tulee jokin integroimisvakio C.

Integroimisvakion C arvo saadaan sijoittamalla ratkaisuun annettu alkuehto y, = y(Xo) (eli ratkaisuna olevan
funktion kuvaaja kulkee pisteen (xo,Yo) kautta)

Saatu C.n arvo sijoitetaan lopuksi yleiseen ratkaisuun.

5. Mika on se DY:n y’ = x/y’ ratkaisu, jolle y(1)= 2 ?

6. Maarita funktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (2,3) kautta ja joka toteuttaa DY:n xy’ =y + 2.

7. Ratkaise DY x°y’ = 2y + 1 alkuehdolla y(1) = 0

8. Kayra kulkee pisteen (0,2) kautta ja tangentin kulmakerroin on joka pisteessa pisteen x-koordinaatin
suuruinen. Maarita kayran yhtald.

9. Bakteerien maaran kasvuvauhti on verrannollinen lukumaaran nelidjuureen. Alussa ollut 10000 bakteerin
populaatio oli kasvanut 5 tunnissa 14000:aan. Mika on bakteerien maara 1 vrk:n kuluttua?

4. Tietyn ratkaisun maarittdminen maaratyn integraalin avulla
Kun separoinnin jalkeen on saatu yhtaloé g(y)dy = h(x)dx, otetaan kummastakin puolesta maaratty integraali

y X
f g(y)dy = f h(x)dx , josta saadaan suoraan halutun alkuehdon toteuttava ratkaisu
Yo X

10. Ratkaise edelld olevat tehtavat 5 - 9 tata tekniikkaa kayttaen

5. Tietyn ratkaisun maarittdminen graafisella laskimella TI-85
-Valitse MODE-valikosta kasiteltdva funktiotyyppi DifEq

- DY sy6tetaan seuraavasti: Paina [GRAPH| [F1=Q '(t)] ja anna lauseke, mitd y’ on. Muuttujaa x vastaa t.

Q'1 tarkoittaa derivaattaa y’. Q1 tarkoittaa funktiota y.
- Valitse | F2=RANGE| ja anna arvoksi tMin = X, eli se x, milla alkuarvo saadaan seké koordinaatiston koko

- Valitse | F3=INITC] ja anna arvoksi Ql1=y, eli se y, minka arvon funktio saa lahtdkohdassaan

- Piirrd kuvaaja komennolla | F5=GRAPH

- Jos olet ratkaissut yhtalon, voit piirtdéd samaan koordinaatistoon saamasi funktion kuvaajan ja verrata sita

laskimen piirtamaan kuvaajaan. Valitse [MORE| [F2=DRAW]| [F5=DrawF] ja kirjoita saamasi funktion
lauseke kayttden muuttujana kirjainta x. Jos olet laskenut oikein, kuvaajat ovat paallekkain (ainakin alussa)

9.3. Tasa-asteinen ensimmaisen kertaluvun DY

1. Tasa-asteinen DY
on muotoa y’ = f(y/x)

2. Muuttujan vaihdolla saatava uusi DY

1° Merkitse z = y/x, jolloiny =xzjay =z + xZ

2° Sijoitetaan nama tasa-asteiseen | kertaluvun DY:606n

3° Saadaan z + xz’ = f(z) eli Z = [f(z) - z] / X, joka on separoituva DY

_Y-2x

9.3.1 Muodosta separoituva DY a) y’ =¥ + § b)y =57 3y

3. Tasa-asteisen DY:n ratkaiseminen.

- tee muuttujan vaihdolla separoituva DY

- ratkaise tasta separoituvasta DY:sta funktio z.
- alkuperéisen DY:n ratkaisu on y = xz

2. Ratkaise DY a)y' =2 +2 b) x%' = 2xy + y*

9.4. Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtalo

1. Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen DY
Ensimmaisen kertaluvun = korkein derivaatta on y’
Lineaarinen =y ja y’ ovat ensimmaista astetta
vakiokertoiminen = y:n ja y':n kertoimet ovat vakioita




Pitkd matematiikka. Kurssi MAs3. Analyysin jatkokurssi 21

2. Homogeeninen DY
tarkoittaa etta kaikki termit ovat y:n ja y’:n suhteen samaa astetta.

3. Yksityisratkaisu
on jokin funktio, joka toteuttaa DY:n

4. Yksityisratkaisun l6ytaminen kokeilemalla.
Yleisohje on kokeilla samanlaista funktiota kuin on hairiétermi b(x).

Hairidtermi  Yrite Hairidtermi  Yrite

Vakiofunktio Vakiofunktioy = A polynomi samanasteinen polynomi
sin x, cos x  y = Asin x + Bcos x sin kx, cos kx y = Asin kx + Bcos Kx
erx y = Ael’)( X'el’x y = Axerx + Brx

9.4.1. Maarita DY:lle yksityisratkaisua)y +y=3b)y +y=3xc)y +y=x"d)y +y=e~e)y +y =sinx.

5. Homogeenisen DY:n y’ + ay = 0 ratkaisu
ony = Ce™. Tama voidaan ratkaista joka kerta erikseen separoituvana, mutta tulosta voi kayttaa hyvaksi.

2. Ratkaise DY a)y'+2y=0b)y -3y=0c)y =’2yd) y = - 4x

6. Taydellisen DY:n y’ + ay = b(x) ratkaiseminen.

- Ratkaistaan homogeeninen DY y’ + ay = 0. Olkoon sen ratkaisu y = h(x).
- Etsitédan taydellisen DY:n y’ + ay = b(x) jokin yksityisratkaisu y = t(x)

- Taydellisen DY:n kaikki ratkaisut saadaan muodossa y = h(x) + t(x).

3.Ratkaise DY a)y ' -2y=3b)y’-y=x+1c)y ' -3y=3x"+1d)y’ +y=sinx

4. Maarita annetun ehdon toteuttava DY:n ratkaisua)y ' =3y +4,y(0)=5b)y’ -2y =3x+4,y(1)=2
c)y’ +3y=2sinx,y0)=3

5. Potilaalle annetaan ravintoliuosta nopeudella 200 mg/min. Liuoksen konsentraation y muutosnopeus
kehossa noudattaa DY:a y’ = 2 - 0,04y. Mik& on liuoksen konsentraatio ajan funktiona, kun y(0) = 400?

6. Kaupungin vakiluvun p muutos noudattaa yhtaléa p’ = 0,02p + 100. Mika on vékiluku a) 10 vuoden b) 20
vuoden kuluttua, kun se nyt on 100 000?

9.5. Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtald

1. Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen DY
Tassa kertoimet voivat olla funktioita  y’ + a(x)y = b(x)

2. Homogeenisen DY:n y’ + a(x)y = 0 ratkaisu
Olkoon A(x) jokin funktion a(x) integraalifunktio
Talloin HY:n ratkaisu on y = Ce™®

3. Taydellisen yhtalon yksityisratkaisu
l6ytyy kokeilemalla samantyyppistéa funktiota kuin hairidtermi on.

4. Taydellisen DY:n ratkaiseminen

- Ratkaistaan homogeeninen DY y’ + a(x)y = 0. Olkoon sen ratkaisu y = h(x) = Ce™®
- Etsitdan taydellisen yhtalén jokin yksityisratkaisu, olkoon se y = t(x)

- Taydellisen DY:n kaikki ratkaisut ovat y = h(x) + t(x)

9.5.1 Osoita, ettd y = X° + x toteuttaa DY:n y’ - 3xy = 1 - 3x". M&arita yleinen sek& ehdon y(0) = 2 toteuttava
ratkaisu.

2. Osoita, etta y = 2x¥* toteuttaa DY:n y’ = y/x + \/?( . Maarita DY:n yleinen seké ehdon y(1) = 5 toteuttava
ratkaisu.

9.6. Toisen kertaluvun lineaarinen homogeeninen vakiokertoiminen differentiaaliyhtal®

1. Toisen kertaluvun homogeeninen vakiokertoiminen DY

- Toinen kertaluku = korkein derivaatta on y”

- Lineaarinen =y, y’ ja y” ovat ensimmaista astetta

- Homogeeninen = jokainen termi on y:n, y':n ja y”:n suhteen samaa (ensimmaistd) astetta
- Vakiokertoiminen = kertoimet ovat reaalilukuja

- Yleinen DY:n muotoon y” + py + qy =0
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2. Karakteristinen yhtalo

DY:ay” + py + qy = 0 vastaava karakteristinen yhtaloé on r* + pr + q = 0 (korvataan y” r:lla, y' r:lla ja y 1:113)

3. DY:n ratkaisu, kun karakteristisella yhtal6lla on kaksi erisuurta reaalista ratkaisua ry ja r»

rix

Ratkaisu on y = Ce™ + De'™

9.6.1 Ratkaisea)y”-y=0b)y”

_y’_6y:O

4. DY:n ratkaisu, kun karakteristisella yhtal6lla on yksi kaksinkertainen ratkaisu r.
Ratkaisu on y = Cxe™ + De"” = (Cx + D)e™

2. Ratkaisey ” + 6y’ + 9y =0

5. DY:n ratkaisu, kun karakteristisella yhtalolla on imaginaariset ratkaisut a + bi
Ratkaisu on y = e*(Csin bx + Dcos bx)

3. Ratkaisey 7 -2y’ +4y =0

4. Maarita annetut ehdot toteuttava ratkaisu a) y ”
=2jay’(0)=1

b)y”+2y +3y=0,y(0)

T T I T Y
1.1.1a) > b) 6 C) 3 d)0e) 2 f) )

£ b) % V2 ¢) % d) -0,280

. a) 0,775 b) -0,315 c) eiole
.a) 0,343 b) -0,226

)5 by
.a)0,5b)-0,3c)eiole
La)0b) % o)

\lmm.boo!\)

T T % 3%
1.2.1a)0b)§c)gd)§e)7f)n
2a)1/zb)£c)1/z+1/4\/§ d) 1,05
a)g b)j7t c) ei ole
. a) 0,939 b) 0,446

5n 3n
.a)% b
.a)0,5b)-0,3c)eiole
T 3n
.a)nb)z b)T

N~ o o A W

1.3.1a)7 b)0464¢)73 d)0,714
e) 0,615 f) -5

2.a)\3b)1c) %+ 56@ d) -0,519

3. ) 0,611 b) -0,301 c) -1,13
. a) 0,365 b) -0,253

4

T by
5.a) 6 b) - 4
6.a)0,5b)-0,31c)n
7

.a)0b)7 07

Vastaukset E-tehtaviin
8.a)52E b)ZAsE c)g d)ﬁ
4 3[1 - af
=

e)§

14.1a
)\/1 4x°

.

[x\x® -1

2. 8)—= b 2

' )\/x-x2 )\IZ-X2
-1

C)Z\/x-x2

3.a)

)\/1 x*
c)

b)

e 1
e™+1 " x(@+ (Inx)9)

o) COS X
1+ sm2 X

4.2
5.x:0
6.-1<x<%

7. MAX—f(i)—\/é

ja f(1) = Yr - 2
M|N=f(5§)=% BNE
jaf(-1) =2 - ¥n

1.5.1a) arcsin x+C b) C - /1 - X
2.a) arctan x+C

b) 1/zIn(x +1)+C
c)x +arctan x + C

3a)3 b}

4.

wla

21.1a)%Ee-e")~1,175
b) Y4(e” - e?) ~ 3,627

-y’-30y=0,y(0)=1jay’(0)=-4

c) v(Je -é) ~ 0,521

d) 12'e ~-1,175

2.a) 0,822 b) 0,253 ¢) 2,129
3.a)In(2+/5)b)In (2 +4/3)
c)In2

4. a) x ~ 0,390 b) x ~ -0,539

2.2.1a)Y(e +e')~1,543
b) va(e® + ) ~ 3,762

L S
c) %(Je +\/E )~ 1,128

d) Y%(e +et) ~ 1,543

2.a) 1,295 b) 1,031 c) 2,352

3.a)In (2++/3 b)In(\/5 *2)

c)xIn2

4.a) x ~ + 0,541 b) x ~ 0,962

¢) x~0,725
e’-1

23.1 a) 7—

b) 7—1 ~ 0,964

~ 0,762

o) :+ T ~0462
2
d) S-& Sroq ~- 0,762
2.2) 0,625 b) - 0,245 ¢) 0,005
3.a)In3b)-%In 2
4. a) 0,908 b) - 0,155

251 a) -2xcosh (1 x%) b) tanh x
c) e®™*. (1 - tanh?® x)

d) ¥2cosh 2x -

2.f0)=-1

2.6.1 a) -Y2cosh(1 - 2x) + C
b)In|sinhx|+Cc)-cosh%+C
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2. a) sinh® 1 b) Y4(sinh 8 + sinh 4)

3.1.1a)t=5x"+1, dt = 10xdx ,
%(5x2+1)3+Cb)t:x3+1,

dt = 3x%dx, %(x2 +1)¥+cC

c) t = sin x, dt = cos xdx,
Yasin® x + C dt=x*+1,

dt = 2xdx, \/x2 +1 +C

2.a)%(x-1)6+%(x-1)5+c

b)(45—x -%)(X-Z)\/x-z +C
c) % (x+1)® - % (x+1)"+ % (x+1)%+C

1 1
d) 37 L +x) -5 @ +x)°+C
3. Yearcsin 2x+C b) arcsin ¥2x+C
c) Yaarctan ¥ax + C

3.2.1 a) 13% b) 13/42
2. a) 28,8 b) 184/105 c) 4/15

4.1.1a)y:4—2xb)y:\/4-x2
c)y:-\/4-x2
dy=2x+£43x"+1

,_1-y , 2X+
421a)y=37"> b)y=—z—x3y X

. 2-2xy°
C)y_3xy +1
2.a)-2/3b)1c)1d)4/(n-4)
3.y=2-x

5.1.3t> -1 tai x > 0. Paraabelin
y = 1 - x* oikea puolisko
4. Jos lahtdpaikka on origo

{Xy::133;55tt eliy=0,26x
X =Yt

5. ympyralla {y = 12100 -t eli
x2+y2=25
Xx=1+2t XxX=3+t
6'a){y:2—3t b){y=—1+2t
{x:-1+3t
) ly=2-6t
x=1+2t
z=-3+3t
{x:2+4cost
8. y=3+4sint

X=2+t
9. {yz -1-2t

0<t<2rn

5.2.1a)3/:(x-1)3b)y:1+1/x
)X +y =1d)9x*+y* =1
2.y=Yx’-x+2

3.y =%(1 - X%

4.4x° +y* = 16

5.3.1a)1%b) 6 c) -1d) 1/3
2.2)2b)0

3.2) (0,-2) ja (0,2) b) (4,-16) ja
(8,16)

4. a) (1,0) b) (2,-11)

6.1.1a)5b)6c)nd)0e)3
2.0=a)10°b)nc)1d)9-2n
3.a)0b)2c) 23 d)4e) 243

f)2g)0h)2i)2y/3 j) 4 k) 2¢/3
)2m)0

6.2.1 a) (0,4) b) 0,-4) c) (2,-21/3)
d) (-2,-2\3)

2. a) (3;5,196) b) (2,83 ; 2,83)
c) (1,62; 2,52) d) (1,08; -1,68)
e) (0,99; -1,14)

3.a) [\2,n/4] b) [2,0]

c) (2¢/5, -26,6°] d) [5,7]

e) [13, 67,4°]

4. a) [3,6; 56,3°] b) [6,4; -51,3°]
c) [6,7; 26,6°] d) [2,2; 117°]

e) [3,6; 146°]
5.a)r=3b)r=6cos 6
c)r=4/sin6d)r=5/cos 0

e) r=2/(sin 6 - 3cos 0)

6.a) X +y -4y =0

b) 0 +y* +2y)° = x° + y?

c) 4x? - 5y? - 36y =36

6.3.1. a) ky = 0 b) ky = -2/3
C) kT =0

2. [L/3], (4], [1, 57/3]
3.[3.27/3 , [3, 4n/3]

7.1.1a)-36 b) 2/lec) 6
2.a)x’+y’<1b)y<x-1
c)y#0jax>0d)|x+y|<1
3.a)x2+2xy-3x+4y=0
b)z=x2-3xc)z=4y
4.a)y=x2+2x-5
b)y=x*+2x-5¢)y=x"+2x

7.2.1 a) 3x%y* b) 2y* - yix®

c) (1+y)e* d) (2x+2y)/(x*+2xy)
e) sin (x3y) + Xysin (x;g)

2.a) 2x°y b) 4xy - 3y” + 1/x

c) (x + 1)e* d) 2x/(x* + 2xy)

e) x’sin (xy)

3.a) 6 b) 3¢’

4.a) 0 b) 4e’

5. a) f, = 6x - By, fy = fx = -6X,
f, =0 b) fux = €”[ycos (x +y) +
(y* - Dsin (x +y)],

fuy = fyx = €7[(x + y)cOS (x + ) +
xysin (x +y)],

f,y = €[2x-cos (x +y) + (X* - 1)
sin (X + )]

7.a) 3i + 4j - 5k b) 32i + 32j - k
c) 4i + 3j + 12k

8.a)10x-8y-z=9b)2x-y+2z
=2c)y-z=1d)x-4y+2z=18

7.3.1a) (-2,3) b) (4/3, 4/3)

2. a) ei tietoa b) max ¢) min
3.a)min=1(-1,3) = -4

b) max =1f(2,0) =5
c)min=1(-1,1)=-4

d) min =f(1,1) =-1, f(0,0) =0 on

satulapiste
4.S=16,p=0b)S=28,p=-2
c)S=16,p=0

5. a) 64 b) 12 656,25 c) 64/9

8.1.1 a) [\[11, 56,3°]

b) [\41, -51,3°] c) [6, /2]

d) [ 7.0]

2.a)\2 +1/2 b) 3 +3i\3
c) -5i d) -3¥\[3 - 3%i
3.a)Re(2)=3,Im(z) =4

b) Re(z) =5, Im(z) = -6
¢)Re(z) =31/3, Im(z) = 3
4.a)5b) 13 ¢)\/10 d) 2
5.a) 53,1° b) -67,4° c) 18,4°
d) 10°
6.a)a=1%b)a=0taia=1
7.a) a=-1b)eimilldan a
8.x=5,y=3

8.21a)7+ib)-1+5ic)4+10i
2.a)(3,-1)b)(1,-7)c) (-3, 3)
3.a)7+ib)2-23ic) 7 +9i

4. a) (-5,10) b) (11, -10)

c) (-10,5)

5. [6,30°] b) [20, 57/6] c) [3, -1%%]

8.3.1a)2-3ib)4+5ic)-6id)7
2.a) (2,-3) b) (-1,2) ¢) (0,-3)

d) (4,0)

3.[2,-10°] b) [3, -/4] c) 4, 32°]
d) [5,0]

4. a) 2(cos 10° - isin 10°)

b) 3(cos n/3 - isin ©/3)

5. a) 25 b) 25

2 1. .3 2.
6.a)§—§|b)ﬁ+ﬁl
4 3.
)25 “251

7. @) [%, -10°] b) [1¥%, -1/4]
¢) [4/3, -n/2]

1 18 . 1 3.
8.a)-£ +£|b)§ -gli
37 36.
©)a1 “a1!
9.a=2

10. a) [3,40°] b) [2, /4]
11. 2¥%5(cos 40° - isin 40°)
12. @) 18 - i b) 7Y% - 2%i

8.4.1 ) [4,20°] b) [9, ©/3] c) [8, 7]
d) [1,0]



Pitka matematiikka.

24

Kurssi MAs3.

Analyysin jatkokurssi

2. a) 4(cos 20° +isin 20°)

b) 64(cos n/2 + isin ©/2) = 64i
3.a)5+12ib)3-4ic)2+11i
d) -2 - 2i

4. a)[2, /2] b) [3, n/4]

c) [4, 3n/4]

5. a) 5(cos 10° +isin 10°)

b) \/3 (cos 60° + isin 60° )
6.a)1+2ib)3+2ic)4-3i

8.5.1 a) (cos 60° + isin 60°)

b) (cos 2n/3 + isin 21/3)

2. cos 3a +isin 3a =

(cos® a - 3cos a sin® )
+i(3cos® a sin a - sin® a)

sin 3o = 3cos® a sin a - sin® a
cos 3a = cos® o - 3¢os o sin® o

8.6.1a) 2 +3ib) 3-4i
2.a2+ib)1-2i
3.a)2+ib)3x2ic)l15+2i
4.a)1,+¢ib)1,-2+ic)1,2+3i

8.7.1 (2°+i) = (z+i)(Z* - iz - 1) + 2i

2.a)i-1b)-1-i
3.ei

4.ageib)on

5.2 - (4 + 20)Z° + (4 + 6i)z - 4i

9.1.1a)1.b)1.c)1.d) 2.
2.a)onb)onc)on

921a)y= i\/2x2 +C
1 X
b)y=g_x ¢ y=_Ce’
2
d)y = Ce”X

eyy= J_r\/2/3-x3 +C

2.8)y=C(x + 1)’ b) y = Ce"*"

c)y=+\2In (x2 +1)+C

3.y’=-1i\/(x+1)2+C

4. '=T_—-|-O,T:Toi\/kt+C
5.y:\/2x2+2

6.y =2¥Xx-2

7.y= 1/z(ez'zz’x- 1)

8.y =287

9.n. 38 400

9.3.1a)xzz' =1

b)x(3z+2)Z +32°+z+2=0
2.a)y =2xIn x + Cx

Cx?
b)yzl-Cx

941a)y=3b)y=3x-3
C)y=x>-3x°+6x-6
d)y=1/3-e*

€) y = ¥(sin X - cos x)
2.a)y=Ce*b)y=Ce*
c)y=Ce™d)y=Ce™
3.a)y=Ce*-x-2b)y=Ce*-
1% ¢)y = Ce® - x2 - 2x/3 - 5/9
d) y = Ce™ + %(sin X - cos Xx)
4.3)y=19/3-e*-4/9

b) y = e® - 1¥x - 2%

c) y=3,2e"¥ + 0,6sin x - 0,2c0s X
5.y = 350e % + 50

6. a) 123 000 b) 152 000

2
9.51y=Cel” +x3+x,
2
y = 26172 45 4 x
2.y=Cx +2xyx ,
y = 3x + 2x\x

9.6.1a)y=C; + Cxe*

b) y = C,e¥ + C,e™
2.y=Ce ¥+ Cxe™

3.y =€ [Cysin (x\[3) +
Cacos (x\/3)]
4.3)y=1/11- (¥ + 10e™)

b) y e"‘[% sin(x\[2 )+2cos(x\2 )]

Aiempien vuosien koetehtavia
97.1.1. Olkoon f(x) = arc sin x . Laske a) f(-¥2) b) f "(-%%).
97.1.2. Laske kayralle x* - 3xy + y* + 1 = 0 pisteeseen (1,2) piirretyn tangentin yhtalo.

97.1.3. Ympyra (sade on 5 m) on xy-tasossa siten, etta keskipiste on aina x-akselilla. Tarkastelun
alkuhetkella pallon pinnalla, origossa olevan keskipisteen ylapuolella on valaiseva piste. Mik& on valaisevan
pisteen rata parametrimuodossa, kun

a) keskipiste on paikallaan, mutta ympyra pyorii keskipisteen ympari myétapaivaan kerran 10 sekunnissa

b) ympyra ei pyori, mutta keskipiste liikkuu vauhdilla 5 m/s positiivisen x-akselin suuntaan

¢) ympyra pyorii keskipisteen ympéari myoétapaivaan kerran 10 sekunnissa ja keskipiste liikkuu vauhdilla 5 m/s
positiivisen x-akselin suuntaan?

97.1.4. Esitéa piste a) (3, 4) napakoordinaateissa b) [10, n/6] suorakulmaisissa koordinaateissa.
97.1.5. Laske funktion F(x,y) = €¥ + 2x* - 3y” kaikki toisen kertaluvun osittaisderivaatat.
97.1.6. Maaritaa)z b) |z| ¢)z™*, kunz=2+3i

97.1.7. Ratkaise taydellisesti yhtalo (z2 -82)(z-1)=25(1-2)

97.1.8. Ratkaise differentiaaliyhtaldé xy " = 2y - 1.

97.1.9. Maarita differentiaaliyhtalén y ~ + 4x = y se ratkaisu, joka toteuttaa ehdon y(0) = 3.

97.1.10. Ratkaise differentiaaliyhtdlo y - 5y " - 6y = 0.

1. a)f(-%2) =x;arcsin 2 =x; sin x = -%2 JA -Yoan <X < Y%m ; X = - /6

000 = 7 ) = 5 = 5
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2.X°-3xy+y +1=0;2x-3y-3xy +2yy’ =0
Sijoitetaan x=1jay=2:2-6-3y +4y =0;y =4
y-2=4(x-1);y-2=4x-4;y=4x-2

3. Kulma pisteeseen menevan sateen ja x-akselin valilla on Yar - 2r/10 - t = (5 - 2t) - /10
{x =5 cos (5 - 2t)n/10 b {x 5t {x =5t+5 - cos (5 - 2t)n/10
) y=5.sin(5-20m10 2 ly=5 9ly=5.sin (5- 2010

4.a)x=3jay=4;R=+/37+4%=5;tan 0 = 4/3 ; 0 = 53,1° Piste = [5, 53,1°]
b)r=10ja0=n/6 ; x=r-cos0=10-cosn/6=10-YA3=5\3 ; y=r-sin6=10-sinn/6=10%=5
Piste = (51/3, 5)

5. F(X,y) = €Y + 2X° - 3y ; Fy(X,y) = Y& + 6X™ ; Fy(X %/) y2 V4 12% 5 Fry(x,y) = €7 + xye™
Fy(x.y) = xe¥ - 6y ; Fy(x.y) = ¥ + xye® ; Fy(x,y) = x"e" -

6. z-2+3| a)z=2-3i b)|z|=27+3%=+/13

11 2-3i 23|23|23

2+3| “(2+3)(2-3) 4-9°- 13 13 13!

7.(22-82)(2-1):25(1-2)||®z-l);22-82—-25TAIz-l:O;zZ-82+25:OTAIz:1

_8+1/64-100 8++/367 8 +6i
= > =S5 =

5> —4x3iTAIz=1
- L dy _L_d_X _2 . (dx
8.xy—2y-1,x-dx—(2 1); ‘Dy-1- Yo - 2y - 1d f
“In| 2y - 1| In|x|+k ; In|2y 1]=2 Ian|+2k ; In|2y 1|—In(x )
|2y 1]=x*-e*;2y-1=+®.x*;2y=1+e Yy =Yt e X y—l/z+Cx

9.y’ +4x=y;y’ - y—-4x,HY.y -y=0;y=Ce"
TY: Arvaus yksityisratkaisuksi y = ax + b ; y "= a. Sijoitetaan nama TY:60n
a-ax-b=-4x;-a=-4JAa-b=0;a=4JAb=4; y=Ce* +4x+4

y(0)=3;3=Ce’+0+4;C=-1 Viy=-€e“+4x+4
5+25+24 57
> =

10. HY:y " - 5y " - 6y = 0 ; Karakteristinen yhtalo r’-5r-6=0;r= 5> M= 6,rn=-1

Viy=C.-e¥+D.e™

98.1.1. Ratkaise differentiaaliyhtald y” - 5y'+ 6y =0
98.1.2. Miké on kayralle X2 + y2 - 3xy —4x + 5 = 0 pisteeseen (1, 2) piirretyn tangentin kulmakerroin?

98.1.3. Ratkaise yhtalo (z° + 5)(z — 1) = 22° - 2z.

2

2_ g parametrinarvoa t = 2 vastaavaan pisteeseen piirretyn kayran normaalin

98.1.4. Maarita kayran {; Z
yhtalo.

98.1.5. Milla kompleksitason viivalla on a) voimassa yhtalo | z + iz* | = 2? b) lauseke z + iz* puhtaasti
reaalinen? (z* on kompleksiluvun z = x + yi liittoluku.)

98.1.6. a) Osoita, etté funktio y = 2x toteuttaa differentiaaliyhtalon y” + 2y = 4x + 2.
b) Mika on differentiaaliyhtalén y’ + 2y = 4x + 2 yleinen ratkaisu?
¢) Mika on alkuehdon y(0) = 3 toteuttava yksityisratkaisu?

98.1.7. Maarita lausekkeen cos ( arctan 2 ) tarkka arvo.

98.1.8. Esita a) suorakulmaisissa koordinaateissa yhtalo r = 2sin 6
b) napakoordinaatein muodossar =r(0) yhtalo y = x + 1.

98.1.9. Funktiolla f(x,y) = - x> + 4xy — 2y* + 1 on origosta poikkeavassa kohdassa maksimiarvo. Mika on
tama piste ja laske maksimiarvon suuruus.

98.1.10. Maarita ne ensimmaisessa neljanneksessa kulkevat kayréat, joilla on ominaisuus: Kéaytéan
mielivaltaiseen kohtaan X, piirretty tangentti leikkaa x-akselin pisteessa (¥2xo, 0).
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1.y -5y’+ 6 =0 ; Karakteristinen yhtalo r’ —5r+6 =0 ;r=3tair=2 V:Ce>™ + De”™

2.x"+y"—3xy—4x+5=0]D();2x +2yy- 3y—3xy-4=0;SN. (1,2
2+4y-6-3y-4=0;y=8:k=8

3.(Z+5)(z-1)=22"-2z;(Z+5)(z-1)=22(z-1) || : (z-1);Z°+5=2ztaiz-—1=0

2+\/4 20 2+\/-16 2+4i

2-22+5=0; 5> =l+2itaiz=1
X = 2t 3 X = 22 -3 _[x=5 X =4 [X'(2)=8
4. {y 3t ; Piste : {y 22 39" {y:-2’ KuImakerrom.{y, :2t—3’{y'(2):

ke = Xﬂé% “kn=-8;Normaali:y+2=-8(x—5):y+2=-8x+40;y=-8x + 38

5.0) | z+iz* [ =|x+yi+xi+yil [=|(x=y)+ (X +Y)i|=VX-y)7+ X +y) =X -2xy +y  + X+ 2xy +y* =

N2 +2y =2 ()23 +2y° =4 ;x*+y* =2

b) z +iz* = (x — y) + (X + y)i on puhtaasti reaalinen, kun x + y = 0 ts. suoralla y = -x

6.y = 2x; y = 2, jotka sijoitetaan DY:66n. 2 + 2:2x = 4x + 2 , joka oOn tosi.
HY: y'+ 2y = 0 yleinen ratkaisu on y = Ce™™ . TY:n yleinen ratkaisu y = Ce ™™ + 2x
y(0)=3;3=C-e’+2:0;3=C-1;C=1. Yksityisratkaisu y = 3¢ + 2x

7.arctan2=x < tanx =2ja-Yan <x<Y%mn. Kuntan x>0, 0n 0 <X <Yrn
Piirr. suorakulmainen kolmion, jonka kateetit 2 ja 1, jolloin hypotenuusa = \/3

cos (arctan 2) = cos x = L
\/5

8.X=rcos0;y=rsing;r=4x"+y

5 ainn - oY 22 5, 22 a2 2 _
a r—ane,\/2+ 2=2 XY =2y XY =2y +1=1 X+ (y=1)°=1
) i X"ty Ry XT+y =2y X" +y -2y X"+ (y—-1)

N o I S
b)y_x+1’r.s|n6_r-cose+l,I’(Slﬂe—cose)—l.r—sine_cose

9. Aariarvo voi olla vain kohdassa, jossa fxy = fy = 0

3 +4y=0 . 4 4
{4x-4y30 ;-3x2+4x:0;x(-3x+4):0;(x:Otal)-3x+4:O;X:§;y:§
4 4 4 5
G 3=-G +455-25°+1=2
_LO _Y

10. Sivuamispiste P(x,y). x-akselin leikkauspiste = A(¥2x,0) ; k1 =y = kap = v

a§ _Y_yX 2d f_X f—dx INy=2Inx+D;Iny—Inx*=D; Iniz Ine®;y=ePx

y = Cx?, missa C=e°>0 ja x > 0, koska kayran tulee olla | neljanneksessa.

98.2.1. Ratkaise differentiaaliyhtalé y” - 6y’ + 9 = 0.
98.2.2. Maarita kayralle y = arcsin % kohtaan x = 2 piirretyn tangentin kulmakerroin.

98.2.3. Laske yhtalon x® — 5x% + 9x — 5 = 0 kaikki ratkaisut.
98.2.4. Laske kayran x® + y* = 9 pisteeseen (1,2) piirretyn tangentin yhtalo.

98.2.5. Milla kompleksitason viivalla lauseke (2 + i)zz* + 2z + 4iz* on reaalinen.
z* on kompleksiluvun x + yi liittoluku.

—t + 2t -

98.2.6. Laske kayran {y ot 3 siihen pisteeseen, missa kayra leikkaa positiivisen y-akselin, piirretyn

tangentin kulmakerroin.
98.2.7. Missa pisteessa voi kahden muuttujan funktiolla f(x,y) = x* + 2y* — 3xy — 4x + 5y olla &ariarvo?

98.2.8. a) Esita suorakulmaisissa koordlnaatelssa yhtalo r=2-sino.
b) Esita napakoordinaateissa yhtalo (x — 1)° + (y — 1)° = 2

98.2.9. Ratkaistavana on differentiaaliyhtalo y - y = - e*
a) Ratkaise homogeeninen yhtal6
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b) Korvaa homogeenisen yhtalon ratkaisussa oleva vakio C funktiolla C(x) ja selvitd mik& C(x):n tulisi olla
jotta nain muodostettu homogeenisen yhtalon ratkaisu olisi myds alkuperaisen yhtalon ratkaisu.
¢) Anna vastaus, kun alkuperaisen yhtalon ratkaisu on homogeenisen yhtélén ratkaisu korvattuna C(x):lla.

98.2.10. Eraan kayran mielivaltaiseen pisteeseen P(Xq,Yo) asetettu normaali leikkaa x-akselin pisteessa A ja
olkoon piste B = (x,,0). Maarita kayran yhtald, kun janan AB pituus on 1 ja kdyra kulkee pisteen (0,2) kautta.

1.y -6y +9=0;r"-6r+9=0;r,=r,=3;y=(C+Dx)e”

. , 1 1 , 1 1 3[3
= " = - * = = . _1 = - == -
2.y=arcsinl/x;y ) ( ;z),kT Y (2) .14 (-Ya) 2\/— 6

3.x°-5x° + 9x - 5 = 0 ; huomataan, ettd x = 1 on yksi nollakohta (x - 1)(x° - 4x + 5) =0

4++/16-20 4+~[4(1) 4+2i
2 =T 2

5 = 2%i

X-1=0taix’-4x+5=0;x=1taix =

4.x°+y°=9;3x° +3y’y'=0; sij. Piste (1,2) ; 3-1°+3-2°y'=0;y=kr=- ¥
y-2=-Y(x-1);4y-8=x-1;x+4y=9

5. (2 + i)(X + yi)(x - i) + 2(x + yi) + 4i(x - yi) = (2 + i)gx2 +y7) + 2X + 2yi + 4xi + 4y =
2X° + 2y° + X0+ VPI + 2X + 2yi + AXi + 4y = (2X° + 2y° + 2X + 4y) + (X° + VP + 2y + 4x)i
Lauseke on reaalinen, jos imaginaariosa =0 ;x> +y* +2y +4x=0; (x +2)° + (y + 1)°=5

6. y-akselin leikkauspisteessa x =0 ;t°+2t-3=0;t=1tai t=-3
Jost=1ony=1-3<0, joten se ei ole positiivisella y-akselilla. Jost=-3, ony =15
Yy 2t-2 -6-2 -8

YO =~ 2tv2" 6+2" 4"

- {fX:O {2x-3y-4:0 |- 4

' |-3x+4y+5=0] -3

f,=0" ;X-1=0;x=1;-2-3y-4=0;y=-2V:(1,-2)
L=

8.a)r=2sin6;\x"+y :2-—Lm||-\/x2+y2;x2+y2:2y;x2+y2-2y+1:O+1;(x-0)2+(y-1)2:1

b)(x-1)2+(y—1)2:2;x2-2x+1+y2-2y+1:2;x2+y2:2(x-y)
r’ = 2(rcos 6 +rsin 0) || : r ; r = 2(sin 6 + cos 6)

. d d
9-a)y-y=0;a¥=y;—y¥:dx;

b) y = C(x)e*; y'= C’(x)e* + C(x)e*, Sijoitetaan nama yhtaléon y - y = -e*
C'(x)e* + C(x)e*-C(x)e*=-e";C’(x)e*=-1e";C'(x)=-1;C(x)=-x+D V:y=(D-x)e"

Iny=x+Cl;y=e""“=¢%" =cCe

10. P = (X0,Y0) ; B = (X0,0) ; A= (X0 £ 1,0) ; kr = ¥ (Xo) ; kn = -11y"(Xo)

‘o o1, , d
kAB:kN;XO)fOXOil:y,(XO);y(XO)y(XO):il;yy:il;y'dX:il;ydy:idX;l/zyzziX"’C ;(0,2) on

kayralla; %-4=40+C;C=2,; %y  =+x+2; V:x=#*¥y’ -2)

99.1.1. Maarita a) pisteen (—2\/§ , 2) napakoordinaatit b) pisteen [6, %] koordinaatit xy-tasossa.

99.1.2. Maarita differentiaaliyhtalon y ” - 3y’ + 2y = 0 yleinen ratkaisu

3
99.1.3. Laske a) D arccos 2x b) f\/—z dx
4 - 4x

2
99.1.4. Osoita, etta toisen kertaluvun osittaisderivaatat f,, ja fyx ovat samat, kun f(x,y) = Y.

— 2
99.1.5. Laske kayran {; _ th ftSt kohtaan, missa t = 2, piirretyn tangentin yhtalo.

3

- . ai . . -
99.1.6. Milla reaalisella a:n arvolla lauseke 5 on puhtaasti reaalinen luku? Mik& on lausekkeen arvo

+i

taloin?
99.1.7. Ratkaise differentiaaliyhtaldo y ’ - xy = x.

99.1.8. Missa pisteissa Cartesiuksen lehden X2 - 6xy + y3 = 0 tangentti on suoran
a) y =0 b) x =0 suuntainen?
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99.1.9. Maarita kayrat, joiden kuvaajan jokaiseen pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin on yhta suuri
kuin pisteen koordinaattien summa.

99.1.10. Mitka ovat ne kolme positiivista lukua, joiden summa on 24 ja joiden tulo on mahdollisimman suuri?

1.a)(-2\/3,2);r=/43+4 =4.tan 0 = 2/(-2[3) = -1~[3 ; 6 = 51/6 V: [4, 5n/6]
b) [6, n/3] ; X = 6-cos /3=6 Y% =3;y=6-sinn/3=6~/3/2=3/3 V: (3, 3\3)

3+49-8 3+1

2.y"-3y’+2y=0:Kar yhtalo r*-3r+2=0;r=" ==5= ir=2tair=1; y=Ce” +De"

1 2 3 3 3
d.a)Darccos2x=- 77— -2=- b dx = dx =75 arcsinx +C
) V1 - (2x)° \1-4x )f\/4-4x2 fz 1-x 2

2 2

a1y = Y hy =t Y 1= Y, folx) =Y 2=, 2ye™ Y
X - X-y -

fu(x,y) =e (-2y)=-2ye » f(Xy) = 2ye Y= 2ye Y = f(X.y)

S{X:tZ-Bt . pist {x 2° 32 {x_-z
ly=4at? +5t 0 TS \y=4.224+5.2 ' |ly=26

x'=2t-3 | _y'(2) 82+5 _, .
y'=8t+5 ' KT=x(2) =22-3
Yhtald y - 26 = 21(x + 2) ; y - 26 = 21x + 42 ; y = 21X + 68

Kulmakerroin {

3-ai_(3-ai)(2-i)) 6-3i-2ai+ai° 6-a -3-2a

6.5 " 2+D2-1) - - =Tg +~ g ionpuhtaasti reaalinen, jos
. . . N )
imaginaariosa=0.-3-2a=0;-2a=3;a=-1%. Arvo on talléin 5 =1%

7.y -xy=x;y’ =x(y+1); dx =x(y +1); y+1 = xdx ; fFrLl fx dx;

Cl el/zx Yox? Yox?

/2X+C1 cy+1=Ce™™ ;y=Ce™™ -1

In |y + 1] = ¥%x°+Cy ; [y + 1| = Ly +1]=

8.x°-6xy+y =0, joka der|v0|daan |mpllsnttlsestl

3x*- By -6xy ' +3y’y =0;x*-2y-2xy +yy =0;(y -2x)y ' =2y-X;y ‘53"—2(
a)T||ly=0;ky=0;y’ =0;2y- X*=0; y= Yox? joka sijoitetaan alkuperaiseen yhtaléon
x> - 6x-1ax> + 1/8:x° =0 ; x*(1/8:x*-2) =0;x=0tai 1/8:x*=2;x* =16 ; x = ?\’/E = 23{/5
y=0taiy= 1/2(23\’/5 )’ = 2%/71 V: (0,0) tai (23{/5 , 23{/2 )

b)T| x=0;ts.y’ eiolets. y2 - 2X =0, josta symmetrisesti V : (0, 0) tai (2:3/2 , 2:3/5 )

9. Olkoon kayran mielivaltainen piste (x,y). Talldin toteuduttavay’=x +y

HY:y’ =y, jonka yleinen ratkaisu on y = Ce*

TY:y’ =y + x. Arvataan hairidtermin x perusteella yksi ratkaisuy=ax+b;y’ =a
azax+b+x;a+1=0&a=b;a=b=-1ts.y=-x-1 V:y=Ce*-x-1

10. Olkoon luvutx,yjaz.x+y+z=24;z=24-x-y. 0<xjay<24

T(X,Y) = Xy(24 - X - y) = 24xy - X’y - xy* , joka on jatkuva funktio

Tutkitaan suljettua aluetta 0 < x < 24, 0 <y < 24, silla rajoilla tulo saa arvon 0, eika silloin tule suurinta arvoa.

Koska nyt varmast| on suurin arvo, se voi tulla vain kun T, =T, =0

{24y 2xy y’=0 {y(24 2x-y)=0 {24 2x-y=0 { 2x+y 24 ||-2
24x x-2xy 0 ' X(24-x-2y)=0 "124-x-2y=0 ' Ix+2y=24||-(-1)
Xx=8jay=8T(8,8) =512, joka on suurin.  V:luvut ovat 8, 8 ja 8.

:3x =24

X 3
00.1.1. Laske a) D arccos 3 b) fm

00.1.2. Laske osittaisderivaatat fy, fx, f, ja fyx, kun f(x,y) =e”:Iny
00.1.3. Ratkaise differentiaaliyhtald y ' = 2y + 3x.
00.1.4. Ratkaise taydellisesti yhtalo 2x> + 5x° = 4x° - 25.

00.1.5. Esita napakoordinaateissa kayra a) x> + y* + 4x = 0 b) x*(x* + y°) = y*
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00.1.6. Méaarita kayran xe” + sin xy + y - In2 = 0 pisteeseen (0,In2) asetetun tangentin kulmakerroin.

00.1.7. Laske kayran {y N i: +35 kohtaan t = 1 piirretyn tangentin yhtalo.

00.1.8. Milla kompleksitason viivalla kompleksiluvut z toteuttavat yhtalén | z - (2 - 3i) | = 4. Mika on viivan
rajoittaman suljetun kayran pinta-ala?

3
00.1.9. Funktiolla f(x,y) = ox® + );7 - 4xy on minimiarvo. Maéaritd minimiarvon suuruus, kun sité ei saavuteta
origossa.

00.1.10. Maarita differentiaaliyhtalén (1 - xz)y '+ xy = 0 se yksityisratkaisu y(x), jonka kuvaaja

pyorahtaessaan x-akselin ympari muodostaa tasojen x = 1 ja x = 2 kanssa kappaleen, jonka tilavuus on ?n .

1.2)D 2= e p— =1%- c
.a) arccoss—\/mﬁ)-3—3\/1_)(2/9 \/9 2 )f2+2x f1+x =1% - arctan x +
2.fxy)=e¥Iny. f,=ye¥Iny. f=ye¥Iny.

f=xe¥Iny+e?-1ly f,=1e%Iny+xye”Iny+ye?-1ly=e¥(ny+xyny+1).

3.y'=2y+3x. HY:y'=2y, jonka yleinen ratkaisu ony=Ce”

TY: Yrite yksityisratkaisuksiy =Ax+B,y'=

A=2Ax+2B+3x ; A= ZBJaO 2A+3 joista A=-1%jaB=%
Taydellmen ratkalsu ony=Ce™-1¥%x +%.

4.2x° +5x° = 4x°-25 ; X°(2x +5) = (2x + 5)(2x - 5) || : (2x + 5)
2+4-20 2++[-16 2+4i
2 B 2 -2

X*=2x-5 ja2x+5=0;x*-2x+5=0 jax=-2%; Xx= =1+2j

5. Napa- ja xy-koordinaattien yhteys x =r-cos 0,y =r-sin 0, 1’ = x* + y*
a)X°+y +4x=0 < r’ +4rcos 0 = 0 < r = -4cos 0

b) X*(x* + y?) = y* & r*.cos® 0-r° = r*-sin 0 || :r* < r*-cos® 6 = sin” 0 || : cos’ 6
Sr¥=tan’d S r=+tan o

6. xe’ + sin xy +y - In2 = 0 pisteeseen (0,In2)
D(xe’ +sinxy +y-In2)=0; e’ +xe'y' + cos xy(y + xy' ) +y' =0
Sij. (0.In2) e +0+1(0+In2)+y'=0:y =-2-In2=Ks

7{x 2t-3t Piste: {x 2.1° 31_{x—
y=4t?+5 y=41*+5 >ly=9
Yhtalo :y-9=8(x+1) ;y-9=8x+8;y=8x+17

X=4t-3 - _y(1) _
y' =8t P T TX(@A) T

|00

kohtaant=1 ; Kulmakerroin : {

8.12-(2-3i)|=4,missaz=x+yi
|X+Yyi-2+3i|=4;|(x-2)+(y+3)i|=4;\(Xx-27+(y+3)° =4;(x-2)%+(y+3)°=16
Kuvaaja on siis ympyra jonka sdde on 4. Alaon=16 =

9. f(x,y) = ox® + y_ - 4xy. Koska aariarvo on, niin se l6ytyy kohdasta, jossa

{ Xg £ _ {§7X 4x4—y0 0 Alemmasta x = l/4y2 , joka sijoitetaan ylempaan.
f, =

%y“ 4y=0] - 16;27y4—64y=0||:y¢0;27y3=64||%/_ 3y=4;y=%

K=, 16 :4 4 164 4 4 64

9 “9-f(g. )9729 327 493781

7T 92

10. (1 - x)y +xy=0;(1- x)dX:xy dy _ xdx gx—1/2 Z- 1 f—x—l/z 2x

y T1-x% y X2 -1
In |y| = %In |x2—1|+C1,In Iyl =In |x*- 1] -C; ly| = C\]}% - 1]
V:?Tc, f(C\/xz—l)dx fC(x-l)dx rr/C(x3/3 X) = 4”

C[(8/3—2)—(1/3—1)]:4/3;C-4/3—4/3,C =1;C=21 V:y:i X% - 1|
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1 1
01.1.1. Maaritd a) arcsin Y2, b) arccos(- T) , C) arctan —= .
2 \3

01.1.2. Laske yhtalon z*-47+13=0 ratkaisujen itseisarvot ja vaihekulmat (argumentit).
01.1.3. Laske osittaisderivaatat f. ja fyx , kun f(x,y) = xy + e
01.1.4. M&arita ellipsin 4x% + y2 =5 pisteeseen (¥2,2) piirretyn tangentin yhtalo.

/2t +1

01.1.5. Kéyran parametrimuotoinen yhtald on {y ot

a) Muodosta kayran koordinaattien valinen yhtal.
b) Laske derivaatan arvo kohdassa missa x = 3 kayttaen koordinaattimuotoista yhtaléa
c) Laske derivaatan arvo kohdassa missa x = 3 kayttden parametrimuotoista yhtala.

01.1.6. Ratkaise differentiaaliyhtalé y ’ = 4xy .
01.1.7. Esita napakoordinaateissa kayra a) x> +y>=9 b) xy = 9.

1
01.1.8. Laske sijoitusmenetelmalla f x(1 + x)* dx.

0
01.1.9. Mika on suurin ja pienin arvo, jonka funktio f(x,y) = x> + 2y* - y saa, kun x* + y* < 1?
01.1.10. Sailibssa on 1 kg suolaa liuotettuna 100 litraan vettd. Sailioon aletaan pumpata liuosta, jossa on 5 g

suolaa litrassa liuosta, nopeudella 10 litraa/min. Taysin sekoittunutta liuosta poistuu samalla nopeudella
sdiliosta. Paljonko suolaa on sailiossa 15 minuutin kuluttua?

. . 1 1
1.a)x:arc5|n1/z<:>smle/z@x:nIGb)x:arccos(-ﬁ)@cosx:-@¢>x:3n/4

c) arctan\ll— &tanx = \/— /6
2.z2-4z+1:<::0;x_4+“16 02 _ 2“'3 4§6|:213i
+
|2+3i | =27+ (x3)° =4[4+9 =+/13 ; tanezf ; 0=%563°

XY /2

3.f(xy)=xy+e” fi=y+e?y;fu=0+evyy=e"y f,=f,=1+e%xy+e”1=1+e"xy+1)

4.4x°+y*=3|D();8x+2y'y’ =0 Pisteessa (14,2);8%+2:2y’'=0;4y’ =-4;y’ =-1=k7.
Yhtald :y-2=-1(x-%);y-2=-X+Y%,;y=-X+2%

=Wt+1
{); Zt _ , ylemmasta x = ¥t + 1 saadaan, 2x =t+2;t=2x -2

a) Sleltetaan alempaan. y = (2x - 2)?-2(2x - 2) = 4x* - 8X + 4 - Ax + 4 ; y = 4x* - 12x + 8
b)y'=8x-12;y’(3)=8-3-12=12

C)x=3;3=%Yt+1%t=2;t=4 y’=Xu.(% =2t1/_22 ;kunt=4;y’=2¢11/2_2 =% =12

6.y’=4xy;%¥ :4xy;gy¥ :4xdx;fgyx :f4xdx

2 2X2 2

nyl=2¢+Ihc; Inly=ihce’™ ; |yl=ce® ; y=ce®

7.x=rcos0O;y=rsin0
a)x*+y’ =9 (rcos 0)° + (rsin 0)° =9 ; r’cos” O + r’sin 0 = 9 ; r’(cos’ O +sin’ 0) =9;r* =9;r=3

—_a. R ¥ a2 9 oo 3
b)xy—9,rcose-rsme—Q,rsmecose—9,r—Sinecose,r— in 605 6
8.0koon1l+x=t;x=t-1;dx=dt ;kunx=0,ont=1;kunx=1,ont=2

1 2 2 5
Sx@+xtdx = [(- )t dt= [ (- t)dt=/(°/6 - £7/5) dt = (64/6 - 32/5) - (1/6 - 1/5) = 63/6 - 31/5 = 4,3
0 1 1 1
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9. Alue x° + y* < 1 on yksikkdympyran kehan tai sen sisapuolen pisteet.

Aériarvo (, jollainen suurin ja pieninkin arvo on) voi olla pisteessa, jossa f,=0jaf, =0

f(x,y) =x>+2y*-y;2x=0jady-1=0;x=0jay =Y. Piste (0,%) on alueella.

Suuri arvo voi tulla my6s reunalla. Talléin f(x,y) = X2 + y2 + y2 -y=1+ y2 -y = g(y) joka on jatkuva suljetulla
valilla-1<y<1;g’(y)=2y-1;9’=0;2y-1=0;y=%

9(-1)=3,9(1) =1, g(*2) =% jaf(0,%) = -1/8 . V: suurin = 3 ja pienin = - 1/8

10. Olkoon suolan maara ajan funktiona m(t).

10-At Am

Sen muutos At minuutissa Am = - o0 M+ 50-At, joten At 50-0,im=m’

HY: m’ +0,1m = 0, jonka yleinen ratkaisu on m = Ce®"

TY: yrite yksityisratkaisuksim =a, m’ = 0, jotka sijoitetaan. 50 - 0,1a = 0 ; a = 500
Yleinen ratkaisu on m = 500 + Ce ™ .

Kun t =0, on m = 1000 ; 1000 = 500 + C-1 ; C = 500, joten m = 500 + 500e "

Kun t = 15, on m = 500 + 500-e™° = 612 (q)

02.1.1. Ratkaise z:n suhteen a) 2z +i=3 - iz b)5z+3=3z*+1i.
02.1.2. Ratkaise yhtald a) arcsin 4x = - n/3 b) arccos (X° - 1) = 2n/3

02.1.3. a) Maarita pisteen (5,12) napakoordinaatit.
b) Mik& on kdyran r=5-cos 0 esitys xy-koordinaatistossa?

02.1.4. Maarita kayran x® - y? + y + xy = 0 ja y-akselin leikkauspisteisiin piirrettyjen tangenttien
kulmakertoimet.

02.1.5. Ratkaise differentiaaliyhtalé y’ + 3y = 2x - 1.

2

=t +
02.1.6. Miké& on kayran a) {); . tt kohtaan x = 2 piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet

b) koordinaattimuotoinen yhtal6?

02.1.7. Maarita funktion f(x,y) = ?T;):?Tg mahdolliset dariarvopisteet.

02.1.8. Maaritd ne kompleksitason pisteet, jotka toteuttavat yhtalon |z - 2i | =|z*+ 1| .

2
02.1.9. Maarita [ (x*-2)"x* dx
1

02.1.10. Maarita ne kayrat y = f(x), joiden jokaiseen pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin on neljasosa
saman pisteen ja origon kautta kulkevan suoran kulmakertoimesta.

1.a)2z+i=3-iz<:>(2+i)z=3-i¢>z=23;'i_((23;%((22'_?)=6'2£'1'_i3}+' =5é5' =1-]

b)5z+3=32*+i = 5X+Vyi)+3=3(X-yi)+ie 5x+3+5yi=3x+(1-3y)

5x + 3 = 3x X =-1% .
{Sy: 1-3y {y: g Viz=-1%+1/8

V3 ., - 3

; __z —ein(. & -
2.a)arcsm4x-—3<i>4x-sm(-3)<ﬁ>4X—-2 8

2 2
b)arccos(x2—1)=?1t ®X2—1=COS(?R)®X2-1=-1/2®X2=1/2¢>X=i Y

3. P=(512) P =x’+y =5 +127=25+144 =169 ; r = 13
tan0=y/x=12/5=2,4;6=67,4°. P=[13;67,4°]
b)rzScose;r2:5rcose;x2+y2:5x

4.x3-y3+y+xy=0;sij.x=0;-y3+y=0;y(l—y2)=0;y=0tai¥=il
implisiittinen derivointi ; 3x* - 3y’y +y  +y+xy’' =0;y’(x+1-3y)=-3x -y

,_ 3+ , ! |
V=g k=Y 00)=03kiz =y 0.1)= %ikin =y (0-1) = %
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5. Homogeeninen yhtalo y ’ + 3y = 0 ; h(x) = Ce™

yritefunktio f(x) =y = Ax + B jolloin y’ = A, jotka sijoitetaan taydelliseen yhtaléon
A+3(Ax+B)=2x-1;3Ax+A+3B=2x-1;3A=2jaA+3B=-1;A=2/3ja3B=-53
A=2/3jaB=-5/9;y=h(x)+f(x) ;y=Ce>+2/3x-5/9

=t"-t
X'=2t+1 , 5 5
{y':2t—1 krn =y (1) /x(1) = 3 s ko =y (-2)/X(-2):§ =3

X-y =2t t= V(X -y) ;Y = Ya(X - ¥)° - Ya(x - y) s 4y = (X - y)* - 2x + 2y ; (X - y)* = 2(x + y)

2
=t +
6.{);_t2 t;x:Z;t2+t:2't2+t-2:0;t:1tait:-2

0 - 2xy -2xy XY +9-2yy X -y +9
A e R e e (x‘+y‘+9>‘ Sy 9y
{f—O { -2xy 0 {x Otaiy= O_{ x- { =0
20 E-y2+9=0"1x2-y2+9=0 xXP-y?+9=0 B |x2.\2+9=0"

{ y X+_90 0 tai {x )_i 90 0 {; _+03 tai ei reaalisia ratkaisuja V : (0,3) tai (0,-3)

8. Merkitadn z=x+yijaz*=x-yi.|z-2i|=|z*+1| & | x+yi-2i|=|x-yi+ 1]
X+ (-2 =\ (x+ 1) +y X+ Y -Ay+4=xX"+2x+1+Vy ,-4dy=2x-3,y=-Yx+ Y%

9. Sijoitetaan t=x*-2 < x* =t + 2. Tallin 2xdx =dt. x=1=t=-ljax=2=t=2

2 2 2 2
J6-2% dx = [ (¢ - 2)')ve2xdx = [ £t + 2) dt =1 [ (¢ + 2t*) dit
1 1 -1 -1

2 5 17
=Y | (16-t° + 2/5-t°) = 1[(64/6 + 64/5) - (1/6 -2/5)] = 1155

-1

y. , =X dy _y . 4dy _
X

10. Olkoon kayran piste (x,y) siind kt :% Yy’ =25 X7 0; dx ~ax 'y "

4d dx 4 4
f_yx :f—;4|n lyl=In x| +In|Csl; Iny* =In|Cux| ; y* = |Cax| ; y = VICxX| ;y = C/IX|




