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MAO9. Tilastotiede ja todennakoisyyslaskenta

1. Todennakdisyyden kasite

1.1. Klassinen todennakoisyys

1. Satunnaiskoe
on koe, jonka tulosta ei tiedeta etukéateen

1.1.1. Mik& on satunnaiskoe seuraavista a) huominen saa b) huominen viikonpéiva c) nopan heitto?

2. Alkeistapaus
on satunnaiskokeen jokin mahdollinen tulos

2. Mitka ovat satunnaiskokeen "nosta kortti pakasta” alkeistapaukset?

3. Otosavaruus
on kaikkien alkeistapausten muodostama joukko E

3. Mik& on 1 mk ja 5 mk rahan heiton otosavaruus, kun tarkastellaan kruunuja ja klaavoja?

4. Tapahtuma
on satunnaiskokeen tulos, johon voi kuulua useampia alkeistapauksia

4. Mita alkeistapauksia kuuluu nopan heitossa tapahtumaan “silmaluku on ainakin 4”?

5. Otosavaruuden ja tapahtuman kuvaaminen geometrisesti
tapahtuu Venn-diagrammilla, jossa otosavaruus on esimerkiksi suorakaide ja tapahtuma sen osa-alue

6. Tapausten lukumaaran merkinta
tapahtuu N-kirjainta kayttaen. N(E) = kaikkien tapausten lukumaara, N(A) = tapahtumaan A kuuluvien alkeis-
tapausten lukumé&ara jne.

5. Otetaan kortti pakasta. Mika on N(E)? Mika on N(A), kun A = "kortin arvo alle 5”7

7. Symmetriaan perustuva todennakdoisyys yhdelle alkeistapaukselle
Jos alkeistapauksia on symmetrisesti, ts. kaikilla alkeistapauksilla on sama tulemisen todennakoisyys, on
yhden alkeistapauksen tulemisen todennakdisyys P(e) = 1/N(E) = 1/alkeistapausten lukumaara

6. Heitetddn markan kolikkoa. Milla todennékdisyydellda saadaan a) kruunu b) klaava c) euro?
7. Otetaan korttipakasta yksi kortti. Milla todennékoisyydella se on a) ristidsséa b) patarouva?
8. Korttipakasta otettu ensimmainen kortti oli ristidssa. Milla todennékdisyydella toinen on patarouva?

8. Tilaston frekvenssiin perustuva todennakoisyys yhdelle alkeistapaukselle
= tilastosta saatava alkeistapauksen lukumaara / kaikkien havaintojen lukumaara
= alkeistapauksen suhteellinen frekvenssi tilaston perusteella

9. Tee nastalla 100 heittoa. Mika on tuloksen "nastan karki yléspain” todennakdisyys tdman perusteella?

9. Subjektiivinen todennékaoisyys
on oma subjektiivinen arvio jonkin alkeistapauksen tulemisen todennakoisyydelle

10. Symmetriaan perustuva todennékoisyys tapahtumalle
Lasketaan tapahtumaan kuuluvien alkeistapausten lukumaara = k ja kaikkien alkeistapausten mééara = n.
Todenné&kdisyys on k - 1/n.

10. Heitetdan noppaa. Mikd on todennakoisyys saada ainakin 5?

11. Otetaan kortti. Mik& on todennédkoisyys saada a) pata b) rouva c) alle 6?

12. Mika on todennéakdisyys, ettd 1997 syntyneen lapsen syntymédpaiva on a) 1. b) 29. ¢) 31. paiva?

13. Mika on todennéakdisyys, ettéd 1996 syntyneen lapsen syntymé&paiva on a) 1. b) 29. c) 31. paiva?

14. Mika on todennéakdisyys, etté alle 96-vuotiaan henkilén syntymapaiva on a) 1. b) 29. c¢) 31. paiva?

15. Milla todennékoisyydelld lottoarvonnassa 1. pallon numero on vahintdan 10 mutta enintdan 20?

16. Laatikossa on 2 valkoista, 3 mustaa ja 5 sinista palloa. Otetaan yksi pallo. Mik& on todennédkéisyys, etta
pallo on a) valkoinen b) sininen tai valkoinen?

17. Tarkastellaan iimiéta "perheen 1. lapsen sukupuoli ja 2. lapsen sukupuoli”. Mitka ovat alkeistapaukset?
Mik& on todennakoisyys, ettd perheessé on a) 1. lapsi poika ja 2. tyttd b) poika ja tytt6 c) ainakin 1 poika?
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11. Tilastoon perustuva todennakaoisyys tapahtumalle
= kaikkien tapahtumaan kuuluvien alkeistapausten lukuméaara / kaikkien havaintojen maara ko. tilastosta.
= tapahtuman kaikkien alkeistapausten lukum&éarén suhteellinen frekvenssi.

18. Automerkkia A rekisteréitiin vuonna 1985 8500 kappaletta. Vuonna 1990 naista oli rekisterissa 8300 ja
vuonna 1995 7600. Milla todennékoisyydelld a) auto A kestda 10 vuotta b) hajoaa 5 - 10 v ik&isend?

12. Subjektiivinen todennékoisyys
on oma subjektiivinen arvio jonkin tapahtuman tulemisen puolesta.

13. Todennakdisyysfunktio
On funktio, jonka arvot ovat todennékdisyyksia ja muuttujana alkeistapaus tai tapahtuma

14. Todennékoisyyksien arvot
Ovat vahintaan nolla ja korkeintaan 1

15. Alkeistodennakoisyyksien summa
on tasan yksi (1)

16. Tapahtuman todennakdisyys
on tapahtumaan kuuluvien alkeistapausten todennékdisyyksien summa

19. Rayringin jarvesta saadaan hauki todennakoisyydelld 0,15 ja ahven 0,30. Milla todennékdisyydella saa-
daan hauki tai ahven?

17.Todennakdisyyskentta
Muodostuu otosavaruudesta ja siind maaritellysta todennékdisyysfunktiosta

18. Alkeistapauksen todennakoisyys symmetrisessa todennakoisyyskentdassa
Jos alkeistapausten lukumaara on n, niin yhden alkeistapauksen sattumisen todennakéisyys on 1/n.

19. Klassinen todennakdisyys

tarkoittaa jonkin otosavaruuden tapahtuman todennakoisyytta

Olkoon alkeistapauksia tapahtumassa A yhteensa k kappaletta ja koko otosavaruudessa n kappaletta.
Talldin P(A) = k/n = N(A)/N(E)

20. Rahaa heitetdan kolme kertaa. Milla todennakoisyydella saadaan tasmalleen 2 kruunua?

21. Valitaan satunnainen 3-numeroinen kokonaisluku. Milla todenn&kdisyydella siind on ainakin kaksi 5:sta?
22. Milla todennakdisyydella 4-lapsisessa perheessa on 2 poikaa?

23. Puisen kuution sivutahot on maalattu punaisiksi. Kuutio leikataan 125 yhta suureksi pikkukuutioksi. Se-
kaisin olevista kuutioista otetaan yksi. Milla todennakoisyydella punaisia tahojaona) 3b) 2 c) 1 d) 0?

24. Pimeassa komerossa on 5 sinista ja 2 punaista sukkaa. Otetaan umpimahkaan kaksi. Milla todennakoi-
syydella saatiin samanvarinen sukkapari?

1.2. Alkeistapausten laskemismenetelmia

1. Kahden nopan heiton kuvaaminen

Koordinaatistossa 6x6 pisteikkdna tai 6x6 ruudukkona. Vaaka-akselilla 1. ja pystyakselilla 2. nopan tulos.
Pisteikdsta voidaan valita tapahtumaan kuuluvat pisteet, tai ruudukkoon voidaan merkitd tapahtuman arvo.
Lasketaan suotuisten tapausten lukumaara k. Todennakoisyys on k/36

1.2.1. Noppaa heitetdan 2 kertaa. Milla todennékdisyydella a) pistelukujen summa on 8 b) kumpikaan ei ylita
neljaa c) pienempi silméaluku on suurempi kuin 4 d) ainakin toinen on korkeintaan 3?

2. Heitetddn kahta noppaa. Milla todennékdisyydella a) silmaluvut ovat eri suuret b) kumpikaan ei ole 1 tai 2
¢) joko molemmat ovat korkeintaan 4 tai molemmat vahintaan 3?

3. Milla todennéakdisyydella yhtalén X2 + px + g = 0 ratkaisut ovat eri suuria reaalilukuja, kun p ja q on arvottu
nopanheitolla?

4. Milla todennakoisyydelld funktio f(x) = x> + px2 + gx + 1 on aidosti kasvava kaikkialla, kun kertoimet p ja q
on arvottu nopalla?

5. Suoran y = ax + b kertoimet arvotaan kahdella nopalla. Milla todennakdoisyydella piste (2,8) on suoralla?
6. Suoran y = ax + b kertoimet arvotaan ottamalla yksi lappu joukosta, joissa lapuissa on humerot 1 - 5. Kun
on saatu a, laitetaan lappu takaisin ja arvotaan b. Milla todennakdisyydella piste (2,8) on suoralla?
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2. Otosavaruutena luonnolliset luvut

Luvut voidaan jakaa esimerkiksi n:lla jaollisuuden suhteen n:aan eri ryhmaan, joissa on eri jakojaannos.
Kun lukuja on paljon voidaan ajatella, etté jokaiseen ryhm&an kuuluu yht& monta lukua.

Talléin yhtd ryhmaa voi pitaa yhtena symmetrisena alkeistapauksena.

7. Milla todennékdisyydella satunnaisesti valittu kokonaisluku on jaollinen 3:lla?

8. Milla todennakdisyydella satunnaisesti valittu kokonaisluku on jaollinen 3:lla ja 5:lla?

9. Milla todennékoisyydella satunnaisesti valittu kokonaisluku on jaollinen 3:lla ja 7:11&?

10. Milla todennakoisyydella satunnaisesti valittu 2-numeroinen kokonaisluku on jaollinen 3:lla ja 7:11a?

3. Otosavaruus tulkittavissa geometrisesti

Otosavaruuden voi muodostaa tason pisteet, joita on darettoémasti.

Otosavaruuden ja tapahtuman pisteet voivat muodostaa aarellisen alueen.

Voidaan kuvitella, etté& mité laajempi alue sitd enemman siina on pisteita eli alkeistapauksia.

Taten alueen pinta-alan (janan pituuden, kulman ...) voi kuvitella vastaavan alkeistapausten lukumaaraa.

11. Digitaalinen kello pysahtyy satunnaisesti. Milla todennékdisyydella kello pyséhtyy 17 ja 19 valilla?

12. Onnenpydrassa on 12 samankokoista sektoria. Yhdesséa on paavoitto ja kahdeksassa lohdutusvaoitto.
Muissa ei ole voittoa. Milla todennakoisyydella yhdella pydraytyksellda saadaan a) paavoitto b) voitto?

13. Onnenpyotran sektorin 1 asteluku on 30, sektorin 2 on 90, sektorin 3 on 45, sektorin 4 on 60 ja loput on
sektorille 5. Milla todennékdisyydella onnenpydra pysahtyy sektoriin a) 2 b) 1 tai 5 ¢) muuhun kuin 3 ?

14. Ympyran kehalta otetaan satunnaisesti kaksi pistetta. Milla todennakoéisyydelld pisteiden valin janne on
suurempi kuin ympyran séde?

15. Tikkataulun kympin sdde on 1 cm ja jokaisen numerorenkaan leveys 1 cm. Milla todennékdisyydella tau-
luun osunut tikka antaa tulokseksi vahintdan 7, jos jokainen kohta taulussa on yhta todennakdinen eikd osuta
taulun ulkopuolelle?

16. Rautatien pituus on 30 km. Osuudella on 600 m pitk& tunneli. Juna, jonka pituus on 400 m, pysahtyy sa-
tunnaisesti. Milla todennékdisyydella juna jaa a) kokonaan b) kokonaan tai osittain c) osittain tunneliin?

17. Nelitn sisalta otetaan satunnaisesti piste. Milla todennakoisyydella piste on [Ahempéana nelién karkea kuin
keskipistetta?

18. Luvut X ja y arvotaan satunnaisesti valilta [-1,1]. Milla todennakaisyydella on x* + y* < 1?

19. Luvut x ja y arvotaan valilta ]0,2[. Milla todennakaoisyydella on In(x +y) > 1?

2. Kombinatoriikkaa

2.1. Tuloperiaate

1. Erilaisten alkeistapausten laskeminen tuloperiaatteella

Talla lasketaan yhdistetyssé kokeessa olevien erilaisten alkeistapausten lukumaara.

Olkoon ensimmaisen kokeen A erilaisia alkeistapauksia m kpl, toisen B n kpl, kolmannen C p kpl,...
Talléin yhdistetyssa kokeessa A x B x C on alkeistapauksia m-n-p kpl

2.1.1. Aiti aikoo istuttaa puutarhaan 1 punaisen ja 1 keltaisen ruusun. Kaupan on 25 lajiketta punaisia ja 8
lajiketta keltaisia ruusuja. Montako erilaista istutusta han voi tehda?

2. Ravikierroksella on 6 lahddssa jokaisessa 12 hevosta. Montako erilaista tulosvaihtoehtoa on?

3. Grillistad saa jauhe- tai tAyslihahampurilaisia. Lisaksi ostaja voi valita munan tai ananasrenkaan seké 5
erilaisesta mausteesta millaisen yhdistelman tahansa. Montako erilaista hampurilaista voi ostaa?

4. Liedessa on 4 kytkinta, jotka jokainen voi olla 7 eri asennossa. Montako eri kytkentatapaa on?

2. Mika sana vihjaa tuloperiaatteen kayttéon
JA-sana

3. Todennakoisyyden laskeminen tuloperiaatetta apuna kayttaen
Lasketaan tuloperiaatteella suotuisten ja kaikkien tapausten lukumaarat.
Naista saadaan todennékdisyys klassisella tavalla

5. Milla todennékoisyydella kolminumeroisen kokonaisluvun kaikki numerot ovat eri suuret?

6. Laatikossa A on 5 palloa, josta 3 valkoista ja laatikossa B 6 palloa, josta 4 valkoista. Kummastakin laati-
kosta otetaan pallo. a) Montako erilaista palloparia voidaan valita kaikkiaan? b) Montako kahden valkoisen
pallon paria on kaikkiaan. c) Milla todennédkoisyydelld molemmat pallot ovat valkoisia?

2.2. Permutaatiot

1. Permutaatio
Tarkoittaa jonoa, jossa joukon kaikki alkiot ovat jossakin jarjestyksessa
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2. Permutaatioiden lukumé&aran laskeminen
Jos joukossa on n alkiota, on erilaisissa jarjestyksissa olevia jonoja eli permutaatioita n! kpl.

2.2.1. Monessako eri jarjestyksessa voi 15 oppilasta lahtea luokasta?

2. Montako eri lukua voidaan muodostaa numeroista 1, 2, 3, 4 ja 5, kun jokaista kaytetdan kerran?

3. Seitseman veljesta istuu pitkélle penkille. a) Monellako tavalla he voivat istua? b) Monellako tavalla he
voivat istua, jos nuorin ja vanhin on oltava vierekkain?

3. Todennakdisyyden laskeminen permutaatioita apuna kayttéen
Lasketaan permutaatioilla suotuisten ja kaikkien tapausten lukumaarat.
Naista todennakoisyys klassisella tavalla.

4. Viisi oppilasta lahtee luokasta. Milla todennakdisyydella he lahtevat aakkosjarjestyksessa?
5. Luokalla on 7 poikaa ja 8 tytto&. Heidéat laitetaan satunnaisesti jonoon. Milld todennékdisyydella he tulevat
jarjestykseen siten, etté ensin ovat pojat ja sitten tytot?

4. k-permutaatio
Tarkoittaa jarjestettya jonoa, jossa n-alkioisesta joukosta on k eri alkiota otettu jossakin jarjestyksessa

5. k-permutaatioiden lukuméaran laskemiskaava
n!/(n-Kk)!

6. Monellako tavalla voidaan 8 henkildsta valita jarjestyksessa 5?

7. Luokalla on 17 oppilasta. Monellako tavalla heista voidaan valita luokan puheenjohtaja ja sihteeri?

8. Montako kolminumeroista lukua voidaan muodostaa humeroista 1 - 7, kun jokainen numero voi esiintya
vain kerran?

6. k-permutaatioiden lukumaaran laskeminen kaytanntssa
Kéaytetaan tuloperiaatetta kaikkiin k alkioon
n-(n-1)-(n-2)-...(n-k+1)

9. Laske a) 8P4 b) 7P3 c¢) 12P2 d) 15P5.

7. k-permutaatiot laskimesta
TI-85 : [n][2nd] [ MATH] [F2=PROB] [ F2=nPr][r][ ENTER ]

Canon F-800P : [a][r][b]

8. Todennakoisyyden laskeminen k-permutaatioita apuna kayttaen
Lasketaan suotuisten ja kaikkien tapausten maarét k-permutaatioilla tai permutaatioilla.
Todennéakdisyys sitten klassiselle tavalla suotuisten maara / kaikkien maara

10. Pakasta otetaan 5 korttia. Milla todennakoisyydella ne ovat kaikki herttoja?
11. Laatikossa on 3 sinistd ja 6 mustaa palloa. Otetaan 3 palloa. Milla todennékdisyydella tuli 3 mustaa?

2.3. k-kombinaatio

1. k-kombinaatio
Tarkoittaa osajoukkoa, jossa on k eri alkiota otettuna n-alkioisesta joukosta.

2. k-kombinaatioiden lukumaaran laskemiskaava

nCk = (E) = k!(ﬂfk)!

2.3.1. Montako 3 hengen komiteaa voidaan valita 8 henkilon joukosta?

2. Monellako tavalla voidaan 17 oppilaan ryhmasta valita 9 hengen pesépallojoukkue?

3. Montako 3-kirjaimista sanaa voidaan muodostaa kirjaimista A - F, kun jokaista voi kayttaa kerran?

4. Liikuntaryhmassa on 17 oppilasta, joista valitaan 2 viiden hengen koripallojoukkuetta ja lopuista muodoste-
taan huutosakki. Montako erilaista huutosakkia on?

5. Kouluautossa on 4 vapaata paikkaa. Monellako tavalla ne voidaan jakaa 8 oppilaan kesken?6. Laske a)
6C2 b) 7C4 c) 9C3 d) 10C7 e) 10C3 f) 12C5 g) 12C7.

3. k-kombinaatiot laskimesta
TI-85:[n][2nd ] [MATH] [F2=PROB | [F3=nCr ] [ r][ ENTER]
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4. Todennakoisyyden laskeminen k-kombinaatioita apuna kayttaen

Lasketaan suotuisten ja kaikkien tapausten lukuméaérat k-kombinaatioita kayttaen.

Todennakdisyys sitten klassisella tavalla

HUOM! Tapahtuma on usein sanottava TAYDELLISESTI, vaikka loppuosa on voitu loogisesti jattaa pois.

7. Laatikossa on 3 sinista ja 6 punaista palloa. Otetaan 3. Milla todennakoisyydella tuli 2 sinista?

8. Viking-lotossa arvotaan 48 numerosta 6 varsinaista ja 3 lishnumeroa. Milla todennékdisyydella saadaan
a) 6 b) 4 c) 3 ja lisanumero oikein?

9. Arpajaisissa on 50 arpaa, joista 5 voittaa. Milla todennékdisyydella Matin 8 arvalla saa 3 voittoa?

10. Hatussa on 4 kpl 50 mk ja 5 kpl 10 mk setelia. Otetaan umpiméahkaéan 3 setelia. Milla todennakéisyydella
saadaan vahintadan 100 mk?

11. Pakasta otetaan 5 korttia. Milla todennékodisyydella ne ovat samaa maata?

12. Pakasta otetaan 5 korttia. Milla todenndkoisyydelld saadaan 2 pataa ja 3 herttaa?

5. Binomikerroin
nCr on nimeltadn binomikerroin

3. Kertolaskusaannot

3.1. Ehdollinen todennékaisyys ja yleinen kertolaskusaanto

1. Ehdollinen tapahtuma

Tapahtuman A alkeistapausten joukossa on osa tapahtuman B alkeistapauksia
Ehdollinen tapahtuma on sellainen, etta tapahtuu B, kun tiedetaan, etta on tapahtunut A
Tama merkitdan B | A ja luetaan ” B ehdolla A ”

2. Ehdollinen todennakoisyys
on ehdollisen tapahtuman tulemisen todennékdisyys

3. Ehdollinen otosavaruus
alkeistapaukset ovat tapahtuman A (ehdon) alkeistapauksia

4. Ehdollisen todennékdgisyyden laskeminen lukumaarista
P(B | A) = N(A N B)/N(A)

5. Ehdollisen todennakoisyyden laskeminen osien todennakdisyyksista
P(B | A) = P(A n B) / P(A), missa todennékoisyydet ovat lasketut koko otosavaruudessa E

3.1.1. Heitetdan noppaa. Miké on todennékdisyys, etta saatiin 6, kun huomattiin, etta silmia oli vahintaéan 3?
2. Pakasta otetaan kortti. Mika on todennakdisyys, etta se oli hertta, kun se oli punainen?

3. Heitetdan kolmea rahaa. Mik& on todennékdisyys, etta saatiin ainakin yksi kruunu, kun huomattiin yhden
olevan klaava?

4. Heitetdaan kahta noppaa. Mik& on todennékdisyys, etté saatiin silmaluvuksi 1, kun summa oli 5?

6. Saman kentan riippuvien tapahtumien kertolaskuséanto
P(AjaB)=P(A) - P(B|A)

5. Milla todennakdisyydella pakasta otettu kortti on hertta ja kakkonen?
6. Milla todennékdisyydella satunnainen kokonaisluku on jaollinen 6:lla ja 9:11&?

7. Kertolaskus&anto riippuvien kokeiden yhdistamiselle
P(AjaB)=P(A)-P(B|A) el P(AxB)=P(A) - P(B|A)

7. Luokalla on 7 poikaa ja 8 tyttda. Arvotaan kaksi jarjestajaa. Milla todennakoisyydelle he ovat poikia?

8. Kirjainlaput K K K U U U otetaan laatikosta. Milla todenndkdéisyydelld ne tulevat jarjestyksessa KUKKUU?
9. Pakasta otetaan 5 korttia. Milla todennakoisyydella a) kaikki samaa varia b) 4 assaa?

10. Pakasta otetaan kaksi korttia. Mik& on todennékdisyys, ettd ensimméainen on risti ja toinen 9?

11. Luokassa on 18 oppilasta. Heista valitaan luottamusoppilas ja hanelle varajadsen. Montako poikaa on
luokassa, kun todennédkoisyys, ettd molemmat ovat poikia, on 22/517?

8. Todennakaoisyys riippuvien kokeiden yhdistamisestéa puumallilla
Laitetaan ensimmaisen ja toisen asteen oksat seka niiden todennékdisyydet oksien viereen.
Kokeen todennakagisyys on oksien todennékdisyyksien tulo
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3.2. Riippumattomat tapahtumat ja kertolaskusaanto

1. Riippumattomat tapahtumat
Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos toisen sattuminen ei vaikuta toisen todennékdisyyteen

3.2.1. Ovatko A ja B riippumattomia, kun a) A = Kkortti on pata ja B = kortti on kakkonen b) A = nopan luku on
parillinen ja B = luku on jaollinen 3:lla c) A = kala on hauki ja B = kala on petokala?

2. Riippumattomuuden maaritelma todennakdisyyksien avulla
Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos P(B | A) = P(B) ja P(A | B) = P(A)

3. Saman kentan riippumattomien tapahtumien kertolaskusaanto
P(A ja B) = P(A) - P(B) tai P(A N B) =P(A) - P(B)

2. Mika on todennakoéisyys, etta satunnainen kokonaisluku on jaollinen 5:11a ja 7:11a?
3. Mik& on todennékoisyys, ettd satunnainen kokonaisluku on jaollinen 5:11&, 7:114 ja 9:11&?

4. Mika sana viittaa kertolaskusaannon kayttéon?
JA-sana

5. Riippumattomat kokeet
Ovat yleensa aivan eri satunnaiskokeita (kuten nopanheitto ja kortin nosto), joissa toisen kokeen tulos ei
jarjen mukaan mitenkaan voi vaikuttaa toisen kokeen tulokseen

4. Ovatko A ja B riippumattomia, kun a) A = rahan heitto ja B = péivan sda b) A = kortin nosto ja B = toisen
kortin nosto, kun ensimmainen kortti laitettiin takaisin c) A = kortin nosto ja B = kortin nosto, kun ensimmaista
korttia ei laitettu takaisin?

6. Kertolaskusaanto riippumattomien kokeiden yhdistamiselle
P(AjaB)=P(A)-P(B) tai P(AxB)=P(A)-P(B)

5. Mik& on todennékaisyys, ettd rahan heitossa saadaan kruunu ja kortin otossa pata?

6. Henkil6 saa postin mukana kirjeen todennékdisyyksilla 0,1, mainoksen 0,8 ja laskun 0,3. Milla todennakai-
syydelld hén saa samana paivana kirjeen, mainoksen ja laskun?

7. Koripalloilija onnistuu 1. vapaaheitossa 70% ja toisessa 80% todennékdisyydella. Han saa kaksi vapaaheit-
toa. Milla todennakaoisyydelld héan onnistuu a) molemmissa b) tdsmalleen yhdessa c) ainakin yhdessa heitos-
sa?

8. Firmalla on kaksi paketti- ja yksi kuorma-auto. Pakettiauto on varattuna todennakoisyydella 0,9 ja kuorma-
auto 0,8. Milla todenné&kdisyydella jokin autoista on tietylla hetkella vapaana?

9. Tahtitieteilija valmistautuu kuvaamaan tahted. Han tietéa, etta taivas on pilvessa 60% todennakdisyydella
ja laitteisto toimii 95% varmuudella. Milla todennakoéisyydelld kuvaus onnistuu?

10. Nuorimies soittaa tyttdystavalleen, jonka kotona vastataan 95% todennékoisyydelld. 20% kerroista vas-
taajana on is4, joka ei pida pojasta ja sanoo, ettei tytar ole kotona. Tytt6 on iltalenkilla 55% todennakoisyydel-
1a. Milla todennakoisyydella poika saa tytdn puhelimeen ensimmaisella soitolla?

4. Yhteenlaskusaantt ja komplementtisaanto

4.1. Mahdoton ja varma tapahtuma

| 1. Mahdottoman tapahtuman todennakdisyys = 0

|2. Varman tapahtuman todennakoisyys = 1

4.2. Komplementtisdanto

1. Komplementtitapahtuma tapahtumalle A
= ei-A = kaikkien niiden alkeistapausten joukko, jotka eivat kuulu tapahtumaan A

4.2.1. Mik& on A:n komplementtitapahtuma, kun a) A = luku on positiivinen b) A = tehtavia on vahintaan 44
c) A = ainakin yksi oppilas myohastyy d) A = jokainen osaa tdmén tehtavan e) A = koulussa on kivaa?

2. Komplementtisaanto
P(A sattuu) =1 - P(A ei satu)
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2. Sateen todennékoisyys on 30%. Milla todennakoisyydelld ennusteen paivana ei sada?

3. Réayringin jarvestd saadaan hauki todennakdisyydella 0,15 ja ahven 0,30. Milla todennakéisyydella saatu
kala ei ole hauki eikéa ahven?

4. Lamppu palaa yli 1000 tuntia todennakéisyydella 0,87. Milla todennakdisyydella lamppu sérkyy ennen?
5. Oppilas selviaa tasté kurssista todennakdisyydella 0,95. Milla todennakoisyydelld han reputtaa?

3. Milloin komplementtisdantda kannattaa kayttaa?
Kun vastatapahtumaan ” A ei satu ” kuuluu vahemman alkeistapauksia kuin tapahtumaan ” A sattuu ”.
Ja ndin ollen tapahtuman ” A ei satu ” todenndkdisyyden laskeminen on lyhyempi ja helpompi.

4. Mitk& sanat viittaavat komplementtisa&dnnon kéyton edullisuuteen?
Ainakin, vahintdan, enintdan, korkeintaan, ...

6. Heitetdan kahta noppaa. Milla todennékdisyydella silmalukujen summa on vahintdan 3?
7. Heitetdan kahta rahaa. Milla todennékdisyydella saadaan ainakin yksi kruunu?

4.3. Erillisten tapausten yhteenlaskusaanto

1. Erilliset tapahtumat
ovat sellaisia, joilla ei ole yhtdan yhteista alkeistapausta
Joukko-opillisesti ilmoitettuna A N B = J eli A:n ja B:n leikkausjoukko on tyhja

4.3.1. Ovatko tapahtumat A ja B erillisid, kun a) A = luku jaollinen kahdella, B = luku jaollinen kolmella b) A =
kaksinumeroinen luku jaollinen 11:11&, B = kaksinumeroinen luku jaollinen 13:lla ¢) A = nopalla saadaan
enemman kuin 3, B = nopan silméluku on korkeintaan kolme?

2. Erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto
P(A tai B) = P(A) + P(B) tai joukko-opillisin merkinnoin P(A u B) = P(A) + P(B)

2. Luokan puheenjohtajaksi on ehdolla 5 oppilasta. Maijan valitsemisen todennédkdisyys on 0,45 ja Matin
0,32. Milla todennékdisyydella a) Maija tai Matti tulee valituksi b) Maija ei tule valituksi ¢) ei Matti eikd Maija
tule valituksi?

3. Tapahtuman A todennakdisyys on 0,6 ja tapahtuman B 0,5. Miksi A ja B eivat ole erillisia?

4. Pakasta otetaan kortti. Milla todennékdisyydella se on pata tai herttakuva?

5. Kahta noppaa heitetaan. Milla todennakoéisyydelld summa on yli 10 tai alle 6?

6. Heitettdessa 3 noppaa saadaan ainakin 2 ykkosta todennékdisyydella 2/27. Samoin tulos ainakin 2 kak-
kosta todennakoisyydella 2/27. Milla todennékdisyydella saadaan ainakin kaksi samaa numeroa?

7. Todennékdisyys saada painotetulla nopalla 6 on viisinkertainen muihin silmé&lukuihin verrattuna, joilla on
sama todennakoisyys. Mika on todennakoisyys saada a) 6 b) 6 tai 5 ¢) ainakin 4?

3. Mika sana viittaa yhteenlaskusdannon kayttoon?
Tai

4.4. Yleinen yhteenlaskusaanto

1. Yleinen yhteenlaskusaanto

Kaytetaan, kun tapahtumat A ja B eivét ole erillisia.

P(A tai B) = P(A) + P(B) - P(AjaB) tai joukko-opin merkinndin P(A n B) = P(A) + P(B) - P(A U B)

Eli vdhennetdéan ensimmaisen kerran P(A):ssa ja toisen kerran P(B):ssa tulleiden alkeistapausten todenna-
koisyys yhteen kertaan pois P(A ja B):ss4, jotta ne tulisivat otetuiksi mukaan vain kerran

4.4.1. Milla todennékdisyydella satunnaisesti valittu positiivinen kokonaisluku on jaollinen 3:lla tai 5:lla?

2. Milla todennékdisyydella satunnaisesti valittu positiivinen kokonaisluku on jaollinen 7:11a tai 11:lla?

3. Milla todennékoisyydella satunnaisesti valittu 2-numeroinen kokonaisluku on jaollinen 7:ll& tai 11:1la?

4. Milla on todennéakdisyydella kahden nopan heitossa silmaluvut ovat molemmat < 4 tai molemmat > 3?
5. P(A) = 0,5 ja P(B) = 0,6. Miksi A ja B eivat ole erillisia? Milla valilla on P(A ja B)?

6. A osaa laskun todennékdisyydelléa 0,85 ja B 0,76 sek& ainakin toinen 0,98. Milla todennékdisyydella mo-
lemmat osaavat laskun?

2. Yhteenlasku- ja kertolaskusddnndn yhteiskayttokaytto toisistaan riippuville tapahtumille
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A) - P(BJA)

7. Heitetdan kahta noppaa. Mik& on todennakoisyys, ettd summa on 7 tai saadaan kuutonen?
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3. Yhteenlasku- ja kertolaskusaannén yhteiskaytto toisistaan riippumattomille tapahtumille
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A) - P(B)

8. Pakasta otetaan kortti. Mik& on todennakaisyys, etta se on pata tai parillinen? ( Assa = 1)
9. Milla todennéakdisyydella satunnainen kokonaisluku on jaollinen 5:114 tai 7:11a?

4. Yhdistetyn kokeen kuvaaminen puumallilla

Alkupisteesté laitetaan alkamaan niin monta oksaa kuin ensimmaisella kokeella on eri mahdollisuuksia.
Jokaisen oksan viereen voi laittaa kyseisen mahdollisuuden todennakoisyyden.

Jokaisen ensimmaisen oksan lopusta laitetaan niin monta oksaa kuin on toisen kokeen mahdollisuuksia.
Yksittdisen yhdistetyn tapahtuman todennakdisyys saadaan kertomalla alun ja lopun valilla olevien oksien
todennékdisyydet.

10. Maalivahti torjuu rankkarin todennakoisyydella 0,1. Milla todennakdisyydella han torjuu kahdesta rankka-
ristaa) 0 b)1c)2?

11. Pesépalloilija siirtda etenijan 2:lle, 3:lle ja kotiin todennakoisyyksilla 0,6 , 0,4 ja 0,2. Hanella on jaksolla
yksi tilanne kutakin lajia. Milla todennakdisyydelld hén saa a) 3 b) 2 ¢) 1 d) 0 ké&rkilyontia?

5. Tapahtuman kuvaaminen sanallisesti tasmallisesti.

Esita tapahtuma jakaen se osiin, joiden valisséa on JA tai TAIl sana.
Ota huomioon kaikki mahdollisuudet.

Sano myos ne osat, jotka ovat loogisesti ilmiselvia.

12. Laatikossa A on 80% valkoisia palloja ja loput mustia. Laatikossa B on 70% mustia palloja ja loput valkoi-
sia. Molemmista nostetaan yksi pallo. Milla todennékdisyydella ne ovat a) saman b) erivarisia?

13. Jalankulkija on havainnut, etta risteyksesséa on punainen valo todennakdisyydella 0,7. Han kulkee 3 lii-
kennevalojen lapi. Milla todennékdisyydella han joutuu pysahtymaan valoissa a) 1 b) 2 c) 3 kertaa?

14. Suomalaisista kuuluu veriryhmaan A 44%, B 17%, AB 8% ja O 31%. Milla todennakoisyydella kahdesta
satunnaisesti valitusta suomalaisesta molemmat kuuluvat samaan ryhmé&an?

15. Laatikossa A on 4 valkoista ja 1 musta pallo seké laatikossa B 2 valkoista ja 3 mustaa. Arvotaan ensin
laatikko ja otetaan siitéa yksi pallo. Milla todennakoisyydella pallo on valkoinen?

16. Heitetdan noppaa 3 kertaa. Milla todennékdisyydella saadaan a) 1, sitten 2 ja lopuksi 3 b) 1,2 ja 3?

5. Toistokoe ja binomitodennakdisyys

5.1 Toistokoe

1. Mika on toistokoe?
Sama koe toistuu monta kertaa. Kokeet ovat toisistaan riippumattomia.

2. Toistokokeen todennakoisyyksien laskemista
Sama koe toistuu n kertaa. [Imi6 tapahtuu kokeessa todennékoisyydella p.
P(kaikki n koetta antavat suotuisan tuloksen) = p".

5.1.1. Noppaa heitetdan 4 kertaa. Milla todennékoisyydelld saadaan a) aina muu kuin 6 b) ainakin yksi 67

2. Kaupan edessa on 12 parkkipaikkaa. Paikat ovat vapaina ruokatunnin aikana keskimaarin 3 minuuttia.
Milla todennékdisyydella asiakas voi parkkeerata autonsa heti tullessaan?

3. Luokassa on 32 oppilasta. Milla todennakoisyydella ainakin 2 oppilaalla on sama syntymapaiva?

4. Keskiméaarin joka 6100. vetyatomin ydin sisaltd& protonin lisdksi neutronin eli on vedyn deuterium isotoop-
pi. Milla todennékdisyydella grammassa bentseenia on ainakin yksi sellainen molekyyli, jonka kaikki 6 vety-
atomia ovat deuterium isotooppeja?

5. Monestiko on heitettdva noppaa, jotta saataisiin tulos "ainakin yksi 6” todennakdisyydella > 0,87

5.2. Binomitodennakadisyys

1. n-kertainen toistokoe
Sama koe toistuu n kertaa. Todennakoisyydet ovat joka kerralla taysin samat.
Yleensa talloin halutaan tietdd milla todennakdisyydella naista n kerrasta on k kpl suotuisia.

2. Todennakoisyyden laskeminen n-kertaisessa toistokokeessa
- . n .
P(n:ssé toistossa on k suotuisaa) = (k) P @-p)™
missa n on toistojen maara, k on suotuisten tapausten maara, p on suotuisan tapahtuman todennakoisyys.

5.2.1. Noppaa heitetddn 5 kertaa. Milla todennakoisyydelld saadaan kolme a) kuutosta b) samaa?




Pitkd matematiikka Kurssi 9. Tilastotiede ja todennakdoisyyslaskenta 9

2. Rahaa heitetédén 7 kertaa. Milla todennédkoisyydelld saadaan 4 kruunaa?

3. Siementen itavyysprosentti on 85. Milla todennakaoisyydella 10 siemenesta ainakin 9 itda

4. Matti on havainnut tavoittavansa puhelimella haluamansa henkilon 70 % todennékoisyydella. Milla toden-
nakoisyydella han tavoittaa 10 henkilésta ainakin 8 ensimmaisella soitolla?

5. Lentoyhtion mukaan 10% tilatuista paikoista jaa tayttamatta. Koneessa on tilaa 20 matkustajalle. Milla to-
dennéakdisyydella loppuunmyydyssa koneessa on 3 tyhjaa paikkaa?

6. Pakasta otetaan kortti takaisinpanolla. Milla todennékdisyydella 5. kerralla saadaan kolmas pata?

3. Voiton todennakoisyys kesken jddneessa pelissa
Rahapotti jaetaan pelaajien lopullisen voiton saamisen todennékdisyyksien suhteessa

7. Bjorn Borg voittaa eran tenniksessa todennékoisyydella 0,7. Han johtaa erin 2 - 1, kun alkaa sade. Miten
100 000 dollarin voitto on jaettava, jos pelia ei voi jatkaa ja voittoon tarvitaan 3 eravoittoa?

6. Tilastollinen jakauma

6.1. Tilastoaineisto ja otos

1. Tilastotieteen tehtava
Koota ja jasentaa tietoa, esittdd se ymmarrettavasti oikeiden johtopaatdsten tekemiseksi

2. Tilastoyksikko
on henkild, asia, esine, tms. jota tutkitaan.

3. Perusjoukko, populaatio
Kaikki tilastoyksik6t muodostavat perusjoukon.

4. Muuttuja
on ominaisuus, jota tilastoyksikdsta tutkitaan

5. Havainto
on tutkittavan muuttujan arvo

6. Otos
on perusjoukon osa.

7. Edustava otos
tulee olla sellainen, etté sen tulokset ovat kutakuinkin samat kuin koko perusjoukon.

8. Tutkimuksen tekeminen

Paata tutkitko koko joukon vai osan. Jalkimmaisessa tapauksessa tee edustava otos.
Keraa aineisto ja tee siitéd haluamasi lainen tilasto.

Esita tilasto graafisesti, laske tilaston tunnuslukuja.

Esita tilastosta saamasi paatelmat

6.1.1. Tee tutkimus jostakin aiheesta, suunnittele tutkimus, tilastoi se ja esitd saamasi paatelmat.

6.2. Mitta-asteikot ja tilastolliset tunnusluvut

1. Tilastomuuttujan luokitteluasteikko
Muuttujalla eli ominaisuudella on luokitteluasteikko, jos havainnot eli ominaisuuden arvot kuuluvat eri luokkiin
ja taten tilastoyksikot voidaan luokitella.

2. Millaiselle muuttujalle sopii luokitteluasteikko?
Kun muuttujan arvot eli havainnot ovat selvasti erilaisia, eri luokkiin kuuluvia

3. Muuttujan arvon frekvenssi
on niiden tilastoyksikdiden lukuma&ard, joilla on kyseinen muuttujan arvo

4. Muuttujan jakauma
Muuttujan arvot ja niiden frekvenssit muodostavat muuttujan jakauman.
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5. Jakauman havainnollistaminen pylvasdiagrammilla
Vaaka-akselilla on muuttujan eri arvot ja pystyakselilla niiden frekvenssit tai frekvenssiprosentit.
Muuttujan arvon kohdalle on piirretty sen frekvenssia vastaavan korkoinen pylvas.

6. Jakauman havainnollistaminen sektoridiagrammilla
Kaikkien havaintojen frekvenssit yndessd muodostavat tdyden ympyran.
Kutakin havaintoa vastaa sen suhteellista frekvenssia vastaava osuus ympyran alasta sektorina esitettyna.

7. Tilastomuuttujan tyyppiarvo

on se muuttujan arvo eli havainto, jolla on suurin frekvenssi.

Jos usealla arvolla on tama sama suurin frekvenssi, ovat ne kaikki tyyppiarvoja.
Tyyppiarvo on toiselta nimeltddn moodi ja se lyhennetdan Mo.

6.2.1. Pizzeria teki tutkimuksen eri laatujen suosiosta. Aénié sai: Bolognese 23, Vegetariana 18, Alla mare 9
Tutti frutti 31 ja Four Season 19. Esité tilasto taulukkona, jossa my6s frekvenssiprosentit, pylvas- ja sektori-
diagrammina. Mika on pizzasuosikin tyyppiarvo?

2. Puolen vuoden kuluttua tehtiin uusi pizzatutkimus. Nyt 4ania saatiin samassa jarjestyksessa 27, 14, 10, 21
ja 8. Tee samat tilastoesitykset kuin edellisessa tehtavassa. Tee uusi pylvasdiagrammi, jossa vierekkaiset
frekvenssiprosentit kummastakin tutkimuksesta.

8. Tilastomuuttujan jarjestysasteikko
Muuttujalla eli ominaisuudella on jarjestysasteikko, jos havainnot eli ominaisuuden arvot voidaan laittaa jar-
jestykseen. Havainnot eivat tarvitse olla yhta kaukana viereisista arvoista, kunhan ovat jarjestyksessa.

9. Millaiselle muuttujalle sopii jarjestysasteikko?
Kun muuttujan arvot eli havainnot ovat jollakin mielekkaalla tavalla jarjestyksessa

10. Muuttujan arvon frekvenssi
on niiden tilastoyksikdiden lukumaard, joilla on kyseinen muuttujan arvo

11. Muuttujan arvon summafrekvenssi
Kun muuttujan arvot ovat jarjestyksessa, niin summafrekvenssi on alkuarvosta ko. arvoon asti olevien arvo-
jen frekvenssien summa.

12. Summafrekvenssin esittdminen histogrammilla

Kunkin muuttujan arvon kohdalla on sen summafrekvenssin korkuinen pylvas.

Histogrammissa pylvaat ovat vierekkain.

Viimeinen pylvas on tilastoyksikoiden lukumaaran korkuinen tai 100%, jos frekvenssit esitetaan suhteellisina

13. Summafrekvenssin esittdminen summakayralla
Summakayra on jonkinlainen ” porrasfunktio ”, jonka arvot ovat summafrekvenssin suuruisia eli vaakasuora
viiva koko ko. muuttujan arvon mittaisella alueella.

14. Tilastomuuttujan mediaani

Kun jarjestysasteikkoisella muuttujalla sen arvot ovat jarjestyksessa, on talle sopiva ” keskiluku ” havaintoar-
voista keskimmaéinen eli mediaani. Se lyhennetdan Md.

Jos havaintoja on pariton maara, niin joukossa on keskimmainen, joka on mediaani

Jos havaintoja on parillinen maara, niin joukossa on kaksi yhta keskella olevaa lukua. Tall6in mediaani on
lukujen keskiarvo, jos se on mielekas. Tai toinen tai toinen tai molemmat.

3. Sotilaspiirissa on upseereita seuraavasti: kenraaleja 1, eversteja 3, everstiluutnantteja 5, majureita 12,
kapteeneja 31, yliluutnantteja 60 ja luutnantteja 10. Esitd upseerin arvojen jakautuminen taulukkona frek-
venssiprosentteineen ja pyvasdiagrammina. Mik&a on jakauman tyyppiarvo ja mediaani?

15. Tilastomuuttujan vélimatka-asteikko
Muuttujalla eli ominaisuudella on véalimatka-asteikko, jos havainnot voidaan laittaa jarjestykseen ja ne ovat
yht& kaukana viereisista arvoista, tai ainakin niiden erotus on mielekkaasti tulkittavissa.

16. Millaiselle muuttujalle sopii valimatka-asteikko?
Muuttujan arvot ovat tasaisin valimatkoin toisistaan (tai valimatkojen erotukset saman luvun monikertoja).
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17. Jakauman havainnollistaminen viivadiagrammilla
Merkitdan muuttujan arvon kohdalle frekvenssin korkeudelle piste.
Kun pisteet yhdistetddn murtoviivaksi saadaan viivadiagrammi eli frekvenssimonikulmio.

4. Peruskoulun matematiikan arvosanat olivat uusilla oppilailla: 10, 9, 9, 9, 10,9, 9, 8,10, 9, 8,9, 8, 9, 8, 8, 9,
10,9,8,9,8,9,8,9,7,10,9, 10, 7, 6, 10,9, 9, 7, 10. Tee arvosanojen jakaumasta taulukko, jossa frekvens-
si ja summafrekvenssi seka frekvenssi- ja summafrekvenssiprosentit. Mika on jakauman tyyppiarvo, mediaa-
ni ja keskiarvo?

18. Keskiarvo
Vélimatka-asteikkoiselle muuttujalle sopii keskikohtaa kuvaavaksi luvuksi keskiarvo, koska muuttujan arvot
X+ Xo+ Xz + ...

ovat tasaisin valein. Keskiarvo merkitaan ja lasketaan X = n

5. Laske lukujen 2,5, 7, 8, 9, 3, 4, 7, 9 keskiarvo, tyyppiarvo ja mediaani.

6. Luettele 10 positiivista lukua, joiden keskiarvo on 30 ja mediaani 40.

7. Maarita luku x siten, ettd lukujen 19, 11, x, 13 ja 21 keskiarvo on 17.

8. Matin neljan ensimmaisen kurssin keskiarvo oli 7,5. Mita hanen tulisi saada seuraavasta kurssista ar-
vosanaksi, jotta keskiarvoksi tulisi 8?

19. Keskiarvon laskeminen muuttujan arvojen frekvenssista
_ lel + szz + f3X3 + ...
X = n

9. Liikkeessa on 25 kpl 50 mk, 30 kpl 75 mk, 20 kpl 100 mk, 15 kpl 150 mk, 10 kpl 200 mk ja 8 kpl 250 mk
korvakorua. Mik& on korujen keskihinta?

10. Hissiin meni 4 keskimaarin 55 kg henkil6d. Kun seuraavasta kerroksesta tuli 3 keskimaarin 75 kg henki-
164, niin mik& oli hississé olevien keskipaino?

11. Oppilaalla oli 8 kpl arvosanoja 7, 9 kpl arvosanoja 8 ja 4 kpl 9. Montako 10 pitéisi hanella olla, jotta kes-
kiarvo olisi yli 8,5?

20. Keskiarvon laskeminen laskimella
TAVALLINEN: Laita laskimeen tilastomoodi esim.

Sy6ta havaintoarvot laskimen muistiin esim. [luku] [ SUM] ( tai [M+] tms.)

Jos samoja arvoja on useita, ne voidaan syottaa esim |arvo| [x] [lkm] [SUM]

Kun kaikki luvut on muistissa saat keskiarvo nappaimella

TI-85: |STAT] [EDIT = F2] ja anna listalle nimi tai hyvéaksy ehdotus xStat ja yStat

Tyhjaa mahdolliset tiedot | CLRxy = F5

Syota luvut Xy, Xz, X3, ... ja niiden mahdolliset frekvenssit yi, vz, s, ...

CALC = F1]| ja anna listojen nimet x- ja y-listaksi
1-VAR = F1], jolloin naytt6on tulee keskiarvo ja keskihajonnat

12. Laske lukujen 1, ¥%, 1/3, ¥4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9 keskiarvo ja mediaani

21. Millaisella muuttujalla on suhdeasteikko
Kun muuttujan arvo 0 on mielekk&asti tulkittavissa

22. Muuttujan arvojen luokitus

Kun muuttujalla on paljon eri arvoja, voidaan useampia yhdistda samaan luokkaan.

Esimerkiksi kaikki valilla [a,b[ olevat kuuluvat samaan luokkaan.

Etuna on se, ettd kun arvojen frekvenssi on 1 tai 0, niin luokan frekvenssit voivat olla isompiakin.

23. Luokkarajat
Luokalla on ala- ja ylaraja. Jos muuttujan arvo on naiden valissa, niin muuttuja kuuluu téhén luokkaan.
Rajat voivat olla todellisia tai pyoristettyja.

24. Luokkakeskus
on luokkarajojen keskiarvo.
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13. Poliisi mittasi autojen nopeuksia koulun kohdalla ja tulos oli: 38, 47, 51, 36, 42, 60, 55, 71, 48, 45, 39, 68,
52, 61, 53, 48, 44, 57, 43, 66, 58, 63, 41, 49 ja 54 km/h. Luokittele tulokset ja esita frekvenssitaulukko. Piirra
histogrammi ja viivadiagrammi. Mik& on koko aineiston keskiarvo ja luokkakeskuksista laskettu keskiarvo?

6.3. Hajontalukuja

1. Vélimatka-asteikollisen muuttujan vaihteluvali
on suurimman ja pienimman arvon erotus.

6.3.1. Mika on havaintoarvojen 17, 26, 12, 24, 18, 23, 27, 29 keskiarvo ja vaihteluvali?

2. Arvojen poikkeama
= havaintoarvo - vertailuarvo

3. Vélimatka-asteikollisen muuttujan keskipoikkeama

on keskiarvosta laskettujen poikkeamien itseisarvojen keskiarvo
e xX o - X+ Xg - X+

B n

2. Laske havaintoarvojen 18, 29, 8, 32, 19, 24, 26, 36 keskiarvo, vaihteluvali ja keskipoikkeama.

4. Valimatka-asteikollisen muuttujan keskihajonta
on havaintojen keskiarvosta laskettujen poikkeamien neliiden keskiarvon neliéjuuri

:G:\/(Xl'i)z"'(xz'i)z'*'...
n

3. Laske lukujen 7, 8, 5,9, 6, 9, 7, 10, 8, 8, 10, 9, 8, 6 ja 10 keskiarvo ja keskihajonta.

5. Varianssi

on keskihajonnan neli6 = ¢°

6. Keskihajonta laskimella
Syéta luvut muistiin kuten kohdassa 6.2.20

Keskihajonnan saat nappaamalla (tai tai |E| tai ... laskimestasi riippuen)

4. Laske lukujen 154, 257, 329, 165, 418, 288, 295, 164, 361 ja 296 keskiarvo, keskihajonta ja varianssi.

7. Valimatka-asteikollisen muuttujan otoskeskihajonta
on otettu kayttoon, jotta otoksesta saatava keskihajonta vastaisi paremmin koko joukon keskihajontaa.
Laskennollisesti tdmé saadaan muuttamalla keskihajonnan kaavassa nimittajasséa n:n paikalle (n - 1)

\/(Xl'x) "‘(Xz'X) t.

8. Otosvarianssi ,
on otoskeskihajonnan nelio = s

9. Otoskeskihajonta laskimesta
Syo6ta havaintoarvot laskimeen kuten kohdassa 6.2.20.

Otoskeskihajonnan saa nappaimella (tai tai tai.. laskimestasi riippuen)

5. Koululaisten kesatienesteja kyseltdesséa saatiin seuraava otos: 200 mk, 1700 mk, 2000 mk, 800 mk, 350
mk, 1200 mk, 2500 mk ja 600 mk. Mika on keskiarvo ja otoskeskihajonta

10. Normittamisen tarkoitus
saada eri muuttujan arvot vertailukelpoisiksi

11. Normitettu muuttujan arvo
kertoo miten monikertaisesti havainto poikkeaa keskiarvosta keskihajonnoilla mitattuna
_X- X . XX

(tai= )

(e}

6. Matti sai matikan kokeesta 8,2 ja englannin kokeesta 7,5. Matikan kokeen keskiarvo oli 7,3 ja keskihajonta
1,5 seka englannin kokeessa vastaavasti 6,1 ja 1,8. Onko Matti kieli- vai matikkanero?
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7. Diskreetti todenndkdisyysjakauma

7.1. Satunnaismuuttuja

1. Satunnaiskoe
Koe, jonka tulos ei ole ennalta arvattavissa

2. Satunnaismuuttuja
on funktio, jonka maarittelyjoukkona on satunnaiskokeen alkeistapaukset

3. Satunnaismuuttujan arvo
on ominaisuus, joka liittyy satunnaismuuttujaan

4. Diskreetti satunnaismuuttuja
saa vain aarellisen maaran arvoja
Vahan yleisemmin: Vain erillisid arvoja, ts. ei kaikkia mahdollisia arvoja joltakin lukuvalilta.

7.1.1. Onko satunnaismuuttuja x diskreetti, kun a) x € {1, 2,...,10} b) x € [1,10]c) x € {1, 2, 3, ...} d) x e R?

5. Satunnaismuuttujan arvon tulemisen todennékdoisyys
Merkitaan px = P(x = xi) = todennakoisyys sille, ettd satunnaismuuttuja X saa arvon Xy.

6. Todennakdisyyksien summa
Pi+pat+pst...=1

2. Satunnaismuuttuja x saa 5 arvoa. Mitd on ps, kun p; = 0,1, p, = 0,15, p; = 0,2 ja p, = 0,257

7. Satunnaismuuttujan frekvenssifunktio
on funktio, jonka arvot ovat todennakaoisyyksia px = P(x = Xy)

8. Satunnaismuuttujan jakauma
Jakauman muodostaa satunnaismuuttujan arvot yhdessa niiden tulemisen todennékdisyyden kanssa.

3. Painotetulla nopalla 6 saamisen todennakoisyys on viisinkertainen muiden silmélukujen saamiseen verrat-
tuna, joilla on keskendan sama todennakdisyys. Esita silmalukujen jakauma taulukkona ja graafisesti.

9. Tasainen jakauma
Jakauma on tasainen, jos kaikilla satunnaismuuttujan arvoilla on sama todennakoisyys.
Merkinta x ~ Tas(Xy, Xy, ...)

4. Olkoon x ~ Tas(1,2,3,4). Esita jakauma taulukkona ja janadiagrammina.

10. Empiirinen jakauma
Empiirisen jakauman todennakdisyydet on saatu jonkin kokeen suhteellisista frekvensseista

5. Kyselytutkimuksessa ilmoitettiin mielenkiintoisimmaksi televisio-ohjelmaksi uutiset 24, elokuva 36, Kauniit
ja rohkeat 42, poliisisarja 17 ja pikku kakkonen 9 kertaa. Esitd mielenkiintoisimman televisio-ohjelman ja-
kauma taman kyselyn perusteella.

11. Teoreettinen jakauma
Teoreettisen jakauman todennakdisyydet saadaan laskemalla jollakin teoreettisella tavalla milla on opittu
todennakdgisyyksia laskemaan.

6. Rahaa heitetédéan 3 kertaa. Esitd satunnaismuuttujan x = kruunujen lukumaéara jakauma.

7. Rahaa heitetédén 4 kertaa. Esita satunnaismuuttujan x = kruunujen ja klaavojen ero jakauma.

8. Noppaa heitetdan kahdesti. Esitd satunnaismuuttujan x = silmélukujen erotuksen itseisarvo jakauma.

9. Noppaa heitetaén kahdesti. Esitd suuremman silméluvun jakauma.

10. Laatikossa on 4 valkoista ja 6 mustaa palloa. Otetaan kolme palloa. Laske saatujen valkoisten pallojen
lukumé&aran jakauma.

11. Koripalloilijoiden A, B ja C onnistumisprosentti vapaaheitoissa on 40, 60 ja 70. Jokainen heittda yhden
vapaaheiton. Olkoon satunnaismuuttuja x = korien lukumé&ara. Esita x:n jakauma.

12. Satunnaismuuttuja x saa kokonaislukuarvot 1,2,...,10. P(x = k) = ak’ kaikilla k = 1, 2, ...,10. Maarita vaki-
on a arvo. Laske P(x <4) jaP(2<x<5)
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7.2. Diskreetin jakauman tunnusluvut

1. Odotusarvo
on satunnaiskokeen arvojen odotettavissa oleva keskiarvo, jos koetta tehtaisiin aarettdbmasti.

2. Odotusarvon laskeminen
EX = p=piXs + PoXo + PaXz + ...

7.2.1. TV:n laatikkokisassa on 10 laatikkoa. Kolmessa on 100 mk ja 200 mk, kahdessa 400 mk seké& yhdessa
800 mk ja 3000 mk. Pelaaja valitsee satunnaisesti laatikon. Mika on voiton odotusarvo?

2. Mik& on kahden nopan heitossa silmélukujen erotuksen itseisarvon odotusarvo?

3. Nelja korttia on numeroitu 1 - 4. Otetaan 2 korttia. Mik&a on korttien numeroiden summan odotusarvo?

4. Saastopossussa on 3 markan ja 2 viiden markan rahaa. Ravistettaessa sielté putoaa kaksi. Mik& on pu-
donneen rahamaéaran odotusarvo?

5. Lompuukissa on yksi 100 mk, kolme 50 mk ja kuusi 20 mk setelid. Otetaan satunnaisesti kaksi setelia.
Mik& on saadun rahasumman odotusarvo?

6. Kahdessa samanlaisessa laatikossa on toisessa 2 mustaa ja 4 valkoista palloa seka toisessa 3 mustaa ja
3 valkoista palloa. Olkoon satunnaismuuttuja X = mustien pallojen lukumaaré, kun otetaan kummastakin laa-
tikosta 1 pallo. Muodosta x:n jakauma ja odotusarvo.

7. Kahdessa samanlaisessa laatikossa on toisessa 2 mustaa ja 4 valkoista palloa seka toisessa 3 mustaa ja
3 valkoista palloa. Satunnaismuuttuja x = mustien pallojen lukumé&ara, kun satunnaisesti valitusta laatikosta
otetaan 2 palloa. Muodosta x:n jakauma ja laske sen odotusarvo.

3. Keskihajonnan laskeminen
DX = 6 = \/pa(Xs - 0)° + PalXz - 1) + Palxa - ) + ...

8. Rahaa heitetdan 4 kertaa. Laske kruunujen lukumaaran odotusarvo ja keskihajonta.
9. Kahta noppaa heitetdan. Mik& on suuremman silmaluvun odotusarvo ja keskihajonta?

4. Varianssi
on keskihajonnan neli¢ = D’ = s?

7.3. Binomijakauma ja sen tunnusluvut

1. Satunnaismuuttuja noudattaa binomijakaumaa

jos satunnaismuuttujan arvojen tulemisen todennakoisyydet lasketaan binomitodennakdisyyksista.
px=nCk - p*- (1-p)™*

Merkitdan x ~ Bin(n,p)

7.3.1. Noppaa heitetdén 5 kertaa. Muodosta kuutosten lukumaaran jakauma.
2. Heitetddn nastaa 4 kertaa. P(karki yl6s) = 0,4. Muodosta karki ylos tapausten lukumaaran jakauma.
3. Muodosta 5 lapsisen perheen poikien maaran jakauma. Pojan syntymisen todennakéisyys on 0,514.

2. Binomijakauman odotusarvo
Ex=np

4. Olkoon x ~ Bin(10; 0,8). Mik& on jakauman odotusarvo?

5. Laattojen muoto on virheettn todennakoisyydella 0,95 ja lasitus 0,80. Virheet ovat toisistaan riippumatto-
mia. Laske virheettdmien laattojen lukum&aréan odotusarvo 5 laatan erasta.

6. Oppilas saa flunssan todennékoisyydella 0,15. Matikan ryhm&ssa on 19 henkild&d. Mik& on tunnilta poissa
olevien oppilaiden odotusarvo?

3. Binomijakauman keskihajonta

Dx = /np(1-p)

7. Rahaa heitetédén nelja kertaa. Mik& on kruunujen lukumaarén odotusarvo ja keskihajonta?

8. Laboratoriokokeen onnistumisen todennékdisyys on 0,8. Koe tehdaan 30 kertaa. Mik& on onnistuneiden
kokeiden odotusarvo ja keskihajonta?

9. Noppaa heitetdéan 5 kertaa. Olkoon x = niiden heittojen lukuméara, joilla saadaan 5 tai 6. Mik& on x:n odo-
tusarvo ja keskihajonta?

10. Olkoon x ~ Bin(n,p). Laske n ja p, kun Ex = 8 ja Dx = 2.
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8. Jatkuva todennakdisyysjakauma

8.1. Jatkuva satunnaismuuttuja

1. Jatkuva satunnaismuuttuja
voi saada arvoikseen kaikki reaaliluvut tai kaikki arvot joltakin valilta [a,b]

2. Jatkuvan satunnaismuuttujan jakauma luokiteltuna
jostakin tilastosta voidaan esittaa histogrammina.

8.2. Tiheysfunktio

1. Tiheysfunktio

on funktio, jonka arvot ovat vahintaan nolla eli sen kuvaaja on x-akselin ylapuolella.

Sen avulla yritetdédn kuvata miten suuri satunnaismuuttujan tietylle arvovalille tulemisen todennakaoisyys.
Alueella, jossa tiheysfunktio on korkealla, on suuri, ja missd matalalla, on pieni todennakéisyys.

2. Tiheysfunktio ja ” todenn&kdisyysmassa ”

Tiheysfunktion ja x-akselin vélisen alueen pinta-ala on 1. Taten alaa voi pitda ” todennakodisyysmassana ”.
Todennéakdisyys, ettd satunnaismuuttujan arvot osuvat jollekin vélille, sen alueen pinta-ala, joka on tAman
valin ylapuolella oleva osa todennékdisyysmassasta.

3. Milloin funktio on tiheysfunktio?

Funktio f on jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio, jos

1) f(x)>0

2) fon jatkuva kaikkialla, paitsi ehka ei &arellisen monessa kohdassa

3) f f (x)dx =1 eli kokonaisala kayran ja x-akselin valilla on oltava 1.

4. Tutkiminen onko funktio tiheysfunktio
Tutkitaan, tayttdako funktio kohdan 8.2.3. vaatimukset.

8.2.1. Onko f eraan jatkuvan satunnaisfunktion tiheysfunktio, kun a) f(x) = x / 50, kun 0 < x < 10 b) f(x) = 3x%,
0<x<1,c)f(x)=e”, kun0<x<2?

5. Vakion maarittaminen niin, etta funktio olisi tiheysfunktio
Yleensa vakiolle saadaan arvo ratkaisemalla yhtaloé
Joskus jokin vakion arvoista joudutaan hylkdamaan, kun silla ei funktion arvot ole vahintaan nollia.

2. Mika on a, kun funktio f(x) = ax, kun 0 < x < 5 on eréaan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio?
3. Miké& on a, kun funktio f(x) = ax®, kun 0 < x < 2 on eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio?
4. Mikéa on a, kun funktio f(x) = 4x3 kun 0 < x < a on eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio?
5. Jakauman tiheysfunktio on f(x) = x + a, kun 1 < x < 2. M&arité a.

6. Tasaisen jakauman tiheysfunktio
on vakio silla valilla [a,b], mille satunnaismuuttujan arvot voivat osua.
Talla valilla on siis funktion arvot 1/(b - a) ts. f(x) = 1/(b - a)

6. Satunnaismuuttujan x arvot ovat jakaantuneet tasaisesti vélille [2,6]. Mik&a on tiheysfunktio?

7. Tasainen jakauma
Kun aina samanpituisella alueella on sama todennékdisyys, on jakauma tasainen. Merkitdan x ~ Tas(a,b)

8. Todenné&kdisyyden laskeminen tiheysfunktiosta

Pc<x<d) :jc" f (x)dx

7. Satunnaismuuttuja x ~ Tas(4,10). Mika on tiheysfunktio. Laske P(x < 5) ja P(x > 8)

8. Satunnaismuuttujan x tiheysfunktio on f(x) = 0,1 - (x + %2) , kun 0 < x < 4. Laske P(x > 2).

9. Satunnaismuuttujan x tiheysfunktio on f(x) = 2x / (x* + 1), kun x > 0. Laske P(x < 1) ja P(1 < x < 2)
10. Maarita vakio a siten, etta f(x) = 0,5x + a, 2 < x < 3, on tiheysfunktio. Laske P(x < 2%5)
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11. Laitteen toiminta-aika vuosina on satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f(x) = 1%e™?, kun x > 0. Milla
todennakdoisyydella laite kestaa a) yli kolme vuotta b) 1 - 2 vuotta c) alle 4 kuukautta?

8.3. Kertymafunktio

1. Tiheysfunktion f kertyméafunktio F
on funktio, jonka arvo kertoo alusta x:4an asti kertyneen todennékdisyyden

8.3.1. F(x) = x*/ (x° + 10 000), kun x > 0, on kertymafunktio. Laske a) P(x < 100) b) P(x < 200)

2. Kertymafunktion laskeminen maaratylla integraalilla

F(X) = P(x < X) = jm f (t)dt

2. Satunnaismuuttujan x tiheysfunktio on f(x) = 6x + 2, kun 0 < x < 1/3. Mika on kertyméafunktio?
3. Satunnaismuuttuja X ~ Tas(1,6). Mik& on a) tiheysfunktio b) kertymé&funktio?

3. Kertyméafunktion laskeminen integraalifunktiosta

Kertymafunktio F on eréas funktion f integraalifunktioista.

Maaritellaén kaikki integraalifunktiot F + C.

Integroimisvakion C arvon saa ehdosta F(alussa) = F(a) = 0 tai F(lopussa) = F(b) = 1.

4. Tiheysfunktio on f(x) = X + %2, kun 0 < x < 1. Miké& on kertyméfunktio?
5. Tiheysfunktio on f(x) = x? + 2/3, kun 0 < x < 1. Mika on kertyméafunktio?
6. Tiheysfunktio on f(x) = (x + 1)'2, kun x > 0. Mik& on kertymé&funktio?

4. Todennékdisyyden P(x < x) laskeminen kertymafunktion avulla
P(x <x) = F(X)

5. Todennakoisyyden P(x > x) laskeminen kertymafunktion avulla
Px>x)=1-F(x)

6. Todennakoisyyden P(a < x < b) laskeminen kertymafunktion avulla
P(a<x<b)="F(b)-F)

7. F(x) = 1 - €™ on kertymafunktio. Laske a) P(x < 1) b) P(x >In 2) ¢) P(1 <x < In 3)
8. Méaarita vakio a siten, etta F(x) = ¥2x - ax?, kun0<x<4,on kertymafunktio. Laske P(x > 2).
9. Olkoon tiheysfunktio f(x) = x - %, kun 1 < x < 2. Maarita a siten, ettda P(x > a) = 0,5.

8.4. Jatkuvan jakauman odotusarvo ja keskihajonta

1. Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo
Ex=p= j x- f(x)dx

8.4.1. Satunnaismuuttuja x ~ Tas(0,10). Mik& on a) tiheysfunktio b) kertymé&funktio c) odotusarvo?

2. Jatkuvan satunnaismuuttujan varianssi
Dx=o’= [ (x=p)*- f(x)dx

3. Jatkuvan satunnaismuuttujan keskihajonta
Dx = o eli nelibjuuri varianssista

2. Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio on f(x) = (x + 1) / 4, kun 0 < x < 2. Mik& on a) kertymé&funktio b)
odotusarvo c) varianssi d) keskihajonta?

4. Jatkuvan jakauman mediaani
on se satunnaismuuttujan arvo, jolle P(x < Md) = 0,5
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9. Normaalijakauma

9.1. Normitettu normaalijakauma

1. Normaalijakauma
Jakauma, jonka muotoisia on havaittu monien satunnaismuuttujien noudattavan.

2. Normaalijakauman tiheysfunktio
Tiheysfunktiot ovat samanmuotoisia, jonka huippu on keskiarvon kohdalla.
Kuvaajat ovat symmetrisia huipun kautta kulkevan pystysuoran suoran suhteen.

3. Gaussin kayra, kellokayra
Tiheysfunktion kuvaajia sanotaan Gaussin kayriksi, koska Gauss ensiksi huomasi jakauman yleisyyden.
Niitéd sanotaan myos kellokayriksi, koska ne ovat kirkonkellojen keskikohdan poikkileikkauksen muotoisia.

4. Normitettu normaalijakauma N(0,1)
Normaalijakauma on normitettu, jos odotusarvo p = 0 ja keskihajonta ¢ = 1.

5. Normitetun normaalijakauman tiheysfunktio

1
P(x) = E

s x?

e

6. Normitetun normaalijakauman kertyméafunktio

() == [ et

7. Normitetun normaalijakauman kertymafunktion arvot taulukkokirjasta
Taulukkokirjassa on kertyméfunktion arvot muuttujilla 0,00 - 3,49

9.1.1. Mité on a) ®(0,12) b) ®(1,68) c) ®(0,86)?
2. Mika on a, kun ®(a) = 0,5678 b) ®(a) = 0,86 c) ®(a) = 0,91?

8. Normitetun normaalijakauman kertyméfunktion arvot laskimesta
Joissakin laskimissa on mahdollisuus saada normitetun normaalijakauman kertymafunktion arvoja.

Canon F-800P:ssa : [Mode| [ST1] [x| [INV] [P(®)]

Ohjelmoitavissa laskimissa, jotka laskevat maaratyn integraalin, voi laittaa funktiomuistiin tiheysfunktion.
Taman jalkeen laskee taman maaratyn integraalin tutkittavaan kohtaan x asti.

9. ®(-a)
=1-d(a) . Yleensa kannattaa piirtda Gaussin kayra ja hahmotella sen perusteella todennékdisyyksia.

3. Mité on a) ©(-0,38) b) ®(-1,49)
4. Mika on a, kun ®(a) = 0,432 b) ®(a) = 0,2875?

10. P(x < a)
=®d(a)

11. P(x > a)
=1-®(a)

12. P(a<x <h)
= @(b) - (a)

13. P(x < -a)
=d(-a)=1-0(a)

5. x ~N(0,1). Laske a) P(x < 0,73) b) P(x > 1,2) ¢) P(x <- 0,15) d) P(-0,5 < x < 1,2) e) P(]x| < 0,3)
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6. X ~ N(0,1). M&arita a, kun a) P(x <a) = 0,75 b) P(x >a) = 0,35 c) P(x > a) = 0,65 d) P(]x| <a) = 0,35
7. Sokeripakettien tayttékoneen virhe on jakautunut normaalisti siten, etté keskiarvo on 0 g ja keskihajonta
1 g. Kuinka monta prosentilla paketeista on ylipainoa enemman kuin 2 g?

9.2. Yleisen normaalijakauman todennakdisyydet normittamalla

1. Normaalijakauman N(u,0) normittaminen muuttujan vaihdolla

_—_EX-

Normittaminen saadaan tekemalla uusi muuttuja z .

joka on jakautunut N(0,1)

2. Yleisen normaalijakauman todennékoisyyksien laskeminen

, . . X- y
Valitaan uusi muuttuja z = _EE kuten edella.

P(x<a)=Pz<H)=ao(*H)

9.2.1. x ~ N(3,2). Laske a) P(x < 2) b) P(x > 3,8) c) P(2,5<x < 3,3) d) P(x < 2,34)

2. Tehtavan suoritusaika minuuteissa on jakautunut N(32,2). Milla todennédkdisyydella tehtavan suoritus kes-
taa yli 35 minuuttia?

3. Tuotteen pakkausten keskipaino on 500 g ja keskihajonta 15 g. Kuinka monta % pakkauksista painaa a)
vahintdan 520g b) vahemman kuin 490 g, kun painojen jakauma on normaali?

4. Luokan tytt6jen pituus on jakautunut N(160 cm, 20 cm). Laske todennékdisyys, ettd umpimahkaan valitun
oppilaan pituus on a) pienempi kuin 145 cm b) suurempi kuin 130 cm c) valilla 170 - 180 cm d) taysiksi sent-
timetreiksi pyoristettynd 165 cm?

5. Kahviautomaatista saatavan annoksen tilavuus on jakautunut N(200cm?, 4 cm®). Kuinka suuri on kahvimu-
kin oltava, jotta ylivalumisen todennakoisyys on korkeintaan 0,1%?

6. Laitteen kestoika on jakautunut normaalisti keskiarvon ollessa 36 kk. Ostaja vaatii, ettd 99% laitteista pitaa
kestaa yli 24 kk. Mika saa keskihajonta korkeintaan olla?

7. Marmeladia pakataan koneellisesti rasioihin, jolloin paino noudattaa jakaumaa N(u,12). Keskiarvoa p voi-
daan saataa. Miten p on valittava, jotta 75% rasioista siséltédd véhintdan 450 g marmeladia?

8. Tietyn tyyppisten vastusten resistanssi noudattaa normaalijakaumaa. Kokemuksesta tiedetaan, etté 20
prosentilla vastuksista resistanssi on pienempi kuin 190 Q ja 10 prosentilla suurempi kuin 215 Q. Kuinka
suuri osa vastuksista on sellaisia, joiden resistanssi on valilla 195 - 205 Q?

9. Halutaan valmistaa 1000 kaamia, joiden paino on 50,0 + 1,0 g. K&damien paino on jakautunut N(50;0,7).
Kuinka monta kdamia on valmistettava?

Vastaukset E-tehtaviin.

1.1.1. a) c) 23. a) 8/125 b) 36/125 2.1.1. 200

2. {Ri2, Ri3;...,PaK, PaA} c) 54/125 d) 27/125 2.2 985984

3. (1Kr,5Kr), (1Kr,5KI), 24.11/21 3.256

(1KI1,5Kr), (1KI,5KI) 4. 2401

4.4,5,6 1.2.1. a) 5/36 b) 4/9 ¢) 1/9 d) ¥% 5.0,72

5.52,12 2.a) 5/6 b) 4/9 c) 7/9 6.a) 30 b) 12 ¢) 2/5
6.a)%b)%c)0 3.17/36

7.a) 1/52 b) 1/52 4. 4/9 2.2.1.1,3-10%
8.1/51 5.1/12 2.120

10. 1/3 6. 2/25 3. a) 5040 b) 1440
11. a) ¥2 b) 1/13 ¢) 4/13 7.1/3 4.1/120

12. a) 12/365 b)11/365 c) 7/365 8.1/15 5. 0,000155

13.a) 12/366 b) 12/366 c) 7/366 9.1/21 6. 6720

14. a) 48/1461 b) 45/1461 10. 4/90 7.272

c) 28/1461 11. 1/12 8. 210

15. 11/39 12.a) 1/12 b) % 9.a) 1680 b) 210 c) 132
16. a) 2/10 b) 7/10 13.a) Y2 b) 11/24 ¢) 7/8 d) 360 360

17. (P,P), (P,T), (T.P), (T,T) 14. 2/3 10. 0,000495
a)Vab) %) % 15. 0,16 11. 5/21

18. a) 0,89 b) 0,08 16. a) 1/150 b) 1/30 c) 2/75

19. 0,45 17. % 2.3.1.56

20. 3/8 18. /4 2.24 310

21.0,03 19. (4 - e)’/8 3.20

22.3/8 4.19 448
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5. 70
6. a) 15 b) 35 c) 84 d) 120
e) 120 f) 792 g) 792
7.3/14

8.a) 1/12 271 512

b) 12915/12 271 512

c) 46 820/12 271 512
9.0,023

10. 0,40

11. 0,001981

12. 143/16 660

w
'—\

N
»
X

. 6/7

Ya

1/52

1/18

1/5

. 1/20

. a) 0,001981 b) 0,000018
10. 1/52

11.12

© 0N TP WML

3.21.a)Kb)Ec)E
2.1/35

3.1/315

4.a) Kb)Kc) E

5.1/8

6 0,024

7.a) 0,56 b) 0,38 c) 0,94
8. 0,352

9.0,38

10. 0,342

4.2.1. a) 0 tai negat. b) kork. 43
c¢) kukaan ei myohésty d) ain. 1
ei 0saa e) ei kivaa

. 0,7

. 0,55

. 0,13

. 0,05

. 35/36

¥4

No oA wN

43.1.a)Eb)Kc)K

.a) 0,77 b) 0,55 ¢) 0,23
. Summayli 1

. 4/13

. 13/36

4/9
.a)0,5b)0,6¢)0,7

No oA wN

4.4.1. 7115
2.17/77

3.7/30

4.7/9

5.0,1<p<05

6.0,63

7.5/12

8. 31/52

9. 11/35

10. a) 0,81 b) 0,18 ¢) 0,01

11. a) 0,048 b) 0,296 c) 0,464
d) 0,192

12. a) 0,38 b) 0,62

13.0,19 b) 0,44 c) 0,34
14.0,325

15. 3/5

16. a) 1/216 b) 1/36

5.1.1. a) 0,48 b) 0,52
2.0,46

3.0,753

4.0,15

5.9

5.2.1. a) 0,032 b) 0,193

2.0,27

3.0,54

4.0,38

5.0,19

6. 27/512

7. BB:lle 91 000 $, vastustajalle
9000 $

6.2.1. Mo = Tultti Frutti
3. Mo = Md =il

4. Mo=9,Md=9,x =8,75
5. Xx =6,Mo=7ja9,Md=7
7.21

8.10

9. 109 mk

10. 63,6 kg

11.10

12.x =0,314,Md =1/5
13.x =51,6 km/h

.3.1. X =22, vaihteluvali =
. X = 24, vaihteluvéli = 28,
ski p0|kkeama 6,8

X =

i =273 c= 843

=7110

5.X =1170 mk, c,1 =830 mk
6. kielinero

7.1.1.a)Kb)Ec)Kd)E
2.0,30

6. p(0) = 1/8, p(1) = 3/8,

p(2) = 3/8, p(3) = 1/8

7.p(0) = 6/16, p(1) = p(3) =0,
p(2) = 8/16, p(4) = 2/16

8. p(0) = 6/36, p(1) = 10/36,
p(2) = 8/36, p(3) = 6/36,

p(4) = 4136, p(5) = 2/36

9. p(1) = 1/36, p(2) = 3/36,
p(3) = 5/36, p(4) = 7/36,

p(5) = 9/36, p(6) = 11/36

10. p(0) = 1/6, p(1) = %

p(2) = 3/10, p(3) = 1/30

11. p(0) = 0,072, p(1) = 0,324,
p(2) = 0,436, p(3) = 0,168

12. a = 1/385, 14/385, 29/385

7.2.1. 550 mk
2.35/18

3.5

4. 5,20 mk

5. 74 mk

6. p(0) =1/3,p(1) =%

p(2) = 1/6, Ex = 5/6

7. p(0) = 3/10, p(1) = 17/30,
p(2) = 4/30, Ex = 5/6

8. Ex=2,Dx=1

9. Ex = 161/36,
Dx =/2555/36

7.3.1. p(0) = 0,402,

p(1) = 0,402, p(2) = 0,161,
p(3) = 0,032, p(4) = 0,003,
p(5) =0

2. p(0) = 0,1296,

p(1) = 0,3456, p(2) = 0,3456,
p(3) = 0,1536, p(4) = 0,0256
3.p(0) = 0,0271,

p(1) = 0,1434, p(2) = 0,3033,
p(3) = 0,3207, p(4) = 0,1696,
p(5) = 0,0359

4.8

5.3,8

6.2,85

7.Ex=2,Dx=1
8.Ex=24,Dx=2,2

9. Ex = 10/3, Dx =/10/ 3
10.n=16,p=%

8.21.a) Kb)Kc) E
2.0,08

3.3/8

4.1

5.-%

6. f(X) = ¥4, X € [2,6]
7.f(x) = 1/6, P(x < 5) = 1/6,
P(x >8)=2/3

8.0,7

9. %, 3/10

10.a=-Y4, p=7/16

11. a) 0,223 b) 0,239 c) 0,154

8.3.1. a)l/zb)4/5
2.F(x) = 3x% + 2x
3.f(x) = 1/5 F(x) =x/5-1/5
4. F(x) = (x + X)/2

5. F(x) = (x + 2x)/3
6.fx)=1-1/(x+1)
7.a)1-1/eb)¥%c)lle-1/3
8.a=1/16,p=Y

9

(1 ++/5)2

8.4.1. a) f(x) = 1/10
b) F(x) = x/lO c)5

2. F(x) = (x + 2x)/8

b) Ex = 7/6 c) 11/36 d) \[11/6

9.1.1. a) 0,5478 b) 0,9535
c) 0,8051

2.2) 0,17 b) 1,08 ¢) 1,34
3. a) 0,352 b) 0,0681
4.a)-0,17 b) - 0,56
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5.a) 0,7673 b) 0,1151 9.2.1. a) 0,3085 b) 0,3446 5. 205 cm®
c) 0,4404 d) 0,5764 ) 0,2358 ¢) 0,1583 d) 0,3707 6. 5,2 kk
6. a) 0,67 b) 0,39 c) - 0,39 2.0,067 7.458 g
d) 0,45 3.a) 9,2% b) 25,1% 8.31%
7.2,3% 4.a)0,23b)0,93¢) 0,15 9. 1180

d) 0,02

Koetehtavid aiemmilta vuosilta
91.1.1. Milla todennakoisyydella kolminumeroisessa kokonaisluvussa on ainakin yksi numero 5?7 [ 0,28 ]

91.1.2. Noppaa heitetdan kolme kertaa perakkain. Milla todennékdisyydella kolmannen heiton tulos on sama

kuin kahden ensimmaisen heiton summa? [7—52]

91.1.3. Noppaa heitetdan kuusi kertaa. Milla todennakdoisyydelld kuudennessa heitossa saadaan kolmas
kuutonen? [ 0,027 ]

91.1.4. Koulusta my6hastynyt oppilas mythastyy seuraavanakin paivana 40 prosentin todennakdisyydella.
Jos oppilas on tullut ajoissa kouluun, han myohastyy seuraavana koulupaivana 25 % todennakaoisyydella.
Kuinka suuri on todennakaoisyys, etté han tulee torstaina ajoissa kouluun, jos han saman viikon maanantaina
myo6hastyi koulusta? [ 0,7035 ]

91.1.5. Luokalla on 8 tyttda ja 12 poikaa. Tytdista 5 ja pojista 8 ovat 18-vuotiaita ja loput ovat 17-vuotiaita.
Milla todennékdisyydelld satunnaisesti valitussa 4 oppilaan ryhméasséa on a) kaksi poikaa ja kaksi tyttda b)
kaksi 17-vuotiasta poikaa ja kaksi 18-vuotiasta tytt6a c) 4 yhta vanhaa oppilasta? [a) 0,38 b) 0,012 ¢) 0,15 ]

91.1.6. Tietokoneen suorakulmion muotoinen kuvaruutu on suuruudeltaan 640x350 pistetta. Keskella on
200x100 suuruinen alue, joka on erdéssa pelissa 10 pisteen arvoinen. Tdma alue on suuremman 400x200
suuruisen alueen sisapuolella. Jos samassa pelissa piste osuu téhan alueeseen, muttei sisimpaan saa 7
pistettd. Ja jos piste osuu reuna-alueeseen saa 3 pistettéd. Tietokone arpoo satunnaisesti kolme pistetta kuva-
ruudulta. Milla todennakoisyydelld kyseisessa pelissa saa a) 30 pistetta b) 20 pistetta? [a) 0,00071 b) 0,092 ]

91.1.7. Henkil kavelee tydmatkallaan kaksien liikennevalojen kautta. Ensimmaisissa valoissa on vihrea to-
dennékdisyydella 0,40 ja toisissa 0,35. Vihrean aallon vuoksi todennakaoisyys sille, ettd molemmissa on vih-
rea valo on 0,20. Milla todennékdisyydella liikennevaloissa joutuu pysdhtymaan tasmalleen kerran? [ 0,35 ]

91.2.2. Onnenpydra on jaettu 36 yhta suureen sektoriin, joista yksi on punainen, seitsemén vihre&a ja loput
keltaisia. Punainen sektori tarkoittaa 300 mk:n voittoa ja vihred 50 mk:n voittoa sekéa keltaisella sektorilla ei
saa voittoa. Onnenpyora laitetaan pyorimaéan ja oletetaan, ettéd se pysahtyy satunnaisesti mihin sektoriin ta-
hansa. Laske odotettavissa olevan voiton suuruus. [ 18 mk ]

91.2.3. Kahviautomaatin antaman kahviannoksen tilavuus noudattaa normaalijakaumaa, jonka keskiarvo on
1,5 dl ja keskihajonta 0,1 dI. Milla todennékdisyydella kahvi sopii mukiin, jonka tilavuus on 1,68 dI? [0,9641]

91.2.5. Laatikossa on 4 valkoista ja 5 mustaa palloa. Laatikosta otetaan umpiméhkaan 3 palloa. Laske val-
koisten pallojen lukumé&aran jakauma ja odotusarvo. [ Ex = 4/3 ]

92.1.1. Jalkapalloturnaukseen osallistuu 16 joukkuetta. Kuinka monta ottelua tarvitaan, jos joukkueet jaetaan
kahteen lohkoon, jossa jokainen pelaa jokaista vastaan ja sen jalkeen kummankin lohkon kaksi parasta pe-
laa keskenaan kaksinkertaisen sarjan? [ 68 |

92.1.2. Milla todennakoisyydella satunnaisesti valitussa kaksinumeroisessa positiivisessa kokonaisluvussa
ensimmainen numero on pienempi kuin toinen? [ 0,4 ]

92.1.3. Noppaa heitetdan kolme kertaa. Milla todennékdisyydella silmélukujen tulo on 307 [1/18 ]

92.1.4. Sateen todennakoisyys jonakin paivana toukokuussa on 35 %. Milla todennékoisyydella ensi touko-
kuun valittuna viikkona on a) viisi poutapaivaa b) viisi perakkaista poutapaivaa? [a) 0,30 b) 0,095 ]
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92.1.5. Laatikossa A on 6 valkoista ja 1 musta pallo seké laatikossa B 6 valkoista palloa. Laatikosta A ote-
taan ensin satunnaisesti 3 palloa ja laitetaan ne laatikkoon B. Sitten otetaan laatikosta B satunnaisesti 3 pal-

loa ja laitetaan ne laatikkoon A. Milla todennakoisyydella laatikossa A on nyt musta pallo? [%]

92.2.4. Laatikossa on kaksi palloa, joissa on numero 1, kaksi palloa, joissa on numero 2 ja yksi pallo, jossa
on numero 3. Palloista valitaan satunnaisesti kaksi palloa. Mik& on pallojen numeroiden summan jakauma ja
odotusarvo? [P(2)=0,1,P(3)=0,4,P(4)=0,3,P(5)=0,2; Ex=3,6]

92.2.5. Naisten keihaanheiton tilastotulokset noudattavat normaalijakaumaa. Tulosten keskiarvo on 61,40 m
ja keskihajonta 3,20 m. Kuinka monta prosenttia tuloksista on yli 65,00 m? [ 13% ]

92.3.1. Jalkapalloturnaukseen osallistuu 16 joukkuetta. Kuinka monta ottelua tarvitaan voittajan selvittami-
seksi, jos a) havigja putoaa aina pois b) kaikki pelaavat kerran kaikkia vastaan? [a) 15 b) 120 ]

92.3.2. Viisi poikaa ja kaksi tyttba asettuvat satunnaisesti jonoon. Milla todennakoisyydella tytét eivat ole pe-

rakkain? [ % ]

92.3.3. Kolmessa identtisessa nopassa on aina kaksi tahkoa maalattu samalla vérilla. Kaytetyt varit ovat sini-
nen, punainen ja keltainen. Milla todennakoisyydelld saadaan a) vain yhta véria b) vain punaisia c) kaikki

VArit? [a) % b) % c) % ]

92.3.4. Toisen luokan oppilaista 50 % valitsee psykologian kurssin 3. luokalle ja 30 % biologian kurssin. To-
dennékadisyys, ettéd satunnaisesti valittu oppilas ei ole valinnut psykologiaa eika biologiaa on 40%. Kuinka
monta prosenttia oppilaista valitsee molemmat oppiaineet? [ 20% ]

92.3.5. Jalkapalloilija onnistuu rangaistuspotkussa todennéakoisyydella 0,9. Monennenko rangaistuspotkun
jalkeen todennakdisyys, etta han on epaonnistunut vahintdan kaksi kertaa, on suurempi kuin 0,3? [ 11 ]

92.4.4. Pienen koulun luokalla on 3 tytt6a ja 4 poikaa. Heista valitaan umpiméahkaan 3. Muodosta poikien
Iukumaarén jakauma ja laske poikien lukumé&aran odotusarvo.

[P(0) =3, P(1) = éé,P(Z ég,P(S)—— Ex=12]

35 ' 7
92.4.5. Kahviautomaatin annoksen koko noudattaa normaalijakaumaa, jonka keskiarvo on 1,6 dl ja keskiha-
jonta 0,05 dl. Milla todennakoisyydella kahvi sopii mukiin, jonka tilavuus on 1,7 dI? [ 0,9773 ]

94.1. Meiréan-paivien aikana pidettavaan Pedro-mestaruuskilpailuihin on ilmoittautunut 16 joukkuetta. a) Mon-
tako ottelua on pelattava, kun jokainen joukkue pelaa kerran jokaista vastaan? b) Montako pelikierrosta tarvi-
taan, kun kaikki joukkueet pelaavat samanaikaisesti yhta ottelua eli yhtdaikaa on kdynnissa 8 ottelua ? c)
Kauanko kilpailut kestavat, kun yksi ottelu kestda 10 minuuttia eika otteluiden vélilla pideta taukoa?

94.3. Kaksi tasavahvaa joukkuetta ottelee Meiran-paivien kyykkdmestaruudesta, jonka saa se joukkue, joka
ensiksi on voittanut kolme ottelua. Milla todennakoisyydella mestaruus ratkeaa vasta viidennella kierroksella?
(Kussakin ottelussa ratkaistaan voittaja, tasapelia ei tule)

94.5. Meiran-paivien nelihenkisen toimikunnan jasenet valitaan arvalla kuuden naisen ja viiden miehen jou-
kosta. Milla todennékoisyydelld toimikuntaan tulee naisenemmistd?

94.6. Meirén-péaivien vierailevien esiintyjien matkakulujen peittdmiseski jarjestettiin arpajaiset, joissa on
myynniss&a 1000 arpaa, joista kymmenella voittaa 150 mk ja kahdellakymmenella 100 mk. Yhden arvan hinta
on 5 mk. Laske odotusarvo sille summalle, jonka kahden arvan ostaja jaa voitolle tai tappiolle.

94.7. Kaustisen koulubussin tuloaikaa koululle kuvaa tiheysfunktio f(x) = 0,0032(x + 20), missa x on tuloaika
laskettuna koulun alkamisajasta ja valilla -20 < x < 5. Negatiivinen x tarkoittaa, ett bussi on etuajassa ja
positiivinen x , etta bussi mythastyy. Milla todennakoisyydelld kaustislaiset oppilaat ennattavat Meirdn-paivien
juhlallisiin avajaisiin?

94.8. Koulu-paivien matematiikkaryhma paattaa tutkia kokeellisesti funktion f(x) = (m - x)(x - n) suurinta arvoa
arpomalla luvut m ja n nopalla. Milla todennékdisyydella suurin arvo on ainakin 1?
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94.10. Erdan 5-jasenisen toimikunnan jasenten kouluuntuloaika jakautunut normaalisti siten, etta keskim&a-
réinen tuloaika on klo 9.30 ja keskihajonta 20 minuuttia. Milla todennakéisyydella a) yksittdinen jasen b) aina-
kin yksi jasen on koulussa jo klo 9.00?

1. a) (126) =120 b) Kierroksia = % =15 ¢) aika = 15 - 10 min = 150 min = 2% h

1
€9
TN
[
€9

+
N
X

1

-

[N

a1

11 S . . .
5n= (4> =330 ; k = 6:sta 3 naista ja 5:std 1 mies tai 6:sta 4 naista

P(A) =322 =2~ =0.35

6.x -10 90 140 190 240 290
p 0,9409 0,0388 0,0194 0,00038 0,0004 0,00009
970 969 _ _970 20 . _

P(-10) = 7005 * 599 = 0:9409 ; P(90) = 1505 * 999 * 2 = 0,0388 ...

Ex = 0,9409-(-10) + 0,0388-90 + 0,0194-140 + 0,00038-190 + 0,0004-240 + 0,00009-290 = - 3 mk

7. Tiheysfunktion kuvaaja on pisteiden (-20,0) ja (5;0,08) vélinen jana
P(ajoissa) = P(-20 < x < 0) = Ala = %2:(0,0032-20)-20 = 0,64

8.f(x) =mx - mn - x* + nx =- x° + (M + n)x - mn , jonka kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, jonka suurin
arvo saadaan paraabelin huipussa.
f'x)=-2x+(m+n) ; f'=0; x=%(m+n) f*2(m +n))=(m -¥(m + n))(¥2(m +n)-n):1/4(m-n)2

Tehdaéan 6 x 6 taulukko, johon lasketaan ¥(m - n)2 arvot. Niistd on > 1 20 kpl. P(A) = % :g
9-9%

- 01
X /93/2 onjak. N(0,1) : P(x<9)=P(z <

10. Kouluuntuloaika x on jak. N(9%, 1/3) ; z = 1

=F(-1%2) =1 - F(1%) =1-0,9332 = 0,0668
b) P(ain. 1 ajoissa) = 1 - P(ei kukaan ajoissa) =1 -P(l.eija2.eija...)=1- 0,9332° = 0,2923

1/3 ) =P(z<-1%)

95.1.3. Pikku-Kallen kodin olohuone on 5 m pitk&, 4 m leved ja 2,5 m korkea. Huoneessa on kaksi 120 cm x
150 cm kokoista ikkunaa, seinallda on peili 50 cm x 100 cm ja kolme akvarellia, joiden koot ovat 60 cm x 40
cm, 80 cm x 100 cm ja 120 cm x 100 cm. Suutuksissaan Kalle heitti painavan leikkiauton umpiméhkéan
seindlle. Milla todennakoisyydella ei tullut lasivahinkoa?

95.1.4. Erddssa CD-ROM-levyjen valmistuserassa on 0,5% virheellisia. Kauppaan tulee 50 levyn erd. Milla
todennakdisyydelld siind on a) 3 viallista b) korkeintaan 1 viallinen levy?

95.1.5. Funktion f(x) = ax® + 3x* + bx kertoimet a ja b arvotaan saannéllisen tetraedrin (tahkoissa luvut 1, 2, 3
ja 4) avulla siten, ettd tuloksena on luku, joka jaa peittoon. Milla todennékdisyydella funktio on aidosti kasvava
(derivaatalla korkeintaan 1 nollakohta)?

95.1.7. Suomalaisista perheista 35% omistaa lemmikkieldimindén koiria, 10% kissoja ja 2% molempia. a)
Kuinka monella % perheista ei ole kissoja eika koiria? b) Kuinka monella % kissoja tai koiria omistavista per-
heista on vain kissoja?

95.1.8. Paasidismunien sisalla on yhta todennakoisesti joku hahmoista Aku, lines, Tupu, Hupu tai Lupu. Os-
tetaan umpiméhkaan kolme munaa. Milla todennakdisyydella a) kaikki hahmot ovat erilaisia b) saadaan Tu-
pu, Hupu ja Lupu c) saadaan ainakin yksi Aku?

95.1.9. Kukkarossa on yksi 10 mk, kaksi 5 mk ja kolme 1 mk kolikkoa. Kukkarosta otetaan umpimahkaan
kolme kolikkoa. Laske saadun rahasumman jakauma ja odotusarvo.

95.1.10. Kevaalla 1990 laajan matematiikan yo-kokeessa L:n raja oli 44 p ja A:n 14 p. Mik& oli pistemaarien
keskiarvo ja keskihajonta jakauman ollessa normaali, kun L:i& oli 16,6% ja reputtaneita 4,0%. Kevaan 1996
yo-tutkinnossa tulee uusi arvosana M:n ja L:n valiin. Mik& olisi ollut L:n raja kevaalla 1990, jos L:i& olisi annet-
tu 5%?

3. Koko seinien ala = (5+4+5+4) - 2,5 =45 (m2)

Lasinenala=2-12-15+05-1+06-04+08-1+12-1=6,34 (mz)

: , lasial 4
P(ei osu lasiin) =1 - kc?lfcljaaalla =1- 64:; =1-0,14=0,86
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4.a) P(50:st4 on 3 viallista) = 50C3 - 0,005° - 0,995*' = 0,0019
b) P(kork 1 viall.) = P(50:st4 1 tai 0 viall.) = 50C1 - 0,005 - 0,995*° + 50C0 - 0,005° - 0,995>° = 0,97

5.f(x) = ax® + 3x% + bx X)) = 3ax? + 6x + b b4 4 8 12 16 taulukonluvuta-b
kork 1 nk.josD<0 ; 36-12ab<0 ; ab>3 3 36 9 12
Suotuisia 16 - 3 = 13. Kaikkiaan 16 2 24 6 8
P(Kasvava) = % 1 12 3 4
12 3 4a

7. Koiria 35%, Koiria ja kissoja 2% , Yksistaan koiria 33% ; Kissoja 10%, yksistaan kissoja 8%
a) Yks. koiria + yks. kissoja + molempia = 33% + 8% + 2% = 43% . Ei kumpaakaan = 100% - 43% = 57%

b)8—m 43 ; 43x =800 ; x=18,6%

8. a) P(eril.) = P(1.jotain JA muu JA viel& muu) = g : gz % =0,48
b) P( Tupu JA Lupu JA Hupu jossakin jarjestyksessd) = % % % -3l = % =0,048
c) P(ain. 1 Aku) =1 - P(ei Akua) =1 - P(ei JA ei JA ei) = 1-% %-%:1 %— % =0,488
3C3 1 2C1-3C2 6 2C2-3C1 3
9.Px=3)=gc3=20 ' PB=7=""gc3 -20: Px=1D=""gc3 =20
1C1-3C2 3 1C1-2C1-3C1 6 1C1-2C2 1
Px=12)=""5c3" =20 ' Px=16)= 6C3 =20 » P&=200=""6c3" =20

x 3 7 11 12 16 20
p 005 030 015 0,15 0,30 0,05
Ex = 0,05-3 +0,30-7 + 0,15-11 + 0,15-12 + 0,30-16 + 0,05-20 = 115

10. Olkoon keskiarvo =k ja keskihajonta=s, x ~ N(k,s) z= 5_—k ~N(0,1)

{P@ > 44)=0,166 {P(; > (44 - K)ls) = 0,166 {1 - (44 - k)/s) = 0,166 {@((44 _K)s) = 0,834
P(x<14)=0,04 ' | P@z<(14-K)/s)=0,04 ' | @((14-k)s)=004 | d((k-14)/s)=0,96 °
(44 - K)ls = 0,97 _{44—k:O,975 o o _

{(k “14)s=175 ' |k-14=175s » 3072725 ; s=11,0 ; k=14+17511,0=333
P(x>1)=0,05 ; P(z>" '15’363 )=005 ; 1-@(" 33 3) =0,05 ; &( 15303) 0,95 ; 15303

r-33,3=18,1 ; r=514 ; V.51 pistettd

=1,645

97.1.1. Luokalla on 7 poikaa ja 18 tytt6a. Montako erilaista toimikuntaa heista voidaan valita, jos siihen tulee
a) huvimestari, - sihteeri ja - jasen b) samat kuin edelld, muutta sihteerin tulee olla tytto c) kolme jasenta?

97.1.2. Maarita x niin, etta lukujen 19, 11, x, 13 ja 21 keskiarvo on 17. Mik& on silloin lukujen mediaani, tyyp-
piarvo ja keskihajonta?

97.1.3. Pankin palvelussa on kaksi virkailijaa. He ovat kumpikin palvelemassa asiakkaita 51 minuuttia tunnis-
ta ja yhtaikaa 47 minuuttia. Pankkiin saapuu kaksi asiakasta. Milla todennakdisyydella kummankaan ei tarvit-
se jonottaa?

97.1.4. Heitetédén kerran valkoista ja mustaa noppaa. Milla todennékoisyydella valkoisen nopan tulos on yk-
kosta suurempi ja mustan kuutosta pienempi, mutta pistelukujen summa on kuitenkin suurempi kuin 67?

97.1.5. Seudun koivuista on 35% hieskoivuja, loput rauduskoivuja. Saunavihdan tekija tekee vihtansa umpi-
mahkaan valitusta koivusta. Milla todennakoisyydelld viidesta vihdasta on ainakin 3 rauduskoivusta?

97.1.6. Erdalla Tyynen Valtameren saarella on paivan sateen todennakéisyys 0,6, jos edellisena paivana
satoi ja 0,2, jos edellisend paivana oli pouta. Mik& on todennékoisyys sille, ettd ylihuomenna ei sada, jos eilen
satoi?

97.1.7. Arvonnassa on voiton arvo 50 mk ja arvan hinta 5 mk. Voiton todennékdisyys on 5 %. Ostetaan kaksi
arpaa. Mika on nettotuloksen jakauma ja odotusarvo?

97.1.8. Koirarodun sékéakorkeus x on jakautunut normaalisti siten, ettd keskiarvo on 57 cm ja keskihajonta
2,5 cm. Milla todennékdisyydella rodun satunnaisen edustajan séakakorkeus on valilla 55 cm < x < 60 cm?
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97.1.9. Vappupallomyyjalla on jaljelld 3 sinista, 4 punaista ja 5 hopeanvarista palloa. Milla todennékdisyydella
umpimahkaan valitusta 3 pallosta on tasan kahta eri varia?

a, kun-1<x<0
2a,kun0<x<2" Maarita vakio a. Muodosta

jakauman kertymafunktio F(x). Maarita luku m, jolle P(x <m) = %

97.1.10. Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio on f(x) = {

1.a)25-24-23=13800 b)18-24-23=9936 c)25C3=2300

2.(19+11+x+13+21)/5=17|-5 ; 64+x=85 ;x=21
Luvut ovat jarjestyksessa 11, 13, 19, 21, 21, jolloin mediaani on 19 ja tyyppiarvo on 21
Keskihajonta saadaan vaikka laskimella 4,20

3. P(A tyéssa TAI B tyéssa) = P(A) + P(B) - P(AJAB) = % 2(13 % = %

P(ei jonotusta) = P(kumpikin vapaa) = 1 - P(A tai B tyossd) = 1 - 50°-60-12

4. Suotuisia ruutuja 6 x 6 ruudukossa (2,5), (3,5), (3,4), (4,5), (4,4), (4,3), (5,5), (5,4), (5,3), (5,2), (6,5), (6,4),
15

(6.3), (6.2) ja (6.1). Siis k = 15, n = 36 P(A) = 3¢ = %

5. P(ain. 3 rauduskowuwhtaa 5: sta)
=5C3-0,65°-0,35° +5C4 - 0,65" - 0,35" + 5C5 - 0,65 - 0,35° = 0,76

6. Oksamallin mukaan tai esim. P(ylihuomenna sataa) = P(SSE tai SEE tai ESE tai EEE)
=0,6-0,6-0,4 +0,6-0,4-0,8 + 0,4-0,2-0,4 + 0,4:0,8-0,8 = 0,624

7. P(2 voittoa) = P(V JA V) = 0,05-0,05 = 0,0025

P(1 V) =P(VJAE TAIE JAV) = 0,05-0,95 + 0,95-0,05 = 0,0950
P(0V) = P(E JA E) = 0,95-0,95 = 0,9025

Ex = 0,0025-90 mk + o 0950 40 mk + 0,9025-(-10 mK) = - 5 mk.

8.x~N(57;25)z= ~N(0,1)

P(54,5 < x<60,5) = (X2 <7 <25 _p1 <7< 19)

®(1,4) - ®(- 1) = 0,9192 - (1 - 0,8413) = 0,7605 ~ 76%

n = monellako tapaa voidaan 12 pallosta valita 3 palloa = 12C3 = 220
= 2S1P tai 2S1H tai 2P1S tai 2P1H tai 2H1S tai 2H1P

3C2-4C1 + 3C2-5C1 + 4C2-3C1 + 4C2-5C1 + 5C2-3C1 + 5C2-4C1
:3-4+3-5+63+65+10-3+10-4:145

= ol

P(2 varia) = @ =24

10.a>0. Fon 2 palassa jatkuva. A=1;a:1+2a-2=1;5a=1;a=0,2
ax+C,kun-1<x<0
F()-{2ax+D kunO<x<2 F(1)=0;-a+C=0;C=a;F0-)=F0+;C=D

2x + 0,2, k 1<x<
F()'{84§+82 k“u”no<§<§ P(x<m)=%;F@m)=%;04m+0,2=0,5;0,4m=0,3; m=0,75

98.1.1. Ratkaise positiivinen kokonaisluku x yhtalosta (;) =136.
98.1.2. Satunnaismuuttuja x ~ N(3,2). Laske P(x < 3,5) ja P(x > 4,5).

98.1.3. Monistuspaperin neliémetrimassan (g/mz) tarkkailemiseksi otettiin paperilaboratoriossa satunnaisesti
20 naytetta ja mitattiin jokaisen neliometrimassa. Tulokset olivat seuraavat:

80,6 80,3 79,6 79,5 79,3 79,4 80,8 80,1 79,6 80,3

80,6 80,1 79,1 80,0 80,4 79,7 80,3 80,8 79,7 80,2

Méaéritd mittausaineiston a) keskiarvo b) vaihteluvali c) otoskeskihajonta.

98.1.4. Kuoroon kuuluu 6 poikaa ja 6 tytt6d. Kuinka monella eri tavalla kuorolaiset voidaan jarjestaa naytta-
molle a) yhteen riviin kasvot yleisdon pain, tytot ja pojat vuorotellen b) kahteen riviin kasvot yleis66n pain,
tytot eteen ja pojat heidén taakseen?

98.1.5. Ryhmasta, jossa on 6 tyttda ja 4 poikaa, valitaan arvalla tydryhma hoitamaan kirjatilauksia. Milla to-
dennékoisyydella ryhméaéan tulee kaksi tyttdd, jos ryhmaan valitaan kaikkiaan a) 2 b) nelja oppilasta?

98.1.6. Erdéassa hedelmépelissa on kolme rinnakkaista pyoredé kiekkoa, joihin on maalattu hedelmien kuvia.
Kun laitteeseen syotetddn viiden markan kolikko, kiekot alkavat pyoria ja pysahtyvat toisistaan riippumatta,
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jolloin kiekosta nahdaan yksi hedelman kuva. Kiekot nayttavat paarynan todennakaoisyyksin 0,4; 0,2 ja 0,1.
Yhdesta paarynasta kone antaa 5 markkaa, kahdesta 10 markkaa ja kolmesta 50 markkaa. Laske voiton
odotusarvo yhdessa pelissa.

98.1.7. Arvoilla x > 0 maaritellyn satunnaisfunktion tiheysfunktio on f(x) = ae™ (a>0). a) Osoita, etta funktio
F(x) = 1 - e® on kyseisen satunnaismuuttujan kertymafunktio. b) Eraan lintulajin keskuudessa linnun elinik&
vuosina on jakautunut likimaarin &skeisten funktioiden maaraamalla tavalla, kun a = 0,8. Kuinka moni lintu
150 linnun joukosta elda taman mallin mukaan véahintdan kolmivuotiaaksi?

98.1.8. Nelidn sivun pituus on 1 m. Nelién sisalta valitaan satunnaisesti piste. Mika on todennakaoisyys, etta
pisteen etaisyys l[Ahimmasté sivusta on a) vahemman kuin 10 cm b) vdhemman kuin x cm (0 < x < 0,5 m)

98.1.9. Raveissa on 5 1&ht64, joiden voittajan Ville arvaa todennékoisyydelld 0,2 ja toiset 5 1aht64, joiden voit-
taja on varma todennakoéisyydella 0,4. Ville lyd vetoa joka lahddssa ja laskee ettei tule tappiota, jos han arvaa
vahintaan kolmen lahdon voittajan. Milla todennékoisyydella Ville paasee vedonlyénneissdan vahintaén omil-
leen?

98.1.10. Erdan kanarodun tuottamista munista on yli 69 gramman painoisia 12,3% ja alle 52 gramman pai-
noisia 1,7%. Oletetaan, etta kyseisten kananmunien paino on normaalisti jakautunut. Maarita jakauman odo-
tusarvo ja keskihajonta.

1++/1+1088 133
2 =72

XY _qap. Xt on XX-1) oo 2 o
1'<2>_136’2!(x-2)!‘136’ 5 =136 X -x-272=0x=
x=17 (taix=-16)

2.x~N@32) ;=552 ~N©O,1) @) Px <35) = Pz < 253 = P(z < ) = (0,25) = 0,60

b) P(x > 4,5) =P(z > 4’52' 3) =P(z>0,75)=1-®(0,75)=1-0,77 =0,23

3. Laskimella a) X = 80,0 (g/m°) ja ) 0,51 (g/m°) b) Vaihteluvéli = 80,8 - 79,1 = 1,7 (g/m°)

4.a)n(PTPT...tai TPTP...) =2:6-6-5-5-... =2-6!:6! =1 036 800 b) P(TTTTTT ja PPPPPP) = 6!-6! = 518 400

6C2 15 1 " 6C2-4C2 _15-6_3

5 )P2T)=75c5=25=3 PIP@Tja2P)=""5c4 =710 =7

6. x = voitto yhdessa pelissd. Mahdolliset arvot ovat 45 mk, 5 mk, 0 mk ja -5 mk

P(x = 45) = P(PPP) =0,4-0,2:0,1 = 0,008

P(x = 5) = P(PPM tai PMP tai MPP) = 0,4-0,2-0,9 + 0,4-0,8:0,1 + 0,6:0,2:0,1 = 0,116
P(x = 0) = P(PMM tai MPM tai MMP) = 0,4-0,8-0,9 + 0,6-0,2:0,9 + 0,6-0,8:0,1 = 0,444
P(x =-5) = P(MMM) = 0,6-0,8:0,9 = 0,432

Ex = Xpx =0,008-45 + 0,116-5 + 0,444-0 + 0,432:(-5) = -1,22 (mk) V: Tappioa 1,22 mk

X
7.a) F(x)= IO ae *dt :[—e’at : =-e®- (-e%) =1 - e® Olkoon x = yhden linnun ika vuosissa
b) P(x>3) =1-F(3)=1-(1-e®*%=0,091. Elossa 3-vuotiaita 150-0,091 = 14

8. Nelion ala = 1. a) Suotuisa ala = 0,1 m levean "kehyksen” ala = koko ala - sisanelion ala=1-0,8-0,8 =
0,36 ; P(A)=0,36/1=0,36
b) Suotuisa ala =1 - (1 - 2x)> =1 - 1 + 4x - 4x° = 4x - 4x° ; P(B) = (4x - 4x%) | 1 = 4x - 4X°

9. Vaikeissa lahdoissa v0|tt0 osumlen lukuméérien todennakmsyydet ovat binomitodennakdisyyksia P(5:sté k
voittajaa osuus ) = 5Ck -0, 2.0,8% (arvot saa vaikka taulukosta)

Esim. P(5 Vaikeasta 2 voittoa) = 5C2- 0,22-0,83 = 0,2048, V = vaikeat , H = helpot.

P(ainakin 3 voittoa) = 1 - P(korkeintaan 2 voittoa)

=1-P(OVjaOHtailVjaOH tai OV ja 1H tai 2V ja OH tai 1V ja 1 H tai OV ja 2H)

=1-(0,3277-0,0778 + 0,4096-0,0778 + 0,3277-0,2592 + 0,2048-0,0778 + 0,4096-0,2592 + 0,3277-0,3456) =
1-0,378=0,622

10. kananmunien massa = x ~ N(m,h) ; z = XT ~N(0,1)

020,123 ¢ 1- 0 M= 0,123; 0D = 0,877 0 M =116

P(x > 69) = 0,123 & P(z > 2
& m +1,16h = 69

P(x<52)=0,017<:>P(z<5h )= 0,017 & o2 - M 0,017 & o> )-0983¢>mh52—212
m +1,16h = 69 o
& m-212h=52 {m_2,12h252,3,28h—17,h—5,2

m=52+2,12-52=63,0 V: keskiarvo on 63 g ja keskihajonta 5,2 g
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98.2.1. Erdassa viikkoennusteessa ilmoitettiin sateen todennakoisyydeksi lauantaina 40% ja sunnuntaina
30%. Milla todennakéisyydella kyseisena viikonloppuna ainakin toinen péiva sateeton?

98.2.2. Kaksinumeroinen luonnollinen luku arvotaan noppaa heittdmalla niin, ettd ensimmainen heitto antaa
kymmenten ja toinen heitto ykkésten numeron. Milla todenndkéisyydella nain saatu luku on a) suurempi kun
60 b) suurempi kuin 30 ja parillinen?

98.2.3. Jatkuva satunnaismuuttuja on tasaisesti jakautunut valille [1,7]. Maarita sen tiheysfunktio, kertyma-
funktio, odotusarvo ja keskihajonta sekd P(x < 5).

98.2.4. Kolmea arpanoppaa heitetdan yhta aikaa. Milla todennékoisyydella a) kaikilla saadaan kuutonen, b)
saadaan tarkalleen kaksi kuutosta?

98.2.5. Tehtaassa valmistetaan tuotetta, jonka massa on normaalisti jakautunut parametrein p =18,5 kg ja
o = 1,5 kg. Milla todennakdisyydella tehtaan tuotannosta satunnaisesti valittu tuote painaa a) yli 21,5 kg,
b) valilta 18,0 - 19,0 kg?

98.2.6. Lilkkenneseurannassa mitattiin ajonopeuksia ja saatiin seuraava taulukko

nopeus (km/h) 80 -84 85-89 90-94 95-99 100-104

f 35 72 145 184 78

a) Piirréd nopeusjakaumasta diagrammi valitsemalla mielestasi sopivin kuviotyyppi.
b) Mik& on nopeuksien mediaani ja ilmoita moodiluokka?
c) Laske nopeuksien keskiarvo ja keskihajonta

98.2.7. Kahdessa perheessa on kummassakin nelja lasta. Milla todennakdisyydella kummassakin perheessa
on yhtd monta tyttoa?

98.2.8. Juha ja Riikka poimivat omenoita, kumpikin omaan samanlaiseen koriinsa: Juha 3 punaista ja 7 val-
koista, Riikka 4 punaista ja 6 valkoista. Korit vietiin kellariin, josta Juha illan pimetessa haparoi kateensé yh-
den omenan. a) Milla todennédkdisyydellda Juha sai punaisen omenan? b) Valoisaan tultuaan Juha huomasi
omenan olevan punainen. Milla todennékdisyydella se oli peréisin hdnen omasta koristaan?

98.2.9. Tehtaassa valettujen betonilevyjen paksuus noudattaa normaalijakaumaa niin, ettéd odotusarvo on
10,0 cm. Levyista joudutaan hylkddmaan 3% siksi, etté niiden paksuus poikkeaa odotusarvosta enemman
kuin 5 mm. Mika oli levyjen paksuuden keskihajonta?

X-1
X+1’
naismuuttujan x tiheysfunktio ja piirra sen kuvaaja. Mik&a on todennakdisyys, ettd satunnaismuuttujan x arvo
on vahintaan 3?

98.2.10. Erdan jatkuvan satunnaismuuttujan x kertymafunktio on F(x) = kun x > 1. Muodosta satun-

1. P(ainakin 1 sateeton) = 1 - P(molempina sataa) =1-0,4-0,3=1-0,12=0,88

2.a)P(arvo >60) =P(1.=6 ja2. =mikd vaan) =1/6 - 1 =1/6
b) P(arvo > 30 ja parillinen) = P(1. > 3 ja 2. on parillinen) = 4/6 - 3/6 = 1/3

3.f(x)=+=l;F(x)=%-x+C;F(1)=0;%+C=O;C=-%;F(x)=%(x-1)

71 1, ! 1
Ex=] =xdx= EX =15(49-1)=4
1

7
1

D2>_<:L7%(x—4)2dx:{%(x—@z} =%(27+27)=3;D5=\/§ ;P(gsS)zF(5)=%(5-l)=%

4.a)P(6jab6jab)=1/6-1/6 1/6=1/216 b) P(tasm. 2 kpl 6) =
P(6 ja 6 ja muutai 6 jamuujabtaimuuja6ja6)=1/6-1/6-5/6 - 3=5/72

5.x~N(185:15): =27 £~ N(0.1)
215-18,5

P(x>215) = P(z> == £ ) =P(z>2) = 1- ®(2) = 1- 0,9772 = 0,0228

P(18 <x<19) = P(18 1 é8’5 <z< 19 1 é8’5) = P(-0,33 < 2 < 0,33) = ®(0,33) - (-0,33)

= d(0,33) - [1 - #(0,33)] = 20(0,33) - 1 = 2:0,6293 - 1 = 0,2586

6. a) piirrd histogrammi b) Md = 97 ja Mo =95 - 99 ¢) x = 93,9 km/h ja s,; = 5,54 km/h
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7.P(0T)=4CO0 - 05 05 =0,0625=P(4T);P(LT)=4C1-05" -05°=0,25=P(3T)

P(2 T)=4C2-05°-0,5° = 0,375

P(yhtd monta T) = P(OJaOtalljaltal21a2ta|3ja3ta|4ja4)—P(OJaO)+P(1Ja1)+P(21a2)+P(31a3)
+ P(4 ja 4) = 0,0625° + 0,25° + 0,375° + 0,25° + 0,0625° = 0,2586

8. P(pun) = P(Juhan kori ja pun. tai Riikan kori ja pun.) =0,5-0,3 + 0,5-0,4 = 0,35

. P(Juhan kori japun.) 0,503 3
P(Juhan kori | pun.) = P(pun) =038 =7

9. Paksuus x ~ N(10,8) z =%===~ N(0,1)
P(x - 10| > 0,5) = 0,03 ; P(x - 10>05) 0,015 ; P(x>105)—0015

P(;>M) 0,015;1- cb( )_0015 CD( ) 0,985 ; 05_2,17;s:o,23(cm)
10. F(x) = X+11,x21;f(x)=F'(x):1(X (i)+-ll)(zx-1):(x+zl)z,x21;f(x):0,kunx<1
Px>3)=1-P(x<3)=1-F@3)= -3;11:1/2

f(x) : n kuvaaja on x-akselilla, kun x < 1 ja pisteesta (1,%2) x-akselia lahestyva kayra

99.1.1. Matematiikan opiskelijoiden tenttiarvosanat olivat asteikolla 0 - 3 erdassé tentissa seuraavat:

Arvosana 0 1 2 3

Lukumaara 20 50 20 30

Laadi taulukko, jossa ovat arvosanat, niiden frekvenssit, suhteelliset frekvenssit ja suhteelliset summafrek-
venssit. Esita frekvenssit histogrammina seka maarita jakauman moodi, mediaani, keskiarvo ja keskihajonta.

99.1.2. Laatikossa on 6 punaista, 5 valkoista ja 4 sinista palloa. Kuinka monta mahdollisuutta on valita néista
4 palloa, joista a) 3 on punaista ja 1 on sininen b) 2 on punaista, 1 sininen ja 1 on valkoinen c) ainakin 1 on
punainen ja tdsmalleen 1 on valkoinen?

99.1.3. Pikku Villella on amparisséd 10 vihredd lehtisammakkoa ja 3 rupikonnaa. Han antaa umpimahkaan
niista kaksi parhaalle ystavalleen pikku Kallelle. Milla todenné&kdisyydella kaikki rupikonnat jaavat Villelle?

99.1.4. Tavaratalon herrainosasto ilmoittaa lehdessa, etta erddssa partavesierassa on ilmennyt valmistusvir-
he, josta johtuen niilla vesilla ei olekaan haluttua iskutehoa. Tavaratalossa myydyista partavesipakkauksista
5% oli virheellistd eraa. Nuorukainen osti 3 pakkausta kyseista partavetta. Milla todennakdisyydella ainakin
yksi pakkaus oli virheellista eraa?

99.1.5. Perheessé on kuusi lasta. Milla todennédkoisyydella poikia on enemman kuin tyttdja, kun pojan synty-
misen todennakoisyys on 0,527

99.1.6. Laatikossa on mustia ja punaisia palloja. Jos laatikosta poistetaan yksi punainen pallo, niin nostetta-
essa jaljelle jaaneista palloista yksi, saadaan punainen todennakodisyydellda 1/7. Jos taas laatikosta otetaan
pois kaksi mustaa palloa, niin todennakdisyys saada yhdella nostolla punainen pallo on 1/5. Maaritd mustien
ja punaisten pallojen lukumaarat.

99.1.7. Kolme kolikkoa heitetd&n kahdesti perékkain. Milla todennékdisyydelld kruunujen maéara on jalkim-
maisella kerralla a) sama b) suurempi kuin edellisella kerralla?

99.1.8. Erdan ruusulajikkeen keston leikkokukkana oletetaan noudattavan normaalijakaumaa, keskiméaarai-
sen keston ollessa 7 vuorokautta ja keskihajonnan 3 vuorokautta. Ville vie ihailemalleen Venlalle tata lajiketta
olevan ruusun. Mik& on todennakdisyys, ettd Venlan saama ruusu a) lurpsahtaa jo vuorokauden kuluessa b)
on kukkea vield 10 vuorokautta mydhemmin?

99.1.9. Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio f on maaritelty seuraavasti : f(x) = 2|x| + k, kun |x| <k,
muualla f(x) = 0. Maarita positiivinen vakio k seké kertyméafunktio.

99.1.10. Heitetdén kahta noppaa. Tdman jalkeen saa huonomman silméluvun omaavaa (jos silmaluvut ovat
samoja, niin jompaakumpaa) noppaa heittaa kerran. Mika on naiden heittojen jalkeen suurimman esiintyneen
silméluvun jakauma ja odotusarvo?

1. Arvosana O 1 2 3
f 20 50 20 30
% 17 42 17 25

>f% 17 58 75 100 Mo=1,MD =1, u=1,5 (laskimesta) ja c = 1,04 (laskimesta)
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2.2)3PjalS=6C3-4C1=20-4=80 b)2PjalSjalV=6C2-4Cl-5CL=154-5=300
c)ain.1PjalV=1Vja(lPja2Stai2PjalStai3P)=5C1 - (6Cl - 4C2 + 6C2 - 4C1 + 6C3)
=5-(6-6+15-4+20)=5-116 = 580

3. P(rupikonnat Villelle) = P(Kallelle 2 lehtisammakkoa) = 10C2 : 13C2 =45 ;: 78 = 15/26 ~ 0,577

4. P(ain. 1 virh.) = 1 - P(ei yhtaan virh.) = 1 - P(ei JA ei JA ei) = 1 - 0,95-0,95-0,95 = 1 - 0,857 = 0,143

5. P(poikia enemman kuin tyttdja) = P(6:sta 4 P tai 6:sta 5 P tai 6:sta 6 P)
=6C4-0,52*0,48° + 6C5-0,52°-0,48" + 6C6-0,52°-0,48° = 0,253 + 0,109 + 0,020 = 0,382

6. Olkoon mustia palloja x kpl ja punaisia y kpl. Siis yhteensa x + y kpl

{P(pun, kun 1 punainen poissa) = 1/7 {(y -D/I(x+y-1)=1/7 {x +y-1=7y-7 {x -6y=-6-(-1)
P(pun, kun 2 mustaa poissa) =1/5 ' ly/(x +y-2)=1/5 "IXx+y-2=5y "x-4y=2]-1

2y=8,;y=4,;x-4-4=2;x=18V: Mustia oli 18 ja punaisia 4

7. Kolmen kolikon heitossa mahdollisuudet KKK, KKL, KLK, LKK, KLL, LKL, LLK ja LLL siis 8 kpl
POK)=1/8,P(1K)=3/8,P(2K)=3/8jaP(3K)=1/8

a) P(sama maara K) = P(0&0 tai 1&1 tai 2&2 tai 3&3) = 1/8-1/8 + 3/8-3/8 + 3/8-3/8 + 1/8-1/8 = 20/64 = 5/16
b) P(enemman 2. kerralla) = P(0&123 tai 1&23 tai 2&3) = 1/8-7/8 + 3/8-4/8 + 3/8-1/8 = 22/64 = 11/32

8. x = ruusun kestoaika ~ N(7,3) . z= (x - 7)/3 ~ N(0,1)
aA)Px<1)=P(z<(1-7)/3)=P(z<-2)=d(-2)=1-Dd(2)=1-0,9772 =0,0223
b) P(x>10)=P(z>(10-7)/3)=P(z>1)=1-d(1)=1-0,8416 = 0,1584

- -k <
9. 1°f(x) = 2|x| + k > 0, koska itseisarvo > 0 jak > 0. f(x) = {22)(X++kk 0 E;f; 0

2° f on jatkuva, koska itseisarvofkt ja vakio jatkuvia jolloin niiden summakin on jatkuva
3°P(-k<x<k)=1;P(0 < x<k) =% (symmetriasyistd)

k k
J'0(2x+k)dx:[x2+kx]O =1 K K2z ; 2K2 =Y K2 =Ya k=15

2 2
X +¥X+C,-%L<x<0 X +YX+Y, - <X<0
= ! =1 -D=1- - )
F() {x2+1/zx+D,O£x£1/z F0)=%% >C=D=% Fx) {X2+1/2X+1/2,0SXS1/2

10. Viereisesta taulukosta saadaan ensimmaisella suuremman todennékdisyydet

6|6 6 6 6 6 6 P(1) = 1/36, P(2) = 3/36, P(3) = 5/36, P(4) = 7/36, P(5) = 9/36 ja P(6) = 11/36
5|5 5555 6 Olkoon x = kahden heiton jalkeen suurin silmaluku
414 4 4 4 5 6 Px=1)=P(1jal)=1/36-1/6 = 1/216
3|3 33 456 Px=2)=P(ja<2tailja2)=23/36-2/6+1/36 - 1/6 =7/216
2|2 2 3 456 Px=3)=P(Bja<3tai<2ja3)=5/36"3/6 +4/36 - 1/6 = 19/216
1112 2 3 456 Px=4)=P4ja<4tai<3jad)=7/364/6 +9/36 - 1/6 = 37/216
1 23456 Px=5)=P(ja<btai<4jab)=9/36-5/6 +16/36 - 1/6 = 61/216

P(x=6)=P(6ja<6tai<5ja6)=11/36 - 6/6 + 25/36 - 1/6 = 91/216
EX = P1-Xy + PorXo + ... = 1/216 -1 + 7/216 - 2 + 19/216 - 3 + 37/216 - 4 + 61/216 - 5 + 91/216 - 6 = 4 23/24

99.2.1. Taulukossa on kahdentoista koehenkilén suoritusajat tehtavista x ja y.

henkil6t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tehtéva x 9 7 10 8 9 11 6 9 8 10 8 7
tehtava y 5 11 17 117 14 16 9 13 12 15 13 12

Tutki, kumman tehtavan suorittaminen vie keskimaarin enemman aikaa, ja laske molempien tehtavien suori-
tusaikojen keskihajonnat.

99.2.2. Korttipakasta vedetaan kaksi korttia. Milla todennakdisyydella a) molemmat ovat
patoja, b) ainakin toinen on pata?

99.2.3. Paperiliuskalle on kirjoitettu sana MATEMATIIKKA. Kirjaimet leikataan erillisiksi lappusiksi, jotka pan-
naan hattuun ja sekoitetaan. Laput poimitaan yksitellen hatusta ja pannaan poimimisjarjestyksessa jonoon.
Milla todennékdisyydella niistd muodostuu jalleen sana MATEMATIIKKA?

99.2.4. Suuressa henkildjoukossa on 70% tummatukkaisia ja 40 % ruskeasilmaisia. Seka
tummatukkaisia etté ruskeasilmaisia on 30%. Milla todennékoisyydella umpiméahkaén
valittu henkilé a) on tummatukkainen tai ruskeasilmainen, b) on ruskeasilméinen mutta

ei tummatukkainen, c) ei ole tummatukkainen eikéa ruskeasilmainen?

99.2.5. Ampuja osuu kymppiin keskimééarin joka viidennella laukauksella. Han ampuu kolme
kertaa. Miten suuri mahdollisuus hanelld on saada a) tasan kaksi kymppi&, b) ainakin kaksi kymppia?

99.2.6. Suoran y = kx + b kertoimet k ja b arvotaan nopalla. Milla todennakoisyydella suora kulkee pisteen
(2,10) kautta?
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99.2.7. Erdalla tieosuudella on nopeusrajoitus 90 km/h. Autojen nopeuksien oletetaan noudattavan normaali-
jakaumaa, jonka keskiarvo on 85 km/h ja keskihajonta 5 km/h. Kuinka monta prosenttia autoilijoista ajoi kor-
keintaan 75 km/h nopeudella?

99.2.8. Erdassa de Meren suosimassa pelissa koko potin voitti kahdesta pelaajasta se, joka ensin sai viisi
eravoittoa. Peli joudutaan keskeyttamaan, kun pelaajalla A on nelja ja pelaajalla B kolme eravoittoa. Missa
suhteessa on oikeudenmukaista jakaa potti, eli mik& on pelaajien A ja B voiton todennéakgisyyksien suhde?

99.2.9. Arkipaivan lilkenteessé noin kaksi autoilijaa tuhannesta ajaa alkoholin vaikutuksen alaisena. Kuinka
monta autoilijaa poliisin pitdd puhalluttaa, jotta todennékdisyys, etta ainakin kaksi rattijuoppoa saadaan kiinni,
on suurempi kuin 0,90 ?

99.2.10. Olkoon f(x) = e ™ arvoilla x > 0 ja f(x) = 0 muulloin. a) Osoita, etta funktio f on
tiheysfunktio. b) Maaritéd P(0 < x < 1) ¢) Maarita kertymé&funktio.

1.x =850;5,1:=145;y =13,2; sp1 = 2,33 (laskimesta) V: x enemman

2. a) P(molemmat patoja) = P(pata ja pata) = % . % = % = 1—17 ~ 0,059

_ L coo o oo .39 38 15
b)P(alnaklntomenpata)—l-P(e|patola)—l-P(e|pjae|p)—l-52 -51—34~0,44

3. P(MATEMATIIKKA) = P(M)P(A)P(T)P(E)P(M)P(A)P(T)P(NP(NP(K)P(K)P(A) =
2 3 2112121211 1

12°11°'10° 987654321 ~ 4989 600

4.a) P(T tai R) = P(T) + P(R) - P(T ja R) = 70% + 40% - 30% = 80%
b) P(T ja ei-R) = P(R) - P(Rja T) = 40% - 30% = 10%
c)P(ei-Tjaei-R)=1-P(TtaiR)=1-0,8=0,2=20%

5. a) P(3:sta 2 kpl 10) = 3C2-0,2%:0,8 = 0,096
b) P(3:sta ainakin 2 kpl 10) = P(2 tai 3 kpl 10) = 0,096 + 0,2:0,2:0,2 = 0,104

6.y=kx +b; 10 =2k + b, joka toteutuu vain, josb=2jak =4taib=4jak =3 tai b =6 ja k = 2. Suotuisia

tapauksia on siis 3. Kaikkia tapauksia on 36 P(A) = % = %

7. Nopeus x ~ N(85,5) , z == '585 ~N(0,1); P(x<75)=P(z< 75;)85 )=P(z<-2)=®(-2)=1-P(2)=1-
0,9772 = 0,0228 ~ 2,3%

8. P(A voittaa) = P(A tai BA) = P(A) + P(B)P(A) :% +% % = % . Suhde = % :% =40:9

9. P(ainakin 2) > 0,9 ; 1 - P(0) - P(1) > 0,9 ; 1 - 0,998" - nC1.0,998"".0,002 > 0,9
0,998"%(0,998 + n-0,002) < 0,1, josta kokeilemalla eri n:n arvoja saadaan
n=1943; VP =0,100066 ; n = 1944 ; VP = 0,999 . V: 1944 autoilijaa

10. a) f(x) = e™ > 0, koska eksponenttifunktion arvot ovat positiivisia. f on myés jatkuva

jwe‘xdx: lim " e*dx = lim [—e‘X]M = lim(—e" +1) =1
0 0 M —o0

M —0d 0 M —o00

1 1 1
b) P(O<x<1)= _[Oe‘xdx:[—e‘x =eeltl=1-3 50632

¢) F(x) = joxe‘tdt =[—e‘t]: =1-¢*

00.1.1. Heitetédan kahta noppaa. Milla todennakdisyydelld silmélukujen tulo on vahintdan 10 ?

00.1.2. Erdan tutkimuksen mukaan poutapaivan jalkeen sataa 45 prosentin todennakoisyydelld ja sadepaivan
jéalkeen on pouta 60 prosentin todennakoisyydelld. Milla todennéakdisyydella maanantaina sataa, kun lauan-
taina on pouta.

00.1.3. Oppilasryhmastd, jossa oli 9 poikaa ja 11 tyttda, arvottiin 5 henkilén osaryhma. Milla todennakoisyy-
delld ryhmdan tuli 3 poikaa ja 2 tytt6a?

00.1.4. Heitettdessé rahaa kuusi kertaa saatiin kolme kruunaa. Milla todennékdisyydella toisen kerran tuli
kruuna neljannessé heitossa?

00.1.5. Jaékiekossa rangaistuslaukaus onnistuu 85 %:n todennékoisyydella. Kuinka monta laukausta on
ammuttava, etté ainakin yksi laukaus onnistuu vahintdén 99 %:n todennékoisyydella?
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00.1.6. Poyta on peitetty ruudullisella liinalla, jonka nelimaisen ruudun sivu on 40 mm. Mik& on todennakéi-
syys, etté poydalle heitetty kymmenen markan kolikko, jonka halkaisija 27 mm, peitté& jonkin nelion karjen?

00.1.7. Herra Virtanen yritti varata lentolippua koneeseen, jossa oli 130 matkustajapaikkaa. Koska kaikki
paikat olivat jo varatut, han joutui jonotuslistalle. Milla todennakéisyydella herra Virtanen saa lentolipun, kun
hanen edelldan jonotuslistalla oli kaksi henkil6a, ja tiedetaan, ettéd 98 % lipun varanneista lunastavat sen
maaraaikaan mennessa seka jonotuslistalta lennolle padsevat eivat peruuta saamaansa paikkaa?

1. Alkeistapauksia on 36 kpl, joista suotuisia 19 kpl, 1211812413036

jolloin P(tulo >10) = % =0,5277 = 0,53 :Vastaus: 0,53

10 (15[ 20| 25| 30

6|6

5|5

4 4|8 ([12(16(20( 24

33 (6(9(12(15(18

212|146 ]|8]|10|12

11112 )|3|4|5]|6
1 2 3 4 5 6

2. P(maanantaina sataa, kun lauantaina pouta) = P(su sa ja ma sa tai su po ja ma sa)
= P(su sa)P(ma sa) + P(su po)P(ma sa) = 0,45-0,4 + 0,55-0,45 = 0,4275 ~ 0,43

3.n=20C5=15504
k = 9:sta 3 poikaa ja 11l:sta 2 tytttdA=9C 3 - 11 C2 =84 - 55 = 4620
P(A) = 4620/ 15 504 = 0,298 ~ 0,30

4. P(toinen kruuna neljinnessé heitossa, kun kuudesta tuli kaikkiaan 3 kruunaa)
= P(3:sta 1 kruuna JA 4. on kruuna JA 2:sta viimeisesta 1 kruuna)
=3C1-(B)"(%)°-%-2C1- (%) ()" =3/32=0,09375~ 0,094

5. P(ainakin yksi osuu) > 0,99 < 1 - P(ei yhtaan osu) > 0,99 < P(ei yhtaan osu) < 0,01
€ 0,15"<0,01|[lg();lg0,15"<1g0,01;n-1g0,15<1g0,01|:1g0,15;n>2,4
V: vahintddn 3 rangaistuslaukausta

kapiste ja séde kolikon sade.
Suotuisaala=4 - Yan (13,522 ~ 572 (mm?)
Koko ala = 40% = 1600 (mm®)

P(kérki peittyy) =572 / 1600 ~ 0,36

6. Kolikko peittaa yhden ruudun kulmapisteen, jos kolikon keskipis-
teen etdisyys kulmapisteesta on pienempi kuin sade. Suotuisaa
aluetta on sellaisella neljannesympyralld, jonka keskipiste on nurk-
\ /}13,5 mm

40 mm

7. P(Virtanen paasee koneeseen) = P(ainakin 3 peruu lentonsa)

=1 - P(2 tai 1 tai O peruu lentonsa) =

1 - P(130:sta 2 peruu) - P(130:sta 1 peruu) - P(130:sta kukaan ei peru)
=1-130C2-0,02*-0,98"°-130C1-0,02" - 0,98"*° - 0,98"*

— _130' 2 128 130! 1 129 130

=1-21 1281 0027 098 - 359y - 0,027 - 0,987 - 0,98
130129-128! o1 1301290 g g

=1-757 . 1281 - 00270987 -7""79"- 0,020,987 -0,98

=1-65-129- 0,02 -0,98"%% - 130- 0,02" - 0,98"*° - 0,08™°
~ 0,48
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Tuloluokka (mk/vuosi) ..OSU.L.'IS . | Kertyméa
vaestosta
0,35 10 - 9999 6,0 %
0,30 10 000 - 19 999 4,2 %
20000 - 29 999 5,7 %
0,25

30000 - 39999 9,3 %
0.20 40 000 - 49 999 7,9 %
0,15 50 000 - 59 999 7.5 %
0.10 60 000 - 79 999 11,2 %
80000 - 99 999 10,3 %

0,05 +— ——
100 000 - 149 999 21,9 %
0,00 150 000 - 199 999 9,0 %

1 2 3 4 5 6
200 000 - 249 999 3,6 %
Kuva 1 Kuva2

00.2.1. Kuva 1 esittéda erdaan satunnaismuuttujan jakaumaa. Laske odotusarvo.

00.2.2. Taulukko kuvassa 2 esittdd suomalaisten ansiotulojakaumaa vuonna 1997. Piirrd jakauman kertyma-
funktio ja arvioi sen perusteella jakauman mediaani.

00.2.3. Noppaa heitetdén kaksi kertaa. Muodosta suuremman ja pienemman silméaluvun erotuksen jakauma.
00.2.4. Laatikosta, jossa on 3 punaista ja 2 vihreaa palloa, nostetaan yksi pallo kerrallaan, jota ei palauteta
laatikkoon. T&ta jatketaan, kunnes saadaan punainen pallo. Laske tarvittavien nostojen lukumaaréan odo-
tusarvo.

00.2.5. Satunnaismuuttuja x on jakautunut x ~ Bin(n,p). Maarita n ja p, kun Ex = 3 ja Dx = 1%.

00.2.6. Funktio f(x) =-0,2x + a, kun 0 < x < 2, on satunnaismuuttujan x tiheysfunktio
a) Maaritd a b) Laske P(x <0,5)

00.2.7. Erdan jatkuvan, positiivisen satunnaismuuttujan kertyméafunktio on F(x) = x? - 1. Mika on tiheysfunktio
ja mitd arvoja satunnaismuuttuja voi saada?

1. E(x) =1-0,05 + 2-0,05 + 3-0,15 + 4-0,25 + 5:0,30 + 6-:0,05

100 %
Tuloluokka (mk/vuosi) ..OSU.L.JS .. | Kertyma -
vaestosta 90 % ———
10 - 9999 6,0%| 6,0% B
O 70%
10 000 - 19 999 42%| 102 % »
:g 60 %
20000 - 29 999 57%| 159 % > 0w
n
30 000 - 39 999 93%| 252% S a0
n
40 000 - 49 999 7,9%| 33,1% o 0%
20 %
50 000 - 59 999 7,5%| 40,6 %
10 %
60 000 - 79 999 11,2%| 51,8% 0% (]
R o o — o~ ™ < 0 © © S Ez 2 g
80000 - 99999 103% 621% Ansiotulot (1000 mk/kk)
100 000 - 149 999 21,9%)| 84,0%
0 .
150 000 - 199 999 9.0%| 930% 50% kohta on noin 77 000 mk kohdalla
200 000 - 249 999 3,6 %| 96,6 %
2.
3. Kahden nopan heittoa kuvaavaan 6 x 6 ruudukkoon merkitaén erotukset
X 0 1 2 3 4 5
p 6/36 10/36 8/36 6/38 4/36 2/36 Yht. 36/36
4. x = nostettavien pallojen lukumé&ara kunnes saadaan punainen. PPPVV
P(x=1) =P(P) =3/5=6/10 Px=2)=P(VjaP)=2/5-3/4 =3/10

P(x=3)=P(VjaVijaP)=2/5-1/4 - 3/3 = 1/10
Ex=06-1+03-2+0,1-3=15
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5{E5:3 .{”P:3 .{np=3
"|Dx=1% ' [\lnp(1-p)=1% ' lnp(1-p)=9/4

31-p)=9/4;1-p=% ;p=%;n-%=3;n=12

6. a) f(x) =-0,2x + a, kun 0 < x < 2 on jatkuva polynomina.
Onko f(x) koko valilla > 0 tarkistetaan lopuksi.

2
joz(a—0,2x)dx=[ax—0,1x2]0 =2a-04 ;2a-04=1:;2a=14;a=0,7

f vaheneva, siis f:n pieninarvoon f(2) =0,7-0,2-2=0,1>0
0,5

0,5 2
b) P(x < 0,5) = jo (0,7-0,2x)dx =[ 0,7x-0,1x ]O = 0,35 - 0,025 = 0,325

7.FX)=x"-1.f(x) = F ' (x) = 2x
AlussaF(x)=0;x*-1=0;x*=1;x= +1;x=1 LopussaF(x) =1;x*-1=1;x*=2;x=%4/2 ;x=1/2
Ts. f(x) = 2x, kun 1 <x <1/2

01.1.1. Teemu osuu tikkatauluun todennékdisyydella 0,75. Milléa todennékdisyydella viidestd Teemun heitté-
masta tikasta tauluun osuu tasan nelja?

01.1.2. Pallojoukosta poimitaan kaksi palloa. Milla todennakdisyydella pallot ovat samanvarisia, kun poiminta
tehd&én

a) suuresta pallojoukosta, jossa 30 % punaisia ja 70 % valkoisia palloja?

b) kymmenen pallon joukosta, jossa on 3 punaista ja 7 valkoista palloa?

01.1.3. Minna ja Sanna pelaavat noppapelid seuraavilla sdanngillé: Parillisilla silmé&luvuilla Minna maksaa
Sannalle rahamaarén, joka on silmaluku kerrottuna neljalla ja parittomilla silméluvuilla Sanna maksaa Min-
nalle rahamaaran , joka on silméluku kerrottuna viidella. Kummalle pelisé&nnét ovat edullisemmat?

01.1.4. Osoita, etta funktio f(x) = 0,2x + 0,3, 0 < x <2 on erdan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio.
Mika on kertyméfunktio? Laske todennakdisyys P(x > 1)

- n+2
01.1.5. Milla n:n arvolla( 2 ) =217

01.1.6. Korttipakasta vedetaan kolme korttia perékkain. Milla todennékoisyydella toinen ja kolmas kortti ovat
samaa maata tai samaa numeroa kuin valiton edeltajansa?

01.1.7. Kokeeseen, jossa tulokset likimaarin noudattivat normaalijakaumaa, osallistui 156 oppilasta. Piste-
maarien keskiarvo oli 66,5 pistettd ja keskihajonta 8,1 pistettd. Mihin hyvaksymisen pisteraja oli asetettu, kun
97 oppilasta lapaisi kokeen?

1. Kaikilla heitoilla on sama todennakoisyys. Voi kayttda binomitodennékdisyytta.
P(5:sta heitosta 4 osuu) = 5C4 -0,75" - 0,25" = 0,3955 ~ 40%

2. a) Palloja paljon = yhden ottaminen ei muuta todennakoisyytta

P(samanvériset) = P(P ja P tai V ja V) = P(P)-P(P) + P(V)-P(V) =0,3:0,3 + 0,7:0,7 = 0,58
b) P(samanvérisia) = P(P ja P|P tai V ja V|V) = P(P)-P(P|P) + P(V)-P(V|V)

=3/10-2/9 +7/10 - 6/9 = 8/15 = 0,53

3. X = Sannan voittosumma.

Tulee 1 2 3 4 5 6
p 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
X -5 8 -15 16 -25 24

Ex=1/6-(-5)+1/6 -8+ 1/6 - (-15) +1/6 - 16 + 1/6 - (-25) + 1/6 - 24 =0,50>0
V: Sannalle edullisempi

4.f(x) =0,2x + 0,3, 0 <x < 2. fon jatkuva polynomina. f(x) > 0 kun kaikki termit > 0
2 2
jo (0,2x+0,3)dx =[ 0,1%" + o,3x]0 =(0,4+06)-(0+0)=1

Kertyméafunktio on erés integraalifunktio = ng) =0,1x* +0,3x + C
F(alussa)=0;F(0)=0;C=0 F(x)=0,1x"+0,3x
Px>1)=1-P(x<1)=1-F1)=1-(0,1+0,3)=0,6
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(n +2)! (n+2)(n+1)n! n+2)(n+1
5.(2)C2=21 5 o oy =21 o =21;£—¥—1=21
-2+ -2+
N 4+3n+2=42: 1’ +3n-40=0:n= % “3”60 - 3‘213 ‘N =5tai (n=-8)

6. P(toinen ja kolmas ovat samaa maata tai samaa numeroa kuin valiton edeltjansa)

= P(jokin ja sama maa ja sama maa TAI jokin ja sama maa ja sama numero TAI jokin ja sama numero ja
sama maa TAl jokin ja sama numero ja sama numero)
=1-12/51-11/50+1-12/51-3/50+1-3/51-12/50+1 -3/51-2/50=7/85~0,082

7. x = pisteet ~N(66,5 ; 8,1) z= X -865’5 ~ N(0,1). Olkoon pisteraja =r
P(x >r) =97/156 ; P(z> 6555) 0,622;1- P(z< 665)—0622
D( - 66 > ) =0,622; 86?5 =0,31;r-665=-0,31-8,1;r=64

01.2.1. Milla todennakoisyydella satunnainen vuonna 1983 syntynyt henkilé on syntynyt ennen vappua?

01.2.2. Kdysi, jonka pituus on 15 m, katkaistaan satunnaisesta paikasta. Milla todennakoisyydelld molempien
osien pituus on vahintédén 6,5 m?

01.2.3. Kahdeksan miesta ja seitseman naista arvotaan jonoon. Milla todennadkéisyydellda kolme ensimmaista
ovat samaa sukupuolta?

01.2.4. a) Noppaa heitetdan kerran. Milla todennakoisyydella silmaluku on kolmella jaollinen?
b) Noppaa heitetd&n kolme kertaa. Milla todennékdisyydella silmalukujen tulo on kolmella jaollinen?

01.2.5. Osoita, etta funktio f(x) = ¥%x - 1, kun 5 < x < 7, on erdan jatkuvan jakauman tiheysfunktio. Mik& on
kertymafunktio? Laske todennakoisyys x > 6.

01.2.6. Korttipakasta vedetaan kortteja siksi, kunnes jokin numero tulee toisen kerran. Milla todennékdisyy-
della parin saamiseen tarvitaan enemman kuin nelja korttia.

01.2.7. Pallomeressa on 20 % punaisia ja 80 % sinisia palloja. Pallomeresta poimitaan satunnaisesti viisi
palloa. Milla todennakoéisyydella poimittujen pallojen joukkoon punaisille palloille tulee yliedustus, ts. niitd on
enemman kuin 1?

01.2.8. Toisessa nopassa silmaluvut ovat 2 ykkostéa ja 4 kakkosta seka toisessa 3 kolmosta, 2 nelosta ja 1
viitonen. Maarita todennakaoisyysjakauma ja odotusarvo silmélukujen summalle, kun naita noppia heitetaan
samanaikaisesti.

01.2.9. Tutkittaessa erasta satunnaismuuttujaa todettiin sen jakautuvan normaalisti. Muuttujan arvojen kes-
kiarvo oli 47,5 ja 6 % arvoista oli enintaan 44,0. Maarita keskihajonta.

01.2.10. Erdan kokeen onnistumisvarmuutta testattiin kahden vuoden ajan. Ensimmaisena vuonna koetta
toistettiin kymmenen kertaa péivassa ja toisena vuonna kaksitoista kertaa paivassa. Ensimmaisend vuonna
oli 27 paivaa, jolloin koe onnistui kahdeksan kertaa paivassa ja toisena vuonna 36 paivaa, jolloin koe onnistui
kymmenen kertaa paivassa. Milla todennékdisyydella koe onnistuu?

1 P(A paivia ennen vappua _ 31+28+31+30 _ 120
(A) = paivia vuodessa 365 ~ 365

~ 0,329

2. Ehto tayttyy, jos kdysi katkaistaan vadliltd 6,5m < x < 8,5 m toisesta paasté lukien.
_ suotuisa pituusalue 2 m
P(A) = koko pituus =15m ~0.133

3. P(3 ensimmaistéd samaa sukupuolta) = P(MMM tai NNN) = P(M)-P(M | M)-P(M | MM) + P(N)-P(N | N)-P(N |

8 7 6 7 6 5 5461

NN)=151413 *15 1413 ~2730 °5

3tai 6

4. a) P(luku 3:lla jaollinen) = mika luku vaan

I\)ll—\
©

b) P(tulo 3:lla jaollinen) =1 - P(ei 3:lla jaollinen) =1 - P(ei JAeiJAei)=1 % % %
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5. f(x) = ¥ax - 1 (5 < x < 7) on kasvava pienin arvo = ¥%-5 - 1 > 0, joten f(x) > 0. f on JVA
7
71 1
.[5 (ZX —1)dx = [g N X} =49/8 - 7 - 25/8 + 5 =1. Taten f on tiheysfunktio
5
F(X)=1/8-x*-x+C.F(5)=0;25/8-5+C=0;C=15/8; F(x) = 1/8x° - x + 15/8
P(x>6)=1-P(x<6)=1-F(6)=1-(36/8-6+15/8) =5/8 = 0,625

6. P(kortteja > 4) = 1 - P(kortteja 2 tai 3 tai 4)
=1 - P(jokin ja sama tai jokin ja eri ja jompikumpi edellisista tai jokin ja eri ja eri ja jokin edellisist&)
3 48 6 48 44 9 2816

=1-157 -151 50 151 50 29 ~ 4165 ~0:68

7. P(punaisia > 1) = 1 - P(punaisia 0 tai 1) = 1 - [P(0O punainen) + P(1 punainen)]
=1-[5C0:0,2°.0,8° + 5C1-0,2".0,8" = 1 - [0,32768 + 0,4096] ~ 0,26

8. Tehdaan 6 x 6 taulukko eri nopanheiton tuloksille.

5| 6 6 7 7 7 7  P(x=4)=6/36 P(x = 5) = 16/36
4] 5 5 6 6 6 6  P(x=6)=10/36 P(x = 7) = 4/36
4] 5 5 6 6 6 6
3] 4 4 5 5 5 5  Ex=A46/36+516/36 +6-10/36 + 7-4/36 = 192/36
3] 4 4 5 5 5 5 =16/3=51/3
3.4 4 5 5 5 5
1 1 2 2 2 2
9.x~N(47,5:8): 2= % ~N(0,1) ; P(x <44)=0,06 & P(z < %) = 0,06

& cp(%) =0,06 © d)(?’?s) =0,94 35—5 =1,555 ©s=225

10. kokeen onnistumisen todennakoisyys = p

P(10:sta kokeesta onnistuu 8) = 10C8 - p° (- p)? = 27/365 <> 45p%(1 - E)Z =0,07397
P(12:sta kokeesta onnistuu 10) = 12C10 - p . (1-p)®=36/365 < 66p (1 - p)° = 0,09863
45p°(1-p)° 0,07397 S

86p"(1-p)’ = 0.09863 ' P =0:9091:p =095

02.1.1. a) Kuinka monessa eri jarjestyksessa voi 4 poikaa ja 3 tyttoa olla?
b) Kuinka monella tavalla tasta joukosta voidaan valita jarjestyksesséa 4 henkil6a?
¢) Kuinka monella tavalla tasta joukosta voidaan valita 4 henkil6a?

02.1.2. Milla todennékdisyydella kolme korttipakasta vedettya korttia ovat eri maata, kun vedettyja kortteja ei
palauteta pakkaan?

02.1.3. Milla todennékoisyydelld kahdesta nopanheitosta jalkimmainen antaa vahintaan kaksi kertaa niin suu-
ren silméluvun kuin ensimmaéinen?

02.1.4. Satunnaismuuttujan x arvot jakautuvat seuraavan taulukon mukaisesti:

X 1 2 3 4 5 6

px) |005| a |025]| b | 015 ] 015

Maarita a ja b, kun Ex = 3,45.

02.1.5. Oletetaan, etta poutapdiva seuraa poutapaivaa 65 %:n ja sadepaivad 50 %:n todennakoisyydella.
Mik& on todennakoisyys, ettd sateista torstaita seuraa poutainen lauantai ja sunnuntai?

02.1.6. Bussi lahtee pysakiltd kolme kertaa tunnissa, tasatunnein, 15 minuuttia yli ja 20 vaille tasatunnin. Esa
tulee satunnaiseen aikaan pysékille. Milla todennékdisyydelld han joutuu odottamaan seuraavan bussin lah-
t6a vahintdan 7 minuuttia?

02.1.7. Ampumahiihdossa Jukan osumistodenndkoisyys on makuulta 0,98 ja pystysta 0,92. Erdassa kilpai-
lussa on yksi makuu- ja yksi pystyampumapaikka. Molemmilla paikoilla ammutaan viisi laukausta. Milla to-
dennéakdisyydella Jukka ampuu kilpailussa tasan yhden ohilaukauksen a) makuulta b) pystysté c) kaikkiaan?

02.1.8. Herra Virtanen, jonka tydaika alkaa klo 8.00, aloittaa tydmatkansa klo 7.30. Matkan kestoaika on
normaalisti jakautunut siten, ettd odotusarvo on 27 min ja keskihajonta 3,7 min.

a) Milla todennékoisyydelléa herra Virtanen myohastyy?

b) Mihin aikaan herra Virtasen pitaa lahtea kotoa, jos hén haluaa pienentdd myodhastymisriskinsa 5 %:iin?
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02.1.9. Kahdentoista henkilon ryhmasta, jossa on seka miehia etté naisia, valitaan arvalla kaksi henkil6a.
Todennéakdisyys, etté valitut henkil6t ovat eri sukupuolta, on 57 Kuinka monta miesta ja naista ryhmassa on,
kun ryhméassa on miehida enemmaén kuin naisia?

02.1.10. Satunnaismuuttujan x jakauman maaraa tiheysfunktio y = f(x), joka on maaritelty valilla [0,4] ja jonka
kuvaaja on suora kulkien pisteiden (0,a) ja (4,3a) kautta. a) M&éarita vakio a , b) Laske jakauman odotusarvo.

1.a)n=7'=5040 b)n=7-6-5-4=840 c)7nCr4=35

2. P(eri maata ) = P(jokin maa JA toinen maa JA muu kuin kumpikaan edellinen maa)

= P(jokin) - P(toinen) - P(muu kuin edellinen) =1 - g—i . % = % =0,398

3. Voidaan tehdé 6 - 6 ruudukko ja katsoa siitd suotuisat parit,

joita ovat (2,1) , (3,1) , (4,1) (5.1), (6,1), (4,2), (5,2), (6,2) ja (6,3) eli 9 kpl. P(A) = % =

I

4. Tarvitaan kaksi yhtéldéa kahden tuntemattoman ratkaisemiseksi.

{szl ,{0,05+a+0,25+b+0,15+0,15 =1 { a+b=04]"(-2)
Ex =3,45 ' 10,05-1 +2a+0,25-3 + 4b + 0,15-5+0,15-:6 =3,45 ' (2a+4b =1]| -1
2b=02;b=01;a2a+0,1=04;a=03 V:a=03jab=0,1

5. Tilanteesta voi tehdéa oksamallin
P(poutaa la ja su) = P(pe pouta ja la pouta ja su pouta tai pe sataa ja la pouta ja su pouta)
=0,5-0,65-0,65 + 0,5-0,5-0,65 = 0,37375 ~ 0,37

6. Voi piirtda kellon tai aikajanan. Kysytylle tapahtumalle suotuinen tuloaika on esim.
9.00 - 9.08 tai 9.15 - 9.33 tai 9.40 - 9.53 eli suotuisia minuutteja on 8 + 18 + 13 = 39.
P(A) = 39/60 = 0,65

7. a) P(makuulta 5:sta 4 osumaa) = 5 nCr 4 - 0,98" - 0,02" = 0,0922 ~ 0,092

b) P(pystysta 5:sta 4 osumaa) = 5 nCr 4 -0.92* -0,08" = 0,287 ~ 0,29

¢) P(makuulta 5:sté 4 osumaa JA pystysta 5:std 5 osumaa TAI makuulta 5:std 5 osumaa JA pystysta 5:sta 4
osumaa) = 0,0922 - 0,92° + 0.98° - 0,287 = 0,32

. . . . . -27
8. Aika = x ~N(27;3,7). Valitaan uusi satunnaismuuttuja z = X3 7~ N(0,1)

30 - 27
3,7

b) P(my6h.) = 0,05 ; P(x > a) = 0,05 ; P(z>

®(a§,$7 )=0,95; <D(a3;27 ) = ®(1,65) ; 33',37 =1,65|-3,7;a-27=6,1;a=33,1

aikaa varattava 33 min. V: lahdettava kotoa 7.27

a) P(myoh.) = P(x > 30) = P(z > )=P(z>0,81)=1-®(0,81) = 1 - 0,791 = 0,209

a-27 a -
):

27
3 0,05;1-®(57)=0,05

9. Olkoon miehiéa x ja naisia 12 - x.
P(eri sukupuolta) = P(1. on mies ja 2. on nainen tai 1. on nainen ja 2. on mies)
X 12-x 12-x x _2x(12-x) _12x-x* 12x-x* _ 9

A - . 2 _ .2 —
=12 11 TT12 11T 132 T 66 66 221X X' =27:X-12x+27=0

X_12¢\/144-108 _12+6
= 5 =

5 X< 9 (tai x = 3) V: 9 miesta ja 3 naista

10. Suoran kulmakerroin = % = Ysa. Tiheysfunktio f(x) = %2ax + a.

a)1°fx)>0=a=>0, 2°fon jatkuva polynomina
41 1, )
3° jo(aax+a)dx= LA Hax| =1;(a+4)-(0+0)=1;a=18
0

s (1 1 (1, 1 1, 1,7
b) EX:J. X| —x+= dx:J' x4+ =x [dx=| —x3+-—x? | = (64/48 + 16/16) - (0+0) = 7/3=2 1/3
o \16 8 0116 8 48 16 |,

02.2.1. Monellako tapaa 5 poikaa ja 3 tyttda voidaan asettaa jonoon? Montako jonoa on sellaisia, joissa on
pojat ensin? Monellako tavalla voidaan valita paikat 5 pojalle?

02.2.2. Noppaa heitetdan kaksi kertaa. Milla todennékdisyydelléa ainakin toinen heitoista antaa silmaluvun,
joka on suurempi kuin nelja?
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02.2.3. Ratkaise yhtalo (;) = 4753, x € N

02.2.4. Hatussa oli Maijan, Pekan, Tuomaksen ja Kirstin nimilaput. Ne nostettiin sieltéd perakkain.
a) Milla todennakdisyydella nimilaput nousevat aakkosjérjestyksessa?
b) Milla todennakéisyydella tyttdjen nimilaput nousevat ennen poikien nimilappuja?

02.2.5. Laatikosta, jossa on 12 valkoista ja 7 mustaa palloa, nostetaan kolme palloa. Milla todennékdisyydella
kaikki pallot eivat ole samanvaérisid, kun nostettua palloa ei palauteta laatikkoon?

02.2.6. Ammunnassa osumistodennakdisyys on 85 %, jos edellinen laukaus on osunut. Ohilaukauksen jal-
keen osumistodennakéisyys on 70 %. Milla todennakdisyydella neljan laukauksen sarjaan tulee korkeintaan
yksi ohilaukaus, kun sarjan ensimmainen laukaus osuu.

02.2.7. Noppapelissa kaytettiin painotettua noppaa, jolla silmélukujen 1 — 5 todenndkoisyydet ovat keskendén
yhté suuret ja kuutosen todennakoisyys on kolminkertainen muiden silmalukujen muiden silméalukujen toden-
nakoisyyteen verrattuna. Laske silméluvun odotusarvo, kun tatd noppaa heitetdén yhden kerran.

02.2.8. Tutkimuksessa todettiin, ettd 200 gramman keksipakkauksen massan keskiarvo oli 204 g ja keskiha-
jonta 6 g. Oletetaan ettd massa on normaalisti jakautunut. Kuinka monella prosentilla pakkauksista massa oli
alle 200g? Kuinka monella prosentilla massa oli vélilla 200 g - 210 g?

02.2.9. Kunnan asukkaista 1,5 % on ruotsinkielisia. Montako kunnan asukasta on satunnaisesti poimittava,
ettd poimittujen joukkoon tulisi vahintaan yksi ruotsinkielinen todennékdisyydella, joka suurempi kuin 70 %7?

02.2.10. Suoran yhtéléssa y = -kx + 'S parametri k saa arvoja valilta [0, 10] tiheysfunktion ollessa muotoa f(k)
=0,01k + 0,05. Milla todenn&kdisyydella suoran ja koordinaattiakseleiden rajoittaman kolmion pinta-ala on
enintdan 2007

1.a) 8! =40 320 b) 5!-3! =120-6 = 720 ¢) (g) =56

2. P(ainakin toinen>4):1-P(molemmats4):l-%-% :l-% =g
X\ _ XX -2 _ : _ 2 _
3.<2> = 4753; 21-(x - 2)! = 4753 ; X(x - 1) = 9506 ; x" - x - 9506 = 0

,1x\1+38024 _1x195
- . -

> ;X =98 tai (x =-97)

4. a) P(aakkosjarjestys) =P(KjaMjaPjaT) = % % % % = %
b) P(tytét ennen poikia) = P(T ja t ja p ja p) =% % % % :%

5. P(Pallot eivat kaikki samanvarisia) = 1 - P(samanvarisia) = 1 - P(3V) - P(3M)

121110 7 6 5
=1-79'18'17 "1918 17 ~9737~0.74

6. P(korkeintaan 1 ohi) = P(OOO tai OOE tai OEO tai EOQO)
=0,85-0,85-0,85 + 0,85-0,85-0,15 + 0,85-0,15-0,70 + 0,15-0,70-0,85 = 0,901 ~ 0,90

7. Olkoon 1 - 5 arvojen tdn = p ja 6:n tdn = 3p. p+p+p+p+p+3p=1;8p=1;p=0,125
Ex=Y pxXi =p-1+p2+p-3+p4+p5+3p6=33p=33.0,125=4,125

8. Paino x ~ N(204, 6) ; z= %

P(x < 200) = P(z < M) = P(z<-0,67) = ®(-0,67) = 1 - ®(0,67) = 1 - 0,7486 = 0,2514 ~ 0,25

P(200 < x < 210) = P(M <z< LGZO“) = P(-0,67 <z < 1) = F(1) - F(-0,67) = 0,8413 - 0,2514 =

0,5899 ~ 0,59

~ N(0,1)

9. P(vahintaan yksi ruotsinkielinen) > 0,7 ; 1 - P(ei yhtaan ruotsinkielistd) > 0,7 ;
P(ei yht&an ruotsinkielistd) < 0,3 ;0,985"<0,3 || lg () ; n-lg 0,985 <1g 0,3 || : Ig 0,985 n > 79,7
V: vahintdan 80 asukasta.

10. Suora y = -kx + k” leikkaa y-akselin korkeudella k” ja x-akselin -kx + k* =0 ; x = k

3
Ala on A = ¥k-k* = k% ; A< 200 ; %k®<200; k® <400 k <3/400 =a(<10)
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P(A < 200) = P(0 <k < a) = joa (0,01k +0,05)dk =[ 0,005k +0,05k]0

= (0,005a% + 0,05a) - (0 + 0) = 0,005(3/400 )* + 0,05- /400 = 0,639.. ~ 0,64

02.3.1. Joukossa A on 6 alkiota. a) Moneenko eri jarjestykseen ne voidaan laittaa? b) Monellako eri tavalla
niista voidaan valita 2 alkiota eri jarjestyksissa? c) Montako erilaista 2 alkion joukkoa voidaan muodostaa?

02.3.2. Korttipakasta otetaan 5 korttia. Mika on todennékdisyys, etté saatiin 3 pataa ja 2 herttaa?

02.3.3. Kokeessa on 30 monivalintakysymystéd, kussakin 4 vastausvaihtoehtoa ja joista vain yksi on oikea.
Oppilas tietda oikeat vastaukset 22 kysymykseen ja arvaa loput. Milla todennakdisyydella oppilas saa 30
kysymyksesta a) 30 oikein b) 25 oikein?

02.3.4. Teija selviaa insinddriajosta 1. kerralla todennakdisyydella 3 Mikali hanelle tulee hylkaamisia, han

masentuu niin, etta selvida n. kerralla enaa todennakmsyydellam ,nh=23,.... Milla todennakoisyydella

Teija ei lapaise ajokoetta 10 ensimmaisella kerralla?

02.3.5. Teija, Ari ja Vesa ovat autokoulussa. He selviavat insinddriajosta ensimmaisella kerralla todennakoi-
syydella 0,7, 0,6 ja 0,4. Milla todennakdisyydella ekakerralla a) vain Vesa ja Teija paasevat lapi b) ainakin 2
heista paasee lapi c) ainakin yksi heista paasee lapi?

02.3.6. Jana, jonka pituus on 4, kiinnitetdan toisesta paasta pisteeseen (2,1) ja paastetdaan se vapaasti pyo-
rimaan. Milla todennékdisyydella jana pysahdyttyaan leikkaa y-akselin, kun kaikki loppuasennot ovat yhta
todennéakadisia?

02.3.7. Satunnaisilmitn E tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomat. Laske tapahtumien A ja B to-
dennékdisyydet, kun todennakdisyys, etta tapahtuu A ja B on 0,2 ja tapahtuu A tai B on 0,7?

02.3.8. Laatikossa on viisi kirjainta M, A, M, M ja A. Otetaan umpimahk&én kolme kirjainta. Olkoon satun-
naismuuttuja x = "M-kirjainten lukumaara otetuista kirjaimista". Laske M-kirjainten lukumé&aran odotusarvo.

02.3.9. Inmisten pituudet ovat jakautuneet normaalisti. Laske pituuksien keskiarvo ja keskihajonta, kun tiede-
téaan, ettd 80% ihmisista on lyhyempia kuin 175 cm ja 95% lyhyempia kuin 180 cm.

C,kun0<x<1

02.3.10. Olkoon funktio f(x) = {20, kun 1 < x < 2 erdan satunnaismuuttujan tiheysfunktio. Maarita luku c. Mika
3c,kun2<x<3

on todennékaisyys, etta x € [1Y2,2Y5]?

6 6 720
1. ) 6! = 720 b) 6-5 = 30 ¢) (2> =50 =334 =15
52\  52.51.50-49.48.47! 13\ /13 131.13]
2.n ‘( 5 ) =T 54321471 -2598960; k‘( 3 )( 2 ) =3r10121.111 - 22308
22 308
P(A) = 3555 5g5 = 00086
3. a) P(30 oikein) = P(22 ja 8 muuta) = 1 -¥4-Y4-...-¥s = (¥4)° = 0,000015

b) P(25 oikein) = P(22 ja 8:sta 3) = 1-( g) (va)®-(3)° = 0,208

4. P(ei lapi 10 kerralla) = P(ei 1. jaei 2. ja ... ja ei 10.)
2 1 1 1 134 11 1
=(1-3)0-25)0-35)0-703)7325 12712

5.a) P(vain T ja V) = P(T)-P(V)-P(ei A) = 0,7-0,4-0,4 = 0,112

b) P(ainakin2) =P(TjaVijaeiAtaiTjaeiVjaAtaieiTjaVjaAtaiTjaVijaA)
=0,7-0,4-0,4 +0,7-0,6-0,6 + 0,3-0,4-0,6 + 0,7-0,4-0,6 = 0,604

c) P(ainakin 1) =1 - P(ei kukaan)=1-P(eiTjaeiAjaeiV)=1-0,3-0,4-0,6 = 0,928

6. Suotuisan kulma-alueen kyljet kulkevat niin, ettd kérjesta y-akselille on kyljen pituus 4
€oS Yoo = 2/4 =% ; Y0, =60°; o =120°. Koko kulma-alue on 360°
P(leikkaa y-akselin) = 120°:360° = 1:3
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7. Olkoon P(A) = x ja P(B) =

{P(AJaB) 02{ P(A)P(B) 0,2 { xy =0,2 { xy =0,2 {xy 0,2 09 —02-
P(Atai B) = 0,7 |P(A) + P(B) - P(AjaB) = 0,7 Ix+y-xy=07 x +y-02=0,7 ly=0,9 - x » X(0.9-x) =0.2;
0,9 -x2=0,2;x*-0,9x+02=0: 09”081 0.80 0’920'1x:o,5taix:0,4,jo||oiny:o,4taiy=

Xx=0,5 Xx=0,4
05 V{y o4ta'{y 05

8. P(3M):(§>:(g> =1:10=0,1; P(2M):P(2Mja1A):(§>-(i):(g) =6:10=0,6

P(1IM) = P(1M ja 2A):(3> @)(g) =3:10=0,3; Ex=Y.px =0,1.3+0,62+0,31=18

9. Pituus x ~ N(k, s) z= k ~N(0,1)
175- 175-
{ Px<175)=08 | P&*< =08 [z =008y { 175 - k = 0,84s
Px<180)=0,95 |, _ 180 180-k _ o o @(180 G _ g1pas) 1180~ k=1645s

5=0,805s;s=6,2;175-k= 0,84 6,2; k=170 V: keskiarvo on 170 cm, keskihajonta = 6,2 cm

10. Koko ala x-akselin ylapuolellaon 1.c-1 +2c-1+3c:1=1;6¢c=1;c=1/6

P(1% <x < 2%4) = ala = ¥%-2¢ + 15-3c = 2hc = 2 = = =5




