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MAS. Integraalilaskenta.

1. Integraalifunktio

1.1. Integraalifunktion kasite

1. Integraalifunktion maéritelméa
F(x) on funktion f(x) integraalifunktio jollakin valilla ]Ja,b[, jos V x € ]a,b[ patee F"(x) = f(x)

2. Tutkiminen onko funktio toisen integraalifunktio
Onjos F'(x) =f(x) (kaikilla maé&rittelyjoukon x:ill&)

1.1.1. Onko funktio F(x) = xe* funktion f(x) = (x + 1)e” integraalifunktio?
2. Onko funktio X* - In x + 2 funktion X(2In x + 1) integraalifunktio?

3. Sellaisen funktion maéarittaminen, jonka integraalifunktio tunnetaan
Derivoidaan tama funktio, niin saadaan kysytty funktio

3. Minké funktion integraalifunktio on a) F(x) = sin x - €*b) F(x) = x° - cos x ?

1.2. Annetun funktion integraalifunktiot

1. Kaikki integraalifunktiot, jos yksi tunnetaan
Jos funktion f(x) yksi integraalifunktio on F(x), niin kaikki integraalifunktiot I6ytyvat funktioparvesta F(x) + C

2. Tietyn integraalifunktion méaarittdminen annetusta ehdosta
Muodostetaan ensin kaikki integraalifunktiot laittamalla loppuun vakio C.
Ratkaistaan annetusta ehdosta C:n arvo.

Sijoitetaan saatu arvo integraalifunktioon C:n paikalle ja annetaan vastaus.

3.Ehto F(@) =b
Integroimisvakio C ratkaistaan yhtalésta F(a) = b

1.2.1. Miké& on se funktion f(x) = 8x integraalifunktio F, joka toteuttaa ehdon F(-1) = -1?
2. Mika on se funktion f(x) = 2x + 3 integraalifunktio, jonka nollakohta on 4?
3. Mika funktio toteuttaa ehdot: f "(x) = 4x - 5 ja f(2) = 3?

4. Ehto: Kuvaaja kulkee pisteen (a,b) kautta
Integroimisvakio ratkaistaan yhtalosta F(a) = b

4. Maarita se funktion f(x) = 1 - 2x integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (3,4) kautta.
5. Mik& on se funktion f(x) = 4x - 5 integraalifunktio, jonka kuvaaja leikkaa y-akselin korkeudella 3?

5. Ehto: Kuvaaja sivuaa jotain suoraa

Sivuamispisteen x-koordinaatti (= a) saadaan ratkaisemalla yhtalé F"(x) = k.
Sivuamispisteen y-koordinaatti (= b) saadaan suoran yhtalosta, kun sijoitetaan siihen saatu x.
Integroimisvakio ratkaistaan yhtalésta F(a) = b

6. Mika on se funktion f(x) = 2x - 6 integraalifunktio, jonka kuvaaja sivuaa suoraa y = 4?
7. Mik& on se funktion f(x) = 2x - 6 integraalifunktio, jonka kuvaaja sivuaa suoraa y = 4x?

6. Ehto: Aariarvotieto

Aariarvokohta ( a ) saadaan yleensa yhtalosta F'(x) = 0
Aariarvo ( b)) on yleensa annettu.

Integroimisvakio saadaan yhtélosta F(a) = b

8. Maarita se funktion f(x) = 2x + 4 integraalifunktio, jonka pienin arvo on 3?
9. Miké& on se funktion f(x) = 3x% - 6X integraalifunktio, jonka maksimiarvo on 5? Mik& on minimiarvo?

7. Muu ehto
Kéaytetdan tehtdvassa olevaa tietoa integroimisvakion arvon laskemisessa.

10. Mika on se funktion f(x) = 2x - 6 integraalifunktio, joka erottaa x-akselista janan, jonka pituus on 47?
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1.3. Potenssin ja polynomin integraali

n+l

1. Potenssifunktion integroimissaanto jx”dx = % X" +C,neZjan=-1

1.3.1. Integroi a) szdx b) jx3dx 0) jx“dx d) [ x° dx e) J'x’zdx f) j%dx 9) j% h) jxdx i) jdx

2. Jédx:jxldx:ln|x|+c

3. Summafunktion integraalifunktio

j[f(x)+g(x)]dx=jf(x)dx+jg(x)dx

2. Integroi a) j(x2+x)dx b) j(x3+x’1)dx c) J.xz(xs’—x)dx

4. Vakion siirtosaantd integraalifunktiossa

jk-f(x)dx:k.jf(x)dx

3
3. Integroi a) IGXZdX b) IlOXAdX c) j2x3dx d) I%dx

5. Polynomien integroiminen
Integroidaan jokainen termi erikseen saantdjen 1.3.1 ja 1.3.4. mukaisesti
Joskus on ensiksi suoritettava funktiossa esiintyva lasku, jotta funktio saataisiin polynomimuotoon.

4. Integroi a) j(3x2—4x+5)dx b) j (5x* —12x* +9x* —10x+5)dx c) j (16x* —18x” +20x — 22) dx

2
5. Integroi a) I(X—Z)(3X+4)dx b) J-(ZX—S)de 0 J’de

6. Tarkistus laskimella, onko integrointi oikein suoritettu

Laske integroitavan funktion arvo kahdessa kohtaa

Laske integraalifunktion derivaatan arvot laskimella samoissa kohdissa
Jos saadut arvot ovat samoja, on integrointi todennékdisesti mennyt oikein.

2. Maaratty integraali

2.1. Tasokuvion pinta-alan laskeminen.

1. Murtoviivan rajoittaman alueen pinta-alan laskeminen
Jaetaan alue esim. kolmioihin, joiden ala lasketaan. Koko ala on nédiden alojen summa.

2. Kayraviivaisen alueen pinta-alan laskeminen reunaviiva-approksimaatiolla
Valitaan alueen kehalta pisteita niin, etté niiden vélinen janne on l&hella reunaviivaa.
Lasketaan nain muodostuneen monikulmion ala. Koko ala on likim&arin sama kuin monikulmion ala.

3. Kayraviivaisen alueen pinta-alan laskeminen suorakulmioiden (= porraskuvion) avulla
Jaetaan alue yhdensuuntaisilla suorilla suikaleisiin ja valitaan naille kantasivut niin, etté suikaleesta pois jaa-
nyt ja liikaa tullut alue ovat likimaarin yhté suuret. Koko ala on ndiden suorakulmioiden alojen summa.

4. Kayran ja x-akselin vélisen alueen alan laskeminen valilla [a,b]

Jaetaan alue y-akselin suuntaisilla suikaleilla osiin, joiden alaa arvioidaan suorakulmioilla, joiden kanta on x-
akselilla ja korkeus sellainen, ettd yli meneva osa on suorakulmiosta on suunnilleen yhta suuri kuin suora-
kulmiosta pois jadnyt osa. Koko ala on naiden suorakulmioiden yhteenlaskettu ala.
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2.2.Yla- ja alasummat. Valisummat

1. Kayran ja x-akselin vélisen alan arvioiminen yla- ja alasummien avulla.
Jaetaan tarkasteluvali [a,b] n:aan yhta suureen vélin A=(b-a)/n

Ylasumma =S, =2 f(c) - A=2, M- A, missa M, = f(c,) on funktion suurin arvo k:nnella valilla
Alasumma=s,=2 f(c) - A=Y my- A, missa my = f(c,) on funktion pienin arvo k:nnella vélilla

2.2.1. Laske funktion f(x) = In x yla- ja alasummat Sy, ja sy Valilla [1,21]

2. Pinta-alan virhe
Jos alan arvoksi valitaan keskiarvo %2(s + S) = A, niin virhe on korkeintaan + %(S - s)

2. Laske edellisen tehtavan 2.2.1. virhe.

3. Porrassumman laskeminen
Porrassummassa suikaleen ala saadaan valitsemalla korkeudeksi suikaleen puolivalissa oleva funktion arvo.
Laske jakopisteet, jakovalin pituus A ja valin keskipiste c.

Laske f(cy)-A + f(Co)-A+ ... =2 f(cy) - A

3. Arvioi kayran y = In x ja x-akselin vélinen pinta-ala valilla [1,21] jakamalla alue 10 portaaseen.

4. Riemannin summa
on porrassumma Y, f(c,) - A, missa c,:t voivat olla mita tahansa valin x-koordinaatteja

5. Matka kappaleen liikkeen kuvaajasta tv-koordinaatistossa
Matka on tall6in sen alueen pinta-ala, mikéa jaa kuvaajan ja t-akselin valiin tarkasteluaikana.

4. Kappaleen vauhti kasvaa tasaisesti 8 sekunnissa levosta vauhtiin 10 m/s. Tamén jalkeen 6 sekunnissa
vauhtiin 15 m/s ja sitten hidastuu 4 sekunnissa vauhtiin 5 m/s. Miten pitk&n matkan kappale kulki?

2.3. Maaratty integraali ja pinta-ala

1. Kayran (y > 0) ja x-akselin valisen alueen pinta-ala
on porrassummien raja-arvo, kun valin jakoa tihennetéan rajattomasti niin, etta kaikkien osavélien pituudet
l&hestyvat nollaa, jos téllainen raja-arvo on olemassa.

2. Milloin porrassummien raja-arvot voidaan muodostaa?
Jos funktio on 1° rajoitettu (arvoilla ala- ja ylaraja, ¢ < f(x) < d kaikilla valin x:illa) ja
2° paloittain jatkuva (epéjatkuvuuskohtia aarellinen maara)

3. Maaratyn integraalin méaaritelmé
Jos porrassummat lahestyvét tiettya raja-arvoa, kun jakoa tihennetaan rajattomasti niin raja-arvoa sanotaan
funktion f maaratyksi integraaliksi valilla [a,b]. HUOM.! Tassa f:n ei tarvitse olla positiivinen.

4. Maarétyn integraalin merkinté

[ (x)ax

5. Maératyn integraalin arvon laskeminen graafisella menettelytavalla
Lasketaan kayran ja x-akselin vélisen alueen pinta-ala integroimisvalilla.
Jos kuvaaja on x-akselin yldpuolella, on maarétty integraali + A

Jos kuvaaja on x-akselin alapuolella, on maaratty integraali - A

2.3.1. Laske pinta-alan avulla a) J.:(X+l)dx b) J.i(x+1)dx c) J:ll\,/l— X2 dx

6. Maaratyn integraalin arvon laskeminen graafisesti, jos kuvaajaa molemmilla puolilla x-akselia
Lasketaan yla- ja alapuolella olevien alojen suuruus.
Méaéaratty integraali on ylapuolella oleva ala - alapuolella oleva ala

2. Laske pinta-alojen avulla a) Ji(x +1)dx b) J‘: (3—2x)dx
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3. Maaratyn integraalin ominaisuuksia.

3.1. Perusominaisuuksia

1. Maératyn integraalin ja pinta-alan yhteys, kun kuvaaja x-akselin yléapuolella
Maaratty integraali = + ala

2. Maaratyn integraalin ja pinta-alan yhteys, kun kuvaaja x-akselin alapuolella
Maaratty integraali = - ala

3. Tyhja integroimisvali

j f(x)dx =0

o2
3.1.1. Mita on L (x? +1)dx

4. Integroimisvalin jakaminen osiin

[t ax=" £ (odx+ [ £ (x)ax

2x-1,kunx<2

2. Laske ff(x)dx,kuna)f(x):|x-2| b)f(x):{s_)(,kum(22

5. Integroimisrajojen vaihto

[ f)dx =] f (x)dx

3. Laske E(x+4)dx

2 . 1 .
4. Laske L e dx + L e dx

6. Epayhtalon sadilyminen integroinnissa

Jos valilla [a,b] on f(x) < g(x) , niin j: f (x)dx < j: g(x)dx

4
5. Olkoon 2 < f(x) < 3. Milla valilla on integraalin L f (x)dx arvo?

e
6. Mik& on funktion f(x) = xe* pienin arvo? Miten suuri on I f (X)dx vahintaan?
—e

7. Summafunktion maaratty integraali

_[:[f (X)+g(x)]dx = I: f (x)dx +j: g(x)dx

2 2
7. Laske ["(e* +2)dx+ [ (1—e*)dx

8. Vakion siirtosaantd maaratyssa integraalissa

[Tk fedx=k- [ (x)dx

3 3
8. Laske [ (L+2x")dx+2- [ (3—x")dx

9. Integroimismuuttujan vaihto

[ £ 0odx =[ f ()
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3.2. Maaréatyn integraalin laskeminen integraalifunktion avulla

1. Kertymafunktion madritelméa

K(x) = j f (t)dt

2. Kertymafunktion graafinen tulkinta
Kertymé&funktion arvo x:ssé on alusta (a:sta) x:4an asti kertyneen pinta-alan méaéra (funktio positiivinen)

3.2.1. Laske kertyméfunktio a) K(X) = LX (t—-2)dt by K(x) = IOX (2t + 3)dt

3. Kertyméafunktion derivaatta
K'(x) = f(x)

2. Laske K'(x), kun a) K(x) = K(X) = Lxsin(t)dt b) K(X)= Lxsin(t)-e‘dt.

4. Kertymafunktion K(X) = J: f (t)dt ominaisuudet
K'(x)=f(x) JA K@) =0

3. Olkoon K (X) = LXtSdt . Mité on a) K(2) b) K'(2)

5. Kertymafunktion maarittaminen

Mietitdan minka funktion derivaatta on integroitavana.
Funktiossa voi olla yhteenlaskettavana jokin vakio, olkoon se C.
C:n arvo saadaan tiedosta K(a) =f(a) =0

4. Miké on K'(x), kun K (X) = jox 4tdt 2 Mika on tamén perusteella K(x)?
5. Madrita K(x), kun K(x) on a) Lx4tdt b) j:4tdt ) I_X34tdt

6. Laske kertyméfunktio a) K(X) = LX (3t* — 4t —5)dt b) K(x) = J: (6t% + 4t + 2)dx

6. Maaratyn integraalin arvon laskeminen kertyméafunktiosta
X b
Olkoon K (X) = j f (t)dt . Tallsin j f (t)dt = K (b).

7. Olkoon K (X) = Lxstzdt. Madrita K(x) ja laske K(2) el jlz 3t2dt
X 2
8. Laske ensin K(Xx) = L 4t%dt ja sen perusteella L At3dt

3 2 2
9. Laske a) _[0 (6x +2)dx b) L(3X —4x)dx

7. Méaéaratty integraali integraalifunktion avulla.

jb f (x)dx =[K (b) = F (b) + C] = F (b) - F(a)

10. Laske méaaratyt integraalit a) LZ (3t* — 4t —5)dt b) Ji (6t% + 4t + 2)dt

8. Maaratyn integraalin laskeminen
Lasketaan integraalifunktio ja merkitddn siihen sijoitus ala- ja ylarajalla. Sijoitetaan rajat ja lasketaan arvo.

[ f()dx =12 F(x) = F (b) - F (a)

11. Laske a) I03x2dx b) IOZ x3dx c) Ji(sz —x+1)dx d) E(x2 — 22X+ 3)dx
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9. Maarattyyn integraaliin liittyvén yhtalon ratkaiseminen
Laske ensin maaratty integraali. Tee yhtalo. Ratkaise.

12. Ratkaise a yhtélosta a) f (2x+1)dx =4 b) _[Oa (3x* —2x—-2)dx=0

1
13. Madrita vakio a siten, etta j 1a(X2 +1)dx =16

10. Maaréattyyn integraaliin liittyvan epayhtalon ratkaiseminen
Laske ensin madratty integraali. Tee epayhtald. Ratkaise.

14. Ratkaise epayhtalo _[Oa4X(X2 -2)dx<0

- . o (Lon 1 n 1
15. Milla luonnollisen luvun n arvoilla '[ X"dx < — f X dx < 101
0 101 70 0

11. Muita maaratyn integraalin laskemisesta tulevia tehtavia
Laske ensin maaratty integraali. Suorita sitten vaadittava lasku.

16. M&érita a ja b siten, etté funktiolle F(x) = J.OX (at+b)dt patee F(1)=4jaF (1) = 5.

17. Laske lim—— [* (ax+1)dx
x— 2 a_2 2

12. Paloittain méaaritellyn funktion maaratyn integraalin laskeminen

_[: f(x)dx = J.ac f(x)dx + Lb f (x)dx , missa kohdassa x = ¢ € ]a,b[ funktion lauseke muuttuu.

5-2x, kunx <2

18. Laske I:f(x)dx,kuna)f(x):|x-3| b) f(x) = | 2x- 1| c)f(x):{4x_3’ KUN X > 2

3 2
19. Laske _[_33‘|X —4|dx

13. Maaréatty integraali graafisella laskimella suoralla kaskylla.
[CALC] [fnint] [f(x):n lauseke] [][x] [][a] [.][b] [ sulku paattyy] [ENTER]

14. Maaréatty integraali graafisella laskimella kuvaajasta.

Graph-naytossa [ MORE] [ MATH] ff(x) dx| kursori a:n kohdalle] [ENTER] |kursori b:n kohdalle] [ENTER]

3.3. Alkuehdon toteuttava integraalifunktio maaratyn integraalin avulla.

1. Alkuehdon F(a) = b toteuttava integraalifunktio maaratyn integraalin avulla laskettuna

F()=b+ j: f (t)dt

3.3.1. Méaarita se funktion f(x) = 3x” - 2x - 1 integraalifunktio, joka toteuttaa ehdon F(4) = 5.
2. Méaaritd se funktion f(x) = 4x + 5 integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (6,7) kautta.

3.4. Parillinen ja pariton funktio

1. Parillinen funktio
Funktio f(x) on parillinen jos V x : f(-x) = f(x). Kuvaaja on talléin symmetrinen y-akselin suhteen.

3.4.1. Osoita, etta funktio f(x) = x* + 1 on parillinen funktio.
2. Osoita, etté funktio f(x) = cos x + | x | on parillinen funktio.
3. Olkoon f parillinen funktio ja sen yksi nollakohta on x = 3. Mik& on myads f:n nollakohta?

2. Parillisen funktion maératyn integraalin laskeminen origon suhteen symmetrisella valilla [-a,a]

j f(x)dx = 2- j: f (x)dx
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4. Laske a) J'_Zz(x4 +x2)dx b) J.:e‘x‘dx c) J'_” cos(2x)dx

3. Pariton funktio
Funktio f(x) on pariton, jos V x : f(-x) = - f(x). Kuvaaja on talléin symmetrinen origon suhteen.

5. Osoita, etta funktio f(x) = 4x - 2x on pariton funktio.
6. Osoita, etta funktio f(x) = 2sin x + 3tan x on pariton funktio.

4. Parittoman funktion maaratyn integraalin laskeminen origon suhteen symmetrisella valilla [-a,a]

j f(x)dx =0

7. Laske a) J:ll(x3 +4x)dx b) Ii(xgg — X7+ x® - = x¥+Xx)dx ¢ f sin®(4x)dx

4. Integroimistekniikkaa

4.1. Potenssi- ja juurifunktiot

1. J.x”dx:ix”*%C, n=-1
n+1

4.1.1. Laske a) Ixmdx b) J‘%dx c) jx”zdx d) jxmdx e) j\/;dx f) I%/;dx

2. Laske a) j124x3dx b) J?«/?dx c) f xy/xdx d) J'18€/§dx e) f%dx

2. Integroitavalle ei suoraa integroimissaantta
Sievennd integroitavaa (suorita kerto-, jakolasku, potenssiin korotus jne.), jotta jotakin saantda voi kayttaa.

3. Laske a) [(3x—2)%dx b) [ (3x-2)%dx o [ (x~2)(3x—4)dx
4. Maarita f(x), kun f "(x) = 3x(4x + 5) ja f(2) = 3.

4.2. Yhdistetyn funktion derivaattaan perustuva integroiminen

1. J'g( f(x))-f (x)dx=G(f(x))+C
Integroitavassa on oltava sisafunktio f(x) ja talla ulkofunktio g(x) ja tekijana on oltava sisafunktion derivaatta.
Talldin integroidaan vain ulkofunktiota g(x), jonka integraalifunktiolla G(x) on sama siséfunktio f(x).

2. Yhdistetyn funktion ulkofunktiona potenssifunktio j[ f ()] f (x)dx = il[f ()" +C,n=-1
n+

4.2.1. Laske a) I3(3x—2)2dx b) J.9(3x—2)2dx c) .[2x(x2 +1)%dx d) J-slox(xz +1)*dx

2. Mik& on se funktion f(x) = 35(4 + 5x)6 integraalifunktio, jonka nollakohta on x = -1?

3. Vakiotekijan lisddminen, jotta voisi kayttaa yhdistetyn funktion integroimissdantoa
Lisataan sellainen vakiotekija, ettd integroitavaan tulisi tekijaksi sisafunktion derivaatta.
Jotta integraalin arvo ei muuttuisi, lisataan viela taman kaanteisluku tekijéksi( , jolloin on kerrottu 1:11& )

3. Laske a) [(2x—1)°dx b) [X(3x* +4)°dx ¢) [X*(A—=x")'dx d) [(x—1)(x* —2x)°dlx

2 4 2 5 3 3 2 1 23X
4. Laske a) IO (Yax—1)"dx D) LX (Yax® +2)°dx c) L mdx J.O m

5. Mik& on se funktion f(x) = 6x(x* + 1)° integraalifunktio, joka toteuttaa ehdon F(1) =27

4. Juurifunktio ulkofunktiona
Muutetaan juuri potenssiksi ja integroidaan potenssin integroimissaantdjen mukaisesti.
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X
6. Laske a) J\/2x+3dx b) .[ - dx c) .[«3/3x+4dx
VX +3
3 4 2 4y, 3
7. Laske a) J.O \5x+1dx b) J.O Ax/x% +9dx c) _[0 /8 —2xdx

8. Maarita se funktion f(x) = \/X13X+—5 integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (2,1) kautta?

4.3. Murtofunktion integroiminen

1, jldx=|n|x|+c
X

4.3.1. Laske a)j dx b) J’sxfldx )dex

2. Laske a) L ;dx b) J.:z ;dx c) L—d

oo e f(X) o e .
2. Nimittajana sisafunktio ‘[de =In| f (x)|+C , ts. osoittajassa on oltava sisafunktion derivaatta.
X

5 Ax X? +4x+5

o.taske) [ 500 [ 000 [ R cak [T
1 6 1 2 4x-2

4. Laske a) jomdx b) -fO x*+1 x©) '[1 X2—X+ldx

5. Méaarita se funktion f(x) = -3 * 2x , X > 1%, integraalifunktio, jonka kuvaajalla on piste (2,3).

4.4. Eksponenttifunktioiden integroiminen

1. jexdx =e"+C

441 Laske a) [(€" +2x)dx b) [(2e*—x")dx
1 In2
2. Laske a) J-O (3e* —4x)dx b) L e*dx

3. Mika on se funktion f(x) = 4e* - 3x? integraalifunktio, joka toteuttaa ehdon F(0) = 1?

2. Eksponentissa sisafunktio .[ f'(x)e'™dx=e"" +C

4. Laske a) Ie“xdx b) I 3e®dx c) IZe’de d) j dx e) _[ 3xe* dx

3x-1

3x —X

5. Laske a) j:4e“dx b) j_ole’“dx c) jo/

X

6. Maarita funktion f(x) = \/e?—+2 se integraalifunktio F, joka toteuttaa ehdon F(0) = \/:_3

dx (Vihje: Laita osoittajaksi €* + 1 - €¥)

1
7. Madrita |
e +1

1
— dx (Vihje: Keksi sopiva laventaja)

8. Madrita f
1+e

3. .[axdx—— a*+C
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9. Laske a) IZXdX b) J.2x(3x +4)dx

1 2
10. Laske a) IO 3*dx b) J.O 4.2%dx

a, jf‘(x)-a”*)dx:ﬁaf(*uc

11. Laske a) I 2%dx b) I 32 dx

12. Laske a) I:43de b) Jj 3%*dx

4.5. Trigonometristen funktioiden integroiminen

1. [cos(x)dx =sin(x) +C

4.5.1. Laske a) I 3cos(x)dx b) I0”/2(4+5cos(x))dx

2. jf '(x)cos f (x)dx =sin f (x)+C

2. Laske a) I cos(2x)dx b) J'”//j[2cos(3x)—4cos(5x)]dx

3. [sin(x)dx =—cos(x)+C

3. Laske a) IZsin(x)dx b) IOH[ZSin(x)+3cos(x)]dx

4. jf (x)-sin f (x)dx =—cos f (x) +C

4. Laske a) [sin(3x)dx b) jo”zosin(5x)dx

5. Mik& on se funktion f(x) = 8cos 2x + 6sin 3x integraalifunktio F, joka toteuttaa ehdon F(n/12) = 47

6. Laske a) jsinz(x)-cos(x)dx b) _[coss(x)-sin(x)dx c) jsin(Zx)-cos(x)dx d) Icoss(x)dx

dx
5. J.M = tan(X) +C

2 4 ISCOSZ(X)_de jcos(Zx) . ISin(X)

7. Lask
aske 2) -[ cos*(X) cos®(x) cos®(x) cos®(x) X

6. _[(1+tan2 x)dx =tanx+C

8. Laske a) I(2+2tan2x)dx b) j(2+tan2x)dx c) Itanzxdx

7. Lmsinz(x)dx - j:*”l/zdx

0. Laske a) || sin’(x)dx b) | cos*(x)dx o) [ sin?(x)dx
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5. Muita integroimismenetelmia

5.1. Osittaisintegrointi

L 10 909dx=F()-9(x)~ [ ()9 (x)dx
- etsi tulo integroitavasta

- valitse g;ksi toinen tekija (yleensa se, jonka derivaatta pienenee) ja derivoi se seka integroi toinen tekija
- Kayta kaavaa. (Jos ei paase eteenpain, valitse g ja f' toisin pain, tai tarkkaile tehtavaa 4 alla!!)

2 2
5.1.1. Laske a) Iex-Zxdx b) .[x‘ezxdx c) _[1 2x-Inxdx d) L X-In2xdx
2. Laske a) [ (3x-+4)-edx b [ (x+1)-¢" dx
X
3. Lask X+2X +1dX b) | ———dx
aske a) .[ ) Im
4. Laske a) Iex‘xzdx b) Iex-sin(x)dx

5.2. Murtofunktion integroiminen tekemalla osamurtohajoitelma

1. Jakaminen niin, ettd osoittaja alempaa astetta kuin nimittgja
Suorita jakolasku (jakokulmassa). Vaillinainen osam&éaré on polynomi, jota integroidaan normaalisti.
Jakojaannos / jakajaa integroidaan saannon 4.3.2. mukaisesti.

4x* —6Xx+5 J'x3+x2+3x+1dx

5.2.1. Laske a) J.—ldx b) 71
2X+ X"+

2. Nimittajan jakaminen osamurtolukuihin
a b
tekija 1 ' tekija 2
Ratkaistaan a:lle ja b:lle arvo laventamalla murtolausekkeet samannimisiksi.
Talléin saatu osoittaja on oltava sama kuin alkuperainen osoittaja ts. samankorkuisia termeja sama maara.
Kun osamurtoluvut on saatu, integroidaan niitd kaavan 4.3.2. mukaisesti.

Jaetaan nimittgja tekijoihinsa. Toivotaan osamé&aran saatavan muotoon

2. Laske a) j b) j X c) jmdx

5.3. Paloittain maaritellyn funktion integroiminen

1. Jatkuvan funktion integraalifunktio

Jatkuvalla funktiolla on integraalifunktio.

Joillakin epéjatkuvilla funktioilla on integraalifunktio, mutta ei nyt sentédén koulukurssissa.
Siis: Tutkitaan onko funktio jatkuva. Jos ei, niin sanotaan, ettei integraalifunktioa ole.

2. Integroimisvakioiden yhteyden maarittdminen, kun integroitavana jatkuva paloittain maaritelty funktio.
Integroidaan eri alueilla olevat funktiot. Jokaiseen laitetaan eri integroimisvakiot, C, D, ...

Koska integraalifunktionkin on oltava jatkuva, on liitoskohdan molemmilta puolin lasketut raja-arvot oltava
samat. Tasta saadaan yhtalo integroimisvakioiden valille.

5.3.1. Maarita funktion a) f(x) = [2x - 6] b) f(x) = |4x> + 4x| c) f(x) = |3x” - 6x| kaikki integraalifunktiot.
2x, kunx <0 b {x 1, kunx<2

2 - 4x. kun x> 0 12x - 3, kun x = 2 kaikki integraalifunktiot.

2. Maérita funktion a) f(x) = {3

3. Tietyn integraalifunktion méaérittdminen
Kun kaikki integraalifunktiot on saatu, ratkaistaan annetusta tiedosta integroimisvakion arvo.
Annetaan vastaus kayttden integroimisvakion paikalla sen saatua arvoa.

3. Maarita se funktion f(x) = | 4x - 12 | integraalifunktio, joka toteuttaa ehdon F(1) =

4x - 3,
4. Mika on se funktion f(x) = { FToXs integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (2,-1) kautta?

1
3x° - 2X, X>1
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2% - 3%, x < 2.

5. Laske f(3), kun f "(x) = { Ay x>2 f(1)=2.

6. Pinta-ala ja tilavuus

6.1. Kayran ja x-akselin valisen alueen ala

1. Ala, kun kayra x-akselin ylapuolella
b

A=+[ f(x)dx
a

Laske 1° rajat, 2° tutki kummalla puolen x-akselia kayré on esim. piirtamalla kuvaaja, 3° laske ala.

6.1.1. Laske kayran y = x° , x-akselin seka suorien x = 1 ja x = 2 rajoittaman alueen ala.

2. Laske paraabeli y = x* + 3, x-akselin seka suorien x = -1 ja x = 2 rajoittaman alueen ala.
3. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavaty =4/x + 1,y =0,x=2jax =5.

4. Laske kayrany = x - X° ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

5. Laske kayrény = - X2+ 8x-7 ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

6. Mika on kayrany = X - X ja x-akselin rajoittaman, x-akselin ylapuolella olevan alueen ala?

2. Ala, kun kayra x-akselin alapuolella
b

A=—[f(x)dx
a

7. Laske paraabelin y = x° - 6x + 5 ja x-akselin rajoittaman alueen ala.
. 1 . -
8. Laske kayrieny = oY= 0, x = -1 ja x = -2 rajoittaman alueen ala.

9. Mika on a, kun kayran y = x* - a° ja x-akselin rajoittaman alueen ala on 36?
10. Maéarita a, kun suora x = a jakaa kayrieny = 1 - ", y = 0, x = 0 ja x = 1 rajoittaman alueen kahteen yhta
suureen osaan.

3. Ala, kun kayréaad molemmilla puolilla x-akselia
Laske rajat ja piirréd kuvaaja. Jos kuvaaja on x-akselin alapuolella valilla [a,c] ja ylapuolella valilla [c,b], on

A=—["f(dx+ [ f(x)dx

11. Laske kayran y = x - X° ja x-akselin rajoittaman 2-osaisen kuvion ala.

12. Laske kayran y = x° - 3x* + 2x ja x-akselin rajoittaman 2-osaisen alueen ala.

13. Laske kayran y = e - 2, x-akselin, y-akselin ja suoran x = 3 rajoittaman 2-osaisen alueen ala.
14. Laske kayran y = sin x ja x-akselin vélilla [0,2x] rajoittaman 2-osaisen alueen ala.

4. Parillisen funktion ja x-akselin vélisen alan laskeminen origon suhteen symmetrisella valilla [-a,a]

A= if: f (x)dx = 2. j: f (x)dx . + merkki, jos f(x) > 0 ja - merkki, jos f(x) < 0

15. Laske kayrany = 16 - x" ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

5. Parittoman funktion ja x-akselin vélisen alan laskeminen origon suhteen symmetrisella valilla [-a,a]

a
A= Z-IO f (x)dx , jos kayra on talla valilla [0,a] x-akselin ylapuolella.

16. Laske kayran y = x° - x ja x-akselin vélisen alueen pinta-ala.
17. Laske kayrany = X° - 5X> + 4x ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

6.2. Ala pinta-alkioiden summana

1. Differentiaalinen tarkastelu alan laskemiseksi
Muodostetaan kapea pystysuora suikale (leveys dx). Lasketaan sen korkeus h(x).

b
Suikaleen ala on dA = h(x)dx. Koko alaon A=Y h(x) dx — A= j h(x)dx
a

Samaa ideaa voi kayttaa paitsi alalle, myos tilavuudelle, tydlle, matkalle, voimalle, energialle,...
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6.3. Kahden kayran valinen pinta-ala

1. Kahden kayran vélisen alan laskemistapa
Laske kayrien leikkauspisteet (a ja b).
Piirrd kuvaajat, josta saat selville kumpi kayrista kulkee korkeammalla (olkoon f(x) > g(x) ).

A=[ 1T 00— g00Jax

6.3.1. Laske sen alueen ala, jota rajoittavat kayraty = x° + 3,y = x"- 4, x = -1 ja x = 3.
2. Laske suoran y = 3x + 4 paraabelista y = x* erottaman alueen ala.

3. Laske paraabelieny = X2 -x-1 jay= X +X+3 rajoittaman alueen ala.

4. Laske kayrien xy = 4 ja x + y = 5 rajoittaman alueen ala.

5. Laske sen alueen ala, jota rajoittavat y = e*, y = e** - * ja y-aksel.

6.4. Kayran ja y-akselin valinen alue.

1. Integroiminen y-akselia pitkin
Laske rajat (a, b). Piirréd kuvaaja (kummalla puolella y-akselia). Kayra yleensa muotoa x = x(y).

b
A= L X(y)dx , jos kéyra on y-akselin oikealla puolella.

6.4.1. Laske kayran x = 4 - y* ja y-akselin rajoittaman alueen ala.
2. Laske paraabelin y* = 2x + 1 ja suoran x - y = 1 rajoittaman alueen ala.
3. Laske kayran y = In x, y-akselin sekéa suorien y = 0 ja y = 1 rajoittaman alueen ala.

2. Muuttujan vaihto alan laskemiseksi
Vaihda x < v, jolloin paéasee laskemaan néin saadun kayran ja x-akselin vélista alaa, mik& tutumpaa.

4. Laske 6.4.3. vaihtamalla x < .

6.5. Kayran rajoittama silmukka

1. Kayran yhtalon méaarittelevat kaksi funktioa
Ratkaistaan y. Jos tulee kaksi mahdollisuutta y = + y(x), niin f(x) = + y(X) ja g(x) = - y(X)

6.5.1. Mitka funktiot maarittelevat ympyran x° + y°* = 16?
2. Minké& kayran maarittelevat funktiot f(x) = /8 - 2x° jag(x)=-8- 22 ?

2. Silmukan alan laskeminen
Lasketaan ylemman kayran ja symmetria-akselin véalinen ala, joka kerrotaan kahdella.

3. Laske silmukan y* = 4x° - x” pinta-ala.
4. Laske kayran y* = x(1 - x)> muodostaman silmukan pinta-ala.

6.6. Pyorahdyskappaleen tilavuus

1. Tilavuus, kun kayra pyorahtaa x-akselin ympari

V =z [ [f(x)]dx

6.6.1. Paraabelin y = x°, x-akselin ja suoran x = 2 rajaama alue pydrahtaa x-akselin ympari. Laske tilavuus.
2. Paraabelin y = 3x - X* ja x-akselin rajaama alue pySrahtaa x-akselin ympari. Laske tilavuus.

3. Kayray = \/?((2 - X) ;a y = 0, joka pyorahtaa x-akselin ympéri. Laske tilavuus.

4. Kayran y* = x(4 - X)° muodostama silmukka pyorahtaa x-akselin ympéri. Laske tilavuus.

2. Tilavuus, kun kayra pyorahtaa y-akselin ympari

v =7 [ Xy

5. Kayran y = x” jay = 8 vélinen alue py6rahtaa y-akselin ympéri. Laske tilavuus.

6. Kayran y2 =4 - 2x ja y-akselin véalinen alue pytrahtaa y-akslin ympari. Laske tilavuus.

7. Kayrien y = In(x + 1), y = 1ja x = 0 valinen alue pyorahtaa y-akselin ympari. Laske tilavuus.
8. Ellipsi x” + 4y2 = 1 pyorahtaa y-akselin ympari. Laske ellipsoidin tilavuus.
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3. Tilavuus, kun kappaleella on ulko- ja sisapinta
Lasketaan koko ulkopinnan sisédéan jaava tilavuus ja sisapinnan sisélle jaava tilavuus.
Kappaleen kokonaistilavuus on néiden erotus.

9. Kayrieny = X ;a y = ¥%x° + 1 rajoittama alue pyorahtaa x-akselin ympari. Laske tilavuus.

10. Kayrieny = x ;a y= Yaxt + 1 rajoittama alue pyorahtaa y-akseli ympari. Laske tilavuus.

11. Kayrien 4y = x° ja y = x vélinen alue pyorahtaa x-akselin ympari. Laske tilavuus.

12. Ympyran X2 + yJ =4 ja suoran y = X + 2 vélinen pienempi segmentti pyérahtaa x-akselin ympari. Laske

syntyvan kappaleen tilavuus.

4. Pallon tilavuuden kaavan johtaminen
Pallo syntyy, kun ympyra pyorahtaa x-akselin ympari.

5. Tilavuuden laskeminen, kun kayra pyorahtaé x-akselin suuntaisen suoran y = a ympéri.
Lasketaan differentiaalinen tilavuusalkio dV, jota sitten integroidaan rajalta rajalle

TAI kaytetaan kaavaa V =7 - j:[f (x) —al*dx

13. Suorany = x - 2 ja suorien x = 1 ja y = 2 rajoittama alue pyodrahtdd suoran y = 2 ympari. Laske syntyvan
kappaleen tilavuus.

14. Paraabelin y = 4x - X2 ja suoran y = 3 rajoittama alue pydrahtaa suoran y = 3 ympari. Laske syntyvan kap-
paleen tilavuus.

6. Tilavuuden laskeminen, kun pydréahdysakselina y-akselin suuntainen suora x = a.
Lasketaan differentiaalinen tilavuusalkio dV, jota sitten integroidaan rajalta rajalle.

TAI kaytetaan kaavaa V = - Lb[x(y)]zdy

15. Paraabelin y = 4x - X ja x-akselin rajoittama alue pydrahtaa suoran x = 2 ympari. Laske tilavuus.
16. Kayran y = x%, x-akselin ja suoran x = 2 valinen alue pyorahtaa suoran x = 2 ympari. Laske tilavuus.

7. Tilavuuden laskeminen, kun tunnetaan integroimisakselia vastaan kohtisuorien poikkileikkausten ala
b

V= j A(X)dx
a

17. Valilla [1,3] kappaleen x-akselia vastaan kohtisuorien poikkileikkausten ala jokaisella kohdalla x on A(x) =
3x% + 4x + 5. Mika on kappaleen talla valilla olevan osan tilavuus?

18. Kappaleen pohjana on ympyra x* + y* = 4. Kun kappaletta leikataan x-akselia vastaan kohtisuoralla tasol-
la on poikkileikkauskuvio a) neli6 b) tasasivuinen kolmio. Laske kappaleen tilavuus.

19. Kappaleen pohja on paraabelin y* = 4x ja suoran x = 4 valinen alue seka x-akselia vastaan kohtisuorat
poikkileikkauskuviot ovat a) nelidité b) tasasivuisia kolmioita. Laske kappaleen tilavuus.

8. Lierion tilavuuden kaavan johtaminen

Olkoon x-akseli pohjia vastaan kohtisuora suora.

Sita vastaan kohtisuorat poikkileikkausalat ovat kaikki yhtasuuret = A.
Edellisen kohdan 6.6.7. perusteella lasketaan tilavuus = Ah

9. Kartion tilavuuden kaavan johtaminen

Valitaan x-akseliksi huipun kautta pohjaa vastaan kohtisuoraan meneva suora.

Sita vastaan kohtisuorat poikkileikkaukset ovat pohjan kanssa yhdenmuotoisia korkeuksien suhteessa.
Tilavuus saadaan kaavan 6.6.7. perusteella.

7. Epéaoleelliset integraalit.

7.1. Integroimisvali on &areton

1. Maaratyn integraalin I f (X)dx dx laskeminen eli kun integroimisraja on o .
a

M
Lasketaan ensin méaratty integraali j f (x)dx ja sitten sille raja-arvo, kun M — .
a

7.1.1. Laske a) f%dx b) f%dx 0) J‘:édx d) Lw\/%dx e) J'_:%dx
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2. Laske kayrany = 221 x-akselin vélisen alueen ala alueella x > 1

3. Kayrany = X x-akselin seka suorien x = 2 ja x = a valisen alueen pyorahtéa x-akselin ympari. a) Mika on

tilavuus, kun a = 10? b) Milla a:n arvolla tilavuus on 1,97. ¢) Mika on tilavuuden raja-arvo, kun a — «?

7.2. Funktion arvoa ei maaritelty integroimisvalilla

1. Maératyn integraalin arvon laskeminen, kun integroitavaa funktiota ei ole maaritelty integroimisvalilla.
Lasketaan ensin maaratty integraali kohtaan m asti, joka on lahella maarittelemattémyyskohtaa.
Lasketaan sitten raja-arvo, kun m lahestyy téaté kohtaa.

7.2.1.Laske a) J.Ol l%dx b) J.Ozizdx c) J.Osi/Idde.
X <X X

8 |1
2. Laske J.l,3/—2dx
-1\ X

8. Muita sovelluksia.

8.1. Matka ja nopeus.

1. Kappaleen sijaintifunktio, kun tunnetaan sen nopeus

s(t) = [ v(t)dt

8.2. Voiman tekema tyo

1. Tyodn laskeminen, kun tunnetaan tarvittava voima jokaisella kohtaa
b

W = [ F(x)dx
a

8.3. Jousen potentiaalienergia

1. Harmonisen voiman tekema tyd

F(x) = kx, jolloin W = j: kxdx = Yks?

8.4. Nosto avaruuteen

1. Nostotyon laskeminen, kun otetaan huomioon maan vetovoiman pieneneminen

. . . - . . . . . mM
Maan vetovoima pienenee korkeammalle siirryttdessé vetovoimalain mukaisesti F(x) =y 3

R+h
W = L F (x)dx

8.5. Liike-energia

1. Tehtavan tyén suuruus, jotta kappale saisi nopeuden v

dv Vo 1 2
dW=Fds=mads=mvdv W:I mvdv =%2mv;
0
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8.6. Levyn painopiste

1. Tasapaksun levyn painopisteen koordinaattien laskeminen
Painopisteessé olevan kappaleen massaisen pistemassan momentti on sama kuin koko kappaleen moment-
ti. Levyn ollessa tasapaksu on massa verrannollinen pinta-alaan, jolloin massana voi pitaa alaa.

A-X, :J:di

8.7. Vaihtovirta

1. Vaihtovirran tekema ty®
T .

W = J' uidt
0

2. Vaihtovirran tehollisarvo
= se tasavirta, joka tekee jakson aikana saman tyon kuin vaihtovirta.

8.8. Jatkuva jakauma todennakoisyyslaskennassa

1. Tietylla alueella olemisen suhteellisen osuuden laskeminen tiheyskayran avulla
Lasketaan kyseisella valilla oleva tiheyskayran ja x-akselin vélinen ala ja koko alueen ala.
Suhteellinen osuus on kysytyn alueen alan ja koko alan suhde.

Vastaukset esimerkkitehtaviin

2.3,05 17.5
1.1.1. on 3.44,07 18. a) 5 b) 12% c) 24
2.0n 4.155m 19. 46
3. a) e*(sin x + cos x)
b) x(2cos x - xsin x) 2.3.1.a)6b)8c¢c)¥en 3.3.1. x*-x* - x -39
2.a)6h)0 2.2x% +5x - 95
1.2.1.4x*-5
2.x22+3x-28 3.1.1.0 3.4.3. 3
3.2x*-5x+5 2.a) 1 b) 2v;
I 2.2) 1b)y2 4.2) 1875 b) 2(e* - 1) ©) 0
5.2%"-5x + 3 4.0 7.a)0b)0c)0
6.X - 6x + 13 5.[6,9]
7.X°-6x+ 25 6.-1le ;-2 1 2 2
8.x§+4x+7 7.3 411.a)7 X b)&gC)
9. X -3x +5;1 8.14
10. X% - 6x + 5 d) 2 &) Sxfx ) x*°
3.2.1. @) ¥ox* - X + Y% b) X* + 3x ) )15b)42 | 12.4d) 119
i I S a o C e
1.3.1. a) %XS b) %qu 0) %XS d) %Xe 2.a) S|rk1)x b)sinx - e 4
L 22)02)8 3.3x2-6x’ + 4x +Cb) 1) 0
. - - . X X 1
€) X" ) 229) 3,3 ) ¥ i) x 5.2) 2:¢ - 2b) 2x° - 8 4.4+ T’ - 59
1 1 c) 2x° -18 1
2. a) §X3+]/2X2 b) ZX4+|I"I |X| 6. a)X '2X -5x+6 4.2.1. a) §(3)(_2)3 b) (3X_2)3
1e 1, b)2x +2%° 4+ 2x + 12 ¢) V(2 + 1)* d) 31
C) &X - 2X 7x-1 7 2(4+5X)7)+1
, ; L1, 8.x*-1;15
3.a) 2x” b) 2x” ¢) ¥2x" d) gx 9.a)33b)3 3.a) §(2x-l)
4ag3—2x2+5x 10. a) - 4 b) 90 1, e o1 .
b) X° - 3x* +3X 5X + 5x 11.a) 9 b) 4 ¢) 10/3 d) 27 b) 35(3x" +4)° ¢) T=(1 - xY)
C)4X-6X +1OX-22X 12.a)a=2,a=-3b)a=-1, 1, .
2 a=0a=2 d)g(x -2X)
5.a)x-x-8xb)§x-6x + 9x 13.6 1
c) 1vax* - 4x + 5In |x| 14.-2<a=<2 4. a)5b) 213— C) 15 d) 55
15.n > 100 3/(x +1)
- — i Z1 -
2.2.1. 46,69 ; 40,60 16.a=2,b=3
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6.a) %(ZX +3)1/2x + 3
b) \/x2 +3
C) Ya(3x + 4) A3 + 4

2 2 5
7.a)85b) 13030)58
8. 3\/x2 +5-8
4.3.1. a) 2In |x]| b) 3In |x|
c)3x-4in x| -7

2.a)4In 2 b) -5In 2
€)2+1In2-1In3

3.a)ln |2x+1| b) 2In (x* + 1)
c) Yaln (x +4x+5)

d) x +In (X* + 2x + 3)

4. ag 2in7/4b)¥In2c)2In3
5. x"+%In(2x-3)-1

4.4.1.a) e*+x°b) 2e* - L e

e+1%
2.a)3e- 5 b)2-e
3.4e"-x*-3
4. a) vae™ b) 11/22e2X c) -2e”
d) -e** e)1¥5eX +1
5.a) 2(e - 1) b) Ya(e®- 1)
c) vie® +Yse - ¥ d) In %(e + 1)
6.2\e" +2- \/§

-In (e +1)

8.In (eX +1)

4

9. a)EZ b)ine In6 *ha?

10. a) m b) m
X _ 3-2x

11.8) 31,2 P 203

21
12.8) 31,2 P 313

45.1.a)3sinxb)2x+5

2. a) ¥%sin 2x b) - 22+ 11y2

15
3.a) Zcos xb) 4

4.a) - —cos 3xb) 8
5.4sin 2x - 2cos 3x + 2 + \/E
1. 1
6. @) 3sin” x b) - 5cos"
2 : 1.
c) - 3cos’ x d) sin x - gsin’ x
7. a) 2tan x b) 3x - 2tan x

c) 2x - tan x d) oS X

8. a) 2tan x b) x + tan x
c) tan x - x
9.a) Yan b) n c) Yar

5.1.1. az) 2(x - 1)e*
b) Yaxe 1/4e2X c) 4ln 2 - 1%
d) 3%In 2 -

2.a)(3x+ 1)e*b)e

3.a) 1—15(2x +1)(Bx-1)y2x+1
4. a) (X - 2x + 2)

b) ¥e*(sin x - cos x)

5.2.1. a)x - x+41/zln [2x + 1]
b) ¥ex® + x + In (X* + 1)

2.a)In |x|f|1| by In & lel)

[x + 1]
c)In X+ 2|

5.3.1.a)
F _{x -Bx+Cx=>3
(¥)=) gx-x2 18+Cx < 3

2x +C, x>0
b) F(x) = { S22 +C,x<0

X -3x"+C,x<0
¢) F(x) =7 x>+ 3x* + C, 0<x<2
x3—3x2+8+C,x22
x> x+C Xx<0
Za)F(X){ S22+ C x>0
l/zx-x+Cx<2
B){x2-3x+2+Cx>2
12x + 28, x> 3
3":(){2x +12x-8.x<3

3x 4, x<1
4. F(x) = { x-5,x21
5.-12

1
6.1.1. 2 3
2.12

3. 4/6-24/3

1
4.5
5.36
6. Vs

2

7.103
8.In2
9.+3
10. a ~ 0,7429
11. %
12. %
13.e*+4In2-9
14. 4
15. 51,2
16. ¥

1
17.63

6.3.1. 28
5
2.20 6

3.9
4.7%-4In 4
5.%

6.4.1.103

1
3

~w N
(D(‘D ol

1
-1

6.5.1. f(x):\/16-x2,

g(x)—-\/16 X2

2. 2%° +y =8

3 10g
T3
8

4.15

32n

6.6.1. 75

81ln

2. 10
4n
"3

64n

3

11.

12.

13. 9%
161
14. 5

15. 8n

167
16. 5

17.52
18. a) 138 b) ig’

19. a) 128 b) 32\/5

7.1.1.a)%2b)1c)eid)eie)

1/24
2. Y%
3.a)8p/5b)40c) 2p

7.2.1.a) 2 b) eic) ei
2.9



Pitkd matematiikka. Kurssi 8. Integraalilaskenta. 17

Koetehtavia aiemmilta vuosilta

1.,. 1 . o . -
90.1.1. Olkoon F(x) = (x + X Y ja G(x) = x* + 2 Ovatko F ja G saman funktion integraalifunktioita? [ ovat ]

4
X Xj7 dx ¢) [(2-3%)*dx

[@)sin x - cos x + &~ In [x| + C b) %x* - 3¥%x* + Cc) - £ (2- 3x)° + C]

90.1.2. Mé&érita a) J.[sin(x)+cos(x)+ex—§]dx b) I

90.1.3. Maarita funktion f(x) = ﬁ se integraalifunktio, jolle F(2) = 5. [1/2\/2x2 +1+3%]

90.1.4. M&arita se toisen asteen polynomifunktio f, jolla on seuraavat ominaisuudet f(0) =f' (1) =1 ja F(1) =
F(-1), kun funktio F on funktion f integraalifunktio. [ - 3x* + 7x + 1]

90.1.5. Laske I(l— X)2\/X dX [ 203/ - 5P[x + 23x+ C ]

nx
90.1.6. Etsi funktiolle f(x) = en(xa+ 3 Se integraalifunktio, joka n:n arvolla 2 ja x:n arvolla 0 saa arvon In 6.

[%In €e™+3)+In3]

90.1.7. Funktiolla f(x) = e + 1 on integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (1,e) kautta. Piirra taman
e +x-1,kunx>0

integraalifunktion kuvaaja. [ F(x) = { e +x+1 Kunx< 0]

dx
s [W2bg]

90.2.1. Laske a) Igﬁ b) r—
o s Ix Y2 (2x-1)

2
90.2.2. Milla a:n arvoilla IO (3x® +ax+a)dx on positivinen? [a> - 2]

90.2.3. Laske suoran y = x + 1 paraabelista y = x° - 1 erottaman segmentin pinta-ala. [ 4% |

90.2.4. Laske sen kappaleen tilavuus, joka muodostuu, kun kayrany = X2+ 2 ja suorany = 6 rajoittama alue
pyorahtaa y-akselin ympari. [ 8 ]

90.2.5. Milla a:n arvolla funktio f(x) = a - cos x , kun -Y2r < x < Y21 on jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheys-
funktio? Laske P(x > Yar) . Madrita kertyméafunktio. [a =2 ; %2(1 - 1/2\/5) ; ¥6sin X + %2 ]

90.2.6. Kuinka suuri on sen kaksiosaisen kahdeksikon muotoisen alueen pinta-ala, jota rajoittavat viivat
y=x>,y=-3x+4jay=47?[16%]

2% - ¥ox%  kun x < 2

X
90.2.7. Piirré funktion f(x) = J.O |t—2|dt kuvaaja. [ f(x) = {1/2X2 o+ 4 Kunx > 2]

. 4
92.1.1. Madrita a) J‘(2x3+6x2 —8x—10)dX b) j(smx+cosx+tan2 x)dx c) J.(3ex +—)dx
X
[a)1/2x4+2x3-4x2-10x+Cb)-cosx+sinx+tanx-x+Cc)3ex+4ln|x|+C]

92.1.2. Mik& on funktion f(x) = 6x”- Y x + 1 se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (2,-3) kautta?
[2x° - Vax® +x-20]

92.1.3. Olkoon jf(x)dx =x>+2x% - 3x - 4 . Maarita f(2). [ 17 ]

92.1.4. Mika on a, kun funktion f(x) = x + a on integraalifunktio F toteuttaa ehdot F(0)=10 ja F(1)=11. [a=%]
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92.1.5. Maarita funktion f integraalifunktiot, kun f ' (x) = e™ + e**ja f(0) = 1. [ ™ + 4™+ 2x - ZLe +C]

2

8x
2x-1

92.1.6. Maarita a) [

2
dx b) I(Xa)irlj dx [a)2X2+2x+In|2x-1|+Cb)3—(X_3:_LF—1)+C]

92.1.7. Funktiolla f(x) = 3x + | 5x - 10 | on integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (1,2) kautta. Maarita
_ [4x*-10x+13 , kunx>2
O 1R = (B e e 2 191

4

92.2.1. Laske L 6X(X +1)dx [171]

92.2.2. Laske viivojeny = 1 - 2e*, x =0, y = 0 ja x = 2 rajoittaman aarellisen alueen pinta-ala. [ 2e” - 4]
i a

92.2.3. Ratkaise a yhtalosta IO (ax—2)dx=a.[0;+/6]

92.2.4. Kayrany = X2 -x-2 ja x-akselin valinen suljettu alue pyorahtaa x-akselin ympari. Laske syntyvan pyo-
rahdyskappaleen tilavuus. [ f—é 7]

92.2.5. Kayray = %r , Y =1jay = arajoittavat aarellisen alueen, joka pyorahtaa y-akselin ympéri. Laske syn-

tyvan kappaleen tilavuus. Mita arvoa tilavuus lahestyy, kun a lahestyy aaretonta? [ 2n(\/_a -1); 0]

8 1
92.2.6. Arvioi maaratyn integraalin IO —1dx arvoa jakamalla integroimisvéli 8 yhté suureen osaan ja las-
X+

kemalla puolisuunnikasmenetelmalla suikaleiden ala. Kuinka suuri on oikea arvo ja virhe?
( Jos suikaleen reunojen x-koordinaatit ovat x; ja X», on yhdensuuntaisten kanta-sivujen suuruudet f(x,) ja

f(x,) seka ala A = K&)%&) " (X2-X1)) [2,273;In9; 0,176 =8% ]
92.2.7. Laske funktion f(x)=x3+ X2+ X ja sen kaanteisfunktion kuvaajien rajoittaman aarellisen alueen ala. [3]
92.3.1. Maarita a) I(cos Xx—e*)dx b) I6x(x—1)dx c) I2x(x2 +1)°dx

[a) sinx-e*+Ch)2x3-3x*+Cc) va(x* + 1)* + C ]

92.3.2. Maarita funktion f(x) = (3x+1)? se integraalifunktio, joka toteuttaa ehdon F(2) = 3 [3x® + 3x* + x - 35 ]

92.3.3. Maarita funktion f(x) = 2x - 4 se integraalifunktio, jonka kuvaaja sivuaa suoraa y = f(x). [ X2 -4x +5 |

4e*

Jer+1

92.3.5. Maéritd a ja b, kun funktio a(2x+1)°+ b(2x+1)" on funktion x(2x+1)° integraalifunktio. [a =% b =- 1]

92.3.4. Madrita a) j dx b) j(xexz +5iN3X)dX [a) 8y/e"+ 1 + C b) vseX’ - % cos 3x + C |

92.3.6. Maarita funktion f(x) = 2x - 2 ne integraalifunktiot, jotka ovat kaikkialla positiivisia. [x* - 2x+C, C > 1]

6x°+5,x>1

92.3.7. Funktiollaf(x)={5x4 +6 x<1

on int.funktio, jonka suurin arvo valillé [0,2] on 3. Laske F(-1). [ - 30]

4x+1
92.4.1. Laske L 20X [3+In4]
X

92.4.2. Laske kéyrany = 2x - X2 ja x-akselin rajoittaman &érellisen alueen pinta-ala. [ %]
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92.4.3. Kayrany =/5 - x , suoran x = 1 ja x-akselin vélinen alue pyorahtaa x-akselin ympéri. Laske syntyvan
kappaleen tilavuus. [ 87 ]

+1
92.4.4. Ratkaise yhtal f (4x-3)dx = “oxdx[a=0,a=2%]

92.4.5. Laske kayrien x = 1 - y* ja x = 3y* - 4y - 7 rajoittaman suljetun alueen pinta-ala. [ 18 ]

92.4.6. Kolmion karkina ovat pisteet (0,0) , (2,3) ja (3,1). Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy, kun tama
kolmio pyérahtaa y-akselin ympari. [? 7 ]

92.4.7. Kaavasta f;) f(x) dx = g [ f(a) + 4f(xq) + 2f(xp) + 4f(X3) + 2f(Xy)...+4f(X,) + f(b) ] saadaan Simpsonin

menetelmalla likiarvo maaratylle integraalille, kun integroimisvali on jaettu parilliseen maaraan yhta leveita
suikaleita ja a, X1 , X» ,..,b ovat x-akselilla olevat jakopisteet ja h on suikaleen leveys. Laske Simpsonin mene-

telmalla likiarvo maaratylle integraalille f08 a+ x2) dx jakamalla integroimisvéli 8 yhta suureen osaan. Mika

on oikea arvo ja virhe? [1782; 0]

2x%+3
X

X

—adx .
2X°+3

93.1.1. Marita a) j(ex—cos 3x)dx b) J' dx ¢ j

93.1.2. Madrita se funktion f: f(x) = \/2x + 3 integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (-1,2) kautta.
93.1.3. Mika on funktio f(x) , kun f' (x) = sin 2x + cos x ja sen nollakohta on % ?

93.1.4. Maarita vakiot a, b ja ¢ siten, etta funktio f : f(x) = e*(ax® + bx + ¢) on funktion g : g(x) = e?(x* + x +
1) integraalifunktio.

93.1.5. Méaarita funktion f : f(x) = x*-3x%*-3ne integraalifunktiot, joiden kuvaajat sivuavat suoraa y = X.
93.1.6. Maarita F(3) - F(1) , kun F on funktion f : f(x) = x + | X - 2 | integraalifunktio.

93.1.7. Maarita se toisen asteen polynomifunktio P, jolle P(-x) = P(x) kaikilla x:n arvoilla ja jonka eraan integ-
raalifunktion kuvaaja kulkee pisteiden (0,1) , (1,0) ja (2,5) kautta.

1.a) '[(ex —cos 3x)dx :'fexdx—%j:%cos 3xdx =e* -%sin 3x +C

2x%+3 3 X 1¢ 4x
b dx=|(2x+—=dx =x?+ 31 C ——dx== dx=%In (2x*+3)+C
)| X Ji X=X 3ingxs C)I2x2+3 4-[2x2+3 N2+ 3)
2. F(x) = I«/2x+3dx=1/212(2x+3)%dx=%%(2x+3)”2+c:%(2x+3)«/2x+3+c

1

F('l) =2, 3

5 1 5
1.1+C=2 ;C:§ ;F(x):§(2x+3) 2x+3+§

3.f(x)=-%cos 2x+sinx+C ; f(g)=0; -%cosz+sing+C=0 ;-%+%+C=0;C=-%

f(x) =sin x-% cos 2x - %

4. f on g:n integraalifunktio, jos f' (x) = g(x) . f' (x) = 2e”(ax” + bx + c) + e”(2ax + b)
2a=1 a=%

= e¥[(2ax® + (2b + 2a)x + (2c + b)] = eZ*(X* + x + 1) ; {Za +2b=1: {b =0
b+2c=1 c=%
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5. F(x)=%x5-x3-3x+C;F'(x)=kT=1;x4-3x2-3=1;x4-3x2-4=0;t2-3t-4=0 t=4tait=-1

X*=4(tai X’=-1) ; x=%2;y=+2; F2)=2; 3—52—8—6+C:2 C:%; F(-2)=-2

32 5. ~-.48 _1ls 3 48
-5+8+6+C—-2, =-5 F(x)—5x-x-3xir5

6.f _{ 2, kunx<2 itsei ftna iva. F _{ 2x+C,kunx<2
f(x) = 2x—2,kunx220n'se'sarvo ‘najva. F(x) = x2-2x+ D, kunx =2

Fonjvakohdassax=2 ;4+C=4-4+D ; D=C+4; F(3)-F(1)=9-6+C+4-2-C=5

7. Kuvaaja on symmetrinen y-akselin suhteen, ts huippu on y-akselilla, P(x) = ax” + ¢
FO)=1 d=1 —
F(x):%ax3+cx+d;{|:(1):0;{ a3+c+d=0 i{agljjgfz_ciu§|.21);2a:6?a:3 33+c=-1
F(2)=5 (Ba/3+2c+d=5

c=-2;P(X)=3x"-2

93.2.1. Laske a) J'_21(3x—2)2dx b) josx/9—3x dx

93.2.2. Kayray = e’ , positiiviset koordinaattiakselit ja suora x = 2 rajoittavat aarellisen alueen. Laske a)
alueen pinta-ala b) sen pyorahdyskappaleen tilavuus, joka syntyy, kun em. alue pydrahtaa x-akselin ympari.

93.2.3. Paraabeliny = 2x - X2 pisteeseen (0,0) piirretdan paraabelin normaali, joka rajoittaa paraabelin kanssa
aarellisen alueen. Laske alueen pinta-ala.

93.2.4. Funktio f(x) = a(2x - x%) , kun 0 < x < 2, on eraan jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio. Maarita
vakio a ja laske todennakoisyys P(x > 1%2). Mik& on kertymafunktio?

1 2
93.2.5. M&drita ne toisen asteen polynomifunktiot P, joille P(0) = 1 ja L P(x)dx = L P(x)dx .

93.2.6. Positiiviset koordinaattiakselit ja kdyra y =/a - x , a > 0, rajoittavat aarellisen alueen. Kun tdma alue
pyorahtaa x-akselin ympari, syntyy pyoréahdyskappale ja toinen, kun alue pydrahtéé y-akselin ympari. Milla a:n
arvoilla nama kaksi kappaletta ovat tilavuudeltaan yhta suuret?

3
93.2.7. Mik& on maératyn integraalin L (x+1)*dt pienin arvo?

La) [ (3x-2)%dx = [ (9x* ~12x+4)dx=[3x’ ~6x* +4x] = (24-24+8)- (3-6-4) =21

3
b) [ VG=3x dx:—%jj—s(g—sx)%dx:-%E(g—sx)ﬂ :—g[(9—3x)\/9—3x]z ~0+2.9.3=6
0

2.a) A= joze%xdx = 2'[021/29%de =2 [em]z =2e-1)b)V = ;zjoz (€")2dx = ;zjozexdx = ﬁ[ex]j = n(e?- 1)

3. kr=y(0)=2;ky=-%;normaaliy=-%x.LP:y=-Yaxjay=2x-X;-¥X=2X-X ;X" - 2¥ex =0
2%

x=0taix =2%; A:jOZ%(Zx—xz—(—1/zx))dx:Ex2—%x3} =%'T'%' Ty
0

. 2 2 2 3 2 8 4a -
4.1°fonJVA2°f(x) >0,josa>03>TDN =1 .[o a(2x—x )dx:[a(x —1X )]Oz a(4-3)=73 =1,jolloina
X X
Kertyméafunktio F(x) = J.O a(2t—t%)dt = a[t2 —%tz]o = % (- % x> ) = ¥ - vax®

5
P(x>1%) =1-P(x < 1%) = 1 - F(1%) = 1 - %(1%%)" + Ya(1%)® = 2

Alw
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2 o2 22
5.0k. P(x)=ax“+bx+c;P0)=1;c=1; jo(ax +bx+1)dx=_|‘1 (ax® +bx+1)dx ;

1oy dihy? oy P mliaydtihyloy]?. 2,0, . _ 82 a b oo
[Sax +1bx +x]o_[3ax +1bx +x]l,3+2+1-(3+2b+2)-(3+2+1),b--2a

P(x)=ax’-2ax+1,a= 0

6.Mj:x£a.Kunx:O,ony:\/5 Kayraty:\/a-xjax:a—yz;VX:V ;
a Ja a Ja
7], a—x)'dx=z["(@-yy'dy : | (a-x)dx=["(a*~2ay*+y")dy

. E oo
[ax—%xz} {azy—%ay”%ys} 28N a-omivazTe: az e

0 0

3
7.f(x) = f(x+t)“dt:E(XH)S}l :%(x+3)5-%(x+1)5;f'(x):(x+3)4-(x+1)4
fr)>0; (x+3)*>x+1)"; (x+3)°>(x+1)°X°+6x+9>x*+2X+1;4x>-8; x>-2

. L L 1 1 2
Siis f:n pienin arvo saadaan, kun x = - 2, Pienin arvo = g(l)5 - g(—l)5 =z

95.1.1. Laske @) f(sin x - x)dx b) J(L +x)%dx

95.1.2. Maarita funktion f(x) = 2x* - 2x - 1 (x<0) integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (-1,1) kautta.

95.1.3. Laske paraabelin y = x* - 2x ja x-akselin rajoittaman alueen pinta-ala.
L . . (a2
95.1.4. Maarita vakio a (>0) siten, etta (; )dx =4
a
95.1.5. M&arita a ja b siten, etta funktio ax® + (b - x)In x on funktion 3x°-Inx-1 integraalifunktio, kun x > 0.

. 1 .
95.1.6. Laske suoran 2x - 2y - 5 =0 ja kayrany = - % rajoittaman alueen ala.

95.1.7. Maarita f%( | X |+ 2-x)dx
95.1.8. Laske méaaratyn integraalin fl3x2dx likiarvo jakamalla integroimisvali 10 yhta leveaén suikaleeseen ja

arvioimalla kunkin suikaleen ala suorakulmiolla, jonka korkeus on funktion arvo suikalevélin puolivélissé ole-
valla x:lla ja leveys suikaleen leveys. Montako % likiarvo poikkeaa oikeasta?

95.1.9. Muodosta jatkuvalle satunnaismuuttujalle x jokin kertyma- ja tiheysfunktio, joka tayttaa ehdot:
1°x €[0,2] 2° P(x < 1) =0,6.

95.1.10. Lasten uima-allas on ylh&alta katsottuna ympyra, halkaisijan ollessa 12 m. Syvyys on keskelta 1 m.
Allas voidaan ajatella syntyneen siten, ettd mittoihin sopiva paraabeli on pyorahtanyt pystysuoran akselin
ympéri. Montako m? vetta on taysinaisessa altaassa?

l.a) f(sin X - X)dx = - cos x - ¥ax> + C

4
b)f(1+\/;<)2dx=f(1+2x1/2+x)dx=x+2-%-x3’2+1/2x2+c=x+§x X +¥ox° + C

2.f(x):2x2-2x'1:2x2-2-%,x<0;F(x):%x3-2ln|x|+C F(1) =1 ; -%-2In1+C:1 : Czl%

F (x) =§x3- 21n (-x) + 1%

3. RAJAT:y=x"-2x=0;x(x-2)=0 ;x=0taix = 2. SIJAINTI : YAP, joka NK:ien valilla x-aks. alapuolella
2 1 8 1
=-f02(x2-2x)o|x=f02(2x-x2)o|x=/0 (X-3°)=(4-3)-0-0)=13
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a’ a2

4f ( Jdx =41]:2 ; f ( )ax =2 ; /Inx-2 Ina’-Ina=2 ; In—— ‘Ina=2 ;a=¢’
a

5. F(x) = ax’ +(b—x)|nxjaf(x):3x -lInx-1.
F'(x):3ax2+(—1)-lnx+(b—x)-— 3ax—|nx+9 1=3x°-Inx-1; 3a=3jab=0 ;a=1jab=0

2x-2y-5=0
+\/ - +
6.RAJAT:{ :_l ;2x—2-(-%)-5:0||-x;2x2-5x+2:0 x:5_ 315 16:5‘_13;x:2taix:
X

Ya
SIJAINTI: Hyperbeli on kupera ylospdin, joten se on korkeammalla kuin suora

c 7
A:flz[(-%)-(x-Zl/z)dx]: /(—Inx-1/2x2+21/zx):(-In2-2+5)-(-|n1/2-%+1%):1§_2|n 2 ~0,49
Yo

7f2(|x|+2 x )dx = fO(x+2 x)dx+f (X +2 - x)dx = fO(z 2x)dx+f (2)dx =
0 2
(2x X+ [(2x)=(0-0)-(-2-1)+4-0=7
0

8. f 3x? dx ~ f(x;)-Dx + f(X2)-Dx + ... = 1,1%.0,2 + 1,3%.0,2 +...+2,9°.0,2 = 8,66

32dx=f3Le 9. 1_g2. 2_x g2
flxdx- 3x =9-3=83; 8,66- 83 l008 - x =-0,077%

9. Alussa ei todennakdisyytté ts. P(x <0) =0, lopussa todennékdisyys on 1 ts. P(x <2) =1sekd P(x < 1) =
0,6. Taten kertymafunktio saa arvot F(0) =0jaF(1) = 0,6 ja F(2) =
Yksi tallainen funktio on se, joka kulkee suoraviivaisesti ko. pisteiden kautta ; 0 <x <1:y=0,6x
1<x<2: k—ﬂ—04 y-1=04(x-2);y=0,4x+0,2
0,6x,0<x<1 .. ._J]06,0<x<1
F(x) = {O4x+02 1<x<2f®)= F(X)_{O,4,1<xs2

10. Olkoon paraabelin yhtalé muotoa y = ax” - 1, jolloin y-akseli altaan keskella ; y =0, kun x = 6

ts.0=a36-1;a= 3_16 : Paraabelin yhtalo ony = %xz -1 ;x*=36(y + 1)

0
V=rn f_?[x(y)]z dy=n fC1) 36(y + 1) dy =361 /¥5y° +y =360 + 0) - (% - 1)] = 187 ~ 56,5 (M°)
-1

95.2.1. Integroi a) [x(3x -4 )dxb) [(2x+3)"dx

2
Xx+1

95.2.2. Laske a) f03 x + 1 dx b) foe -1 dx

95.2.3. Maarita se funktion f(x) = \/?( - 1 integraalifunktio, joka toteuttaa ehdon F(4) =

95.2.4. Laske kayrany = (1 + X)(2 - X) ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

95.2.5. Madrita vakio a siten, ettd f i (3x2-2x)dx = 2

95.2.6. Laske sen pyorahdyskappaleen tilavuus, joka syntyy kéyran y = koordinaattiakselien seka

COS X'’

suoran x = rajoittaman alueen pyorahtéessa x-akselin ympari.

95.2.7. Funktion f kuvaaja sivuaa positiivista x-akselia ja f "(x) = 3x* - 3. Madrita f(x) seka ne pisteet, joissa
kuvaaja leikkaa koordinaattiakselit.

95.2.8. Laske kayrany = e*, suorieny = - x + 1 ja x = 2 sek& x-akselin rajoittaman alueen ala.
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95.2.9. Maarita luku a siten, etta funktio f(x) = a( 9 - x2) , X € [-3,3] on eréan jatkuvan satunnaismuuttujan
tiheysfunktio. Laske todennakdisyys P( x > 1).

95.2.10. Laske ftl i (e'IXI )dx , kun t > 0. Maaritd taman maaratyn integraalin raja-arvo, kun t kasvaa rajatta.

1. a) fx(3x -4)dx = f(Sx2 - 4x)dx = x*-2x*+C

b)f(2x+3)4dx:1/zf2-(2x+3)4dx:l-%(2x+3)5+c——(2x+3) +C

wWIN

2.a) fgxlx + 1dx = fg(x + 1)1/2dx = /0

b) foe-lx f 1dx = /Oe-l 2inx+1)=2In(e-1+1)-2In1=2Ine-2n1=21-2.0=2

(X+1)3/2 3—(X+1)"X+l:_'4'2'g'1'1:4
3 0 3 3 3

3.f(x):\/;(—1:x1/z-1 ; F(x):ZXS’Z-x+C:%-x-\/;<-x+C

2. 4.2.44C=5:C= 3—;F(x):%X\/>_(-x+3%

F(4) = ' 3

4.y=(1+x)(2-x)=2+x-x"; NK:1+x=0 tai2-x=0 ; x:-ltaix:Z;KuvaajaaIasp auk par joka
. L 2 1 1 8
NK:|envallllax-aksellnylap.A:f_%(2+x-x2)dx:/ 2x+§x2-§x3:(4+2—§) (2+ +3 ) 4—

1a ., 1a 3 o a 2a
5.f S X -2X)dx =2 ; SX -X"=2:(5-1 -1)=2 ;5=2;a=9
.G ) / 5 (§-D-(g5-D=2:%

6-V:ﬂf0n/4(cc,sx)dx—n/ﬂ/4tanx—n(tann/4 tan0) =n(1-0)==

7.1 (x)=3x"-3 f(x) X -3x+C

Huiput: f'=0 ; 3x -3= 0 x—+1 Joten5|vuam|skohtaonx 1

f(1)=0 ; 1- 3+C 0; f(x) = x% - 3x+ 2
x-aksLP:x3—3x+2:O;(x-l)z(x+2)— 0; x=1ltaix=-2; y-aks.LP:x=0 ; y=2

8.y =¢e"on kasvava jay = 1 - x on laskeva. Molemmat leikkaavat y-akselin (0,1):ss4. Siis y = e* ylempana
= [ 1. 2 e*dx = [le*- 2 2e8=(e- -(1- 2 _e=g?-
A fo (e 1+x)dx+f1edx /Oe X + VX +/1e (e-1+%)-(1-0+0)+e’-e=e’-1%

3 1 1
9.f_§a(9-x2)dx=1 ;/3a(9x-§x3)=1 ;al27-9)-(-27+9)=1 ;36a=1; a=73;

P(5>1)=f3%(9-x2)dx=i/3(9x-x3)=3—16[(27-9)-(9-%)]=%-9%=%

gy — t 0 o ftatoal_ ot ot 0o Ut
10f1/t dx = flltedx+f e’dx = /Me /Oe gl-e-et+e’=2-eM-¢

lim

t_>oo(2-e'1"-e't)=2-e°-0=1

2X + 3

96.1.1. Integroi a) f(eX - cos x)dx b) f2x(3x + 4)dx c)

96.1.2. Laske [ 12 (2x - 3)*dx

96.1.3. Osoita, etta funktio F(x) = x*-sin 2x on funktion f(x) = 2x(sin 2x + x-cos 2x) integraalifunktio

96.1.4. Kayray = \/3x Ve pyodrahtaa x-akselin ympéri. Laske syntyneen pydrahdyskappaleen tilavuus.

o 1_ax _
96.1.5. Milla vakion a arvolla on fo mdx =In3

96.1.6. Laske fnlz (sm X 1, )dx - fn/G (1 - sin x SINX 4
/6 x/



24 Pitkd matematiikka. Kurssi 8. Integraalilaskenta.

96.1.7. Maarita funktion f(x) = x* + ax + 2 se integraalifunktio, jonka kuvaaja sivuaa x-akselia kohdassa x=2.

96.1.8. Nelitn lavistajan paatepisteet ovat (0,0) ja (4,4). Kayray = ;12 leikkaa ko. nelion kahteen osaan. Laske

naiden osien alojen suhde.

96.1.9. Olkoon f(x) = f(;( |2t - 4| dt. M&arita funktion f(x) lauseke.

96.1.10. Funktio f(x) =ax + b, 0 <x <4, on erdan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio. Laske P(1 < x
< 3), kun kertyméafunktion arvo on 0,4, kun x = 2.

1.a) [(e'-cosx)dx=e€*-sinx+C  b) [2x(3x + A)dx = [(6x" + 8x)dx = 2x° + 4X° + C

c)f%dx:f(2+§)dx:2x+3ln|x|+C

21 1 1
2. | 12 (2x-3)'dx =2 [ 12 2(2x - 3)*dx = ¥ /1 5(2x-3)°dx = 75(1 (-1)) = 5

3. F(x) = x°-sin 2x ; F'(x) = 2x-sin 2x + X*-2¢0S 2X = 2x(sin 2X + x-cos 2x) = f(x) = F on f:n integraalifunktio

4. Rajat:3x-x230;NK:x(3-x):0;x:Otaix:S.Ylbspéinauk.par.:>0sxs3
3,3, 1
v:nfo3( \/3x-x2)2dx:nf03(3x-x2)dx:n/ (3 -3x°)=n[(13%-9)- (0-0)] = 4%

0
1 ax _a(1_4x _a;1 2 _a _aln3 . _
S.JOmzdx—Arfomzdx—‘l/O In(1+2x)=7(IN3-In1)==7—=In3,josa=4

/2 ,sin X /6 sin X n /2, sin X /2 sin X
G.JR —_ - Y dx—f 1% - —— dx:f —_ - Y dx+f 1% -——)dx =
n/6( X 2) Tc/2( T x ) TE/6( X 2) Tc/6( *Tox )

/2 sinx_ _sinx _ /2 _ /2 _L n_T
frc/ﬁ(_x ¥ + 1 - 50 )dx—frzf/B(l)dx—/;f/‘s(x)—z £=3

7.f(x):x2+ax+2;F(x):%x3+%ax2+2x+c;Fsivuaax-akseliakunx:2:>F‘(2):0;4+2a+2:0a

=-3.F(Z)ZO;%+1/2-(-3)-4+2-2+C:O;C:-%;F(X)Z%X?"- gx2+2x-%

. . : 1
8. Nelitn ala = 4-4 = 16. Kayra leikkaa nelion ylareunan kuny = 4. v 4;,xXx=x%.

Ylanurkan ala = 12 (4-x?) dx = /1;1 4x + X" = (16 + V4) - (2 + 2) = 12Y4. Alaosan ala = 3% Suhde = 49:15
2

2t-4,kunt32
9'|2t'4|:{—2t+4,kunt<2

X -4 = X (-2t + 4 = X_2+4 =4X - 2
Kunx<2,on fo |2t |dt fo (Zt )dt / t t X - X
Kun x> 2, on X|2t- 4| dt= 2-2t+4 dt + X (2t-4)dt= 2-t2+4t dt + Xt2-4t dt=

x2-4x+8,kun X>2

2 _ 2 —
(-4+8)-0+(X"-4x)-(4-8)=x"-4x+8 f(x)—{ A% - X2, kun X < 2

10. f(x) =ax + b ; F(x) = %ax” + bx + ¢

FO)=0 c=0

{ F(4)=1 ;{ 8a+4b=1|-1 :4a=0,2;a=0,05;0,1+2b=0,4;b=1,15;F(x) = 0,025x* + 0,15x
F(2)=0,4 (2a+2b=0,4] -(-2)

P(1<x<3)=F@3)-F()=(0,225 + 0,45) - (0,025 + 0,15) = 0,5

96.2.1. Integroi  a) f(e2X -eMdx  b) f(Zx + 3)(4x - 5)dx

96.2.2. Laske fo"' 10 5 - 1)* dx

96.2.3. Maarita funktion f(x) = X° +3x + 2 se integraalifunktio, joka leikkaa x-akselin kohdassa x = 2.
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96.2.4. Onko funktio €™ - cos 2x funktion -e™ - (cos 2x + 2sin 2x) integraalifunktio?

96.2.5. Mika on kayran y = x° - x° - 2x ja x-akselin rajoittaman kaksiosaisen alueen pinta-ala?

96.2.6. Mill4 vakion a arvolla fla (3x*-4x-5)dx=3a+6

96.2.7. Kayrany = 3x - X2 ja x-akselin valinen &arellinen alue pydrahtéa x-akselin ympéri. Laske syntyneen
pyodrahdyskappaleen tilavuus.

2 dx

96.2.8. Laske
1 \IX -1

96.2.9. Maarita vakio a siten, etta funktio f(x) = ax’, 1 < x < 3, on eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheys-
funktio. Laske P(x < 2).

96.2.10. Olkoon f(x) = fOZ | t + x| dt. M&arita funktion f(x) lauseke.

1.a) [(e*-e™dx= [(22:€™ + (-1)e”)dx = %e™ + e+ C

b) f(2x + 3)(4x - 5)dx = [(8x* + 2x - 15)dx = §x3 +x2 - 15x + C

420
2. | 04 10(%x - 1) dx = | 04 20-Ya(Yex - 1)* dx = /0 Tax-1)°=4(1)° - 4(-1)° = 8

3.f(x):x2+3x+2;F(x):%x3+gx2+2x+c;F(2):O;%+6+4+C:O;C:-12%
2

3,
F(x) = x +2x + 2X - 123

4. F(x) =e™-cos 2x ; F "(x) = -e” -cos 2x + e”-(-2sin 2x) = ™ (cos 2x + 2sin 2x) = f(x) V: On

5. NK: x(X*-x-2)=0;x=0taix’-x-2=0;x=0,x=2,x=-1 SIJ:

A:+f?_(XS_XZ_ZX)dX_foz(X3_XZ_ZX)dXZ/O%XA'%Xs-X2+/2-%x4+%x3+xz
) . O

=(0) - (4+— 1)+(4+8+4)-——3E

6.fla(3x -4x-5)dx:/1ax -2x*-5x=a’-2a’-5a-(1-2-5)=a’-2a’-5a+6
a’-2a°-5a+6=3a+6;a°-2a°-8a=0;a(@*-2a-8)=0;a=0taia’-2a-8=0;a=4,a=-2

7.LP;3x-x"=0;x(3-x)=0;x=0taix=3

34 1 243 243 81n
V=r f 03(3x—x2)2dx:n f 03(9x2-6x3+x4)dx:n / 3x3-§x4+5x5 (81 - = -0=79
2 dX VA 2 1y ||m 2 _
8. f (x-1)"dx = m—>0f (x-1)"dx = 0/ 2(x - 1)” m_)O/mZ\/x-l—
|
'mo(le T1-2\m-1)=2.1-2.0=2
31 1 26 26 3 17
3 _ 4, _46 .0 _ .. _9 o [€22,4,_fJ2 L 3_O0 L1 _ [
9f ax® dx = /13 ax’ = 9a- z@=3a,3a=l;a=5¢,Px<2)= 26x dx = / 26 26 26 =26

- =-t-x:[2 = (2(t- :2--:--
10.x<-2=t+x<0=[t+x|=-t-x; [2[t+x]dt fo(t x) dt /O Vat? - xt = -2 - 2X

-2<x<0=>t+x<0,kunt<-xjat+x>0,kunt>-x
2 _ X (-t 2 — -X 2_ 2 2 - 2 2 _ 2 2
fO |t+x|dt—fo (-t x)dt+f_x(t+x)dt /O Yot xt+/_xl/zt+xt Yox“ + X“ + 2 + 2X - Yox“ + X

=X +2x+2
X>0=x+t>0=|t+x|=t+Xx; 2|t+x|dt= 2(t+x)dt= 21 + xt =2+ 2x- 0= 2+ 2x
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-2X -2 ,kunx < -2
f(x) = X+ 2x+2,kun-2<x<0
2x+ 2 ,kunx>0

96.3.1. Integroi a) fleS dx b) f X\/;( dx c¢) f (x + \/?( )2 dx

96.3.2. Maarita funktio, jonka integraalifunktion lauseke on (5x + 4x%)°.

96.3.3. Maarita funktion f(x) = cos 2x se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (n/4,5) kautta.

96.3.4. Laske fl 6 x/3 + X2 dx

96.3.5. Laske kayrien y = X - 2 jay = 6 - x* viliin jaavan alueen pinta-ala.
2 2
96.3.6. Maarita sellainen reaaliluku a, etta f atl ox” g + fla+1 (3-eX)dx=2

96.3.7. Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy, kun kayran y = \/x -2, koordinaattiakselien ja suorany
= 2 rajoittama alue pyoréahtaa y-akselin ympari.

96.3.8. Maarita vakiot a ja b siten, ettd F(x) = f(;( (at + b) dt tayttdd ehdot F(1) =0 ja F(2) =

96.3.9. Laske kayrany = \/x - 3 sekéd suorien x +y =2, y=0jay = 2 valiin jadvan alueen pinta-ala.

96.3.10. Maarita sellainen vakio a, etta funktio f(x) = ax?, kun -2 < x < 2 on eraan jatkuvan satunnaismuuttu-
jan tiheysfunktio. Laske P(x < 1)

1. a)fle dx = GOX +C= x6+C b)fX\/;(dX:fXS/ZdX:%X5/2+C:%X2\/;(+C

c) f(x+\/;<)2dx:f(x2+2x3’2+x) dx:%x3+%x2\/;<+%x2+c

2. F() = (5x +4x%)° ;  f(x) = F'(X) = 3(5x + 4x°)(5 + 8X)

3. f(x) = cos 2x ; F(x) =%sin 2x + C
F(n/4) =5;%sinY%r+C=5;%:1+C=5;C=4% ; F(X) =%sin 2x + 4%

2 1
4, fl\lg x\[3 + X2 dx:1/zf1\/6 2x(3 + x%)1? dle/zll\l6 33 +X2)3/2=/1\/6 338+ X3 +x
1 8 1
-3 9\/5 § #4=9-3=63

y=x"-2
y=6-x>"
A=f_2 [(6-x)-(x2-2)]dx=f_%(S-ZxZ)dx=/28x = —(16-—) (16+—)-32-3—32-21§

5.LP{ X2-2=6-%x2:2x*=8:x°=4:x =+ 2 SIJAINTI:

2 2
6. fa+1ex dx+ [ 2 3-e¥)dx= a+1(ex +3-ex)dx=f1a+13dx=/1a+13x=3a+3-3=3a.

2
3a—2,a—3

7.y=\x-21 )%y =x-2:x=y"+2;
V:nfoz(y2+2)2dy:nf02(y4+4y2+4)dy:rc/2%yS éy+4y n(—2+2 8)_376“
0

PO =0 atb=0l (2 oy,

- (x = (x 2 = 2 R
s.F(x)_fO (at+b)dt—f0 Yeat® + bt = Ysax® + bx - 0 {F(Z):l 2a+2b=1|1 27

9.y=2JAy=4x-3;2=1x-3;4=x-3;x=7.KUVIO:
A=7-2-1/z-2-2-f37\/x-3dx=14-2-/7§(x-3)3’2=12-(%-8-0)=6§
3

10. f(x) = ax’ on jva ja posit. kun a > 0, jolloin f on tiheysfkt, jos P(-2 <x <2)=1




Pitka matematiikka.

Kurssi 8.

Integraalilaskenta.

27

N
’ 3

fzax dx=1; /2a3

16a

1; ?—1 a—16 P(x<1)=

13,
5 16"

s 1,8 _9
/ 16X 16 716~ 16

96.4.1. Esita millaisia laskuja olet oppinut talla kurssilla kertomalla a) laskun aihe b) siihen liittyva tehtava ja
¢) suorittamalla ko. tehtava. (Taulukkokirjan kaavojen esittelysta ei saa pisteita eikd saman integraalin esitte-

lystéd monta kertaa saa lisépisteitd)

Maaritelmia, ominaisuuksia

Pinta-ala porrassummista

Potenssi ulkofunktiona

Madaratyn integraalin maaritelma

Juuri ulkofunktiona

Tyhja integroimisvali

Nimittdjé sisafunktiona

Integroimisvalin jakaminen osiin

Siséafkt. eksp tai trig.fkt:ssa

Integroimisrajojen vaihto

Osittaisintegroiminen

Kertymafunktio

Murtofunktion integroiminen

Kertyméfunktion derivaatta

Osamurtohajoitelman tekeminen

Integraalifunktion méaaritelma

Maaratty integraali

Funktion parillisuuden tutkiminen

Integraalifunktio

Maaratyn integraalin laskeminen

Onko funktio toisen integraalifunktio

Yhtalé6 maaratysta integraalista

Pal.maar.fkt:n madraty integraali

Funktio, jonka integraalifunktio tunn.

Aloja ja tilavuuksia

Kaikki integraalifunktiot

Ala: kdyra x-akselin ylapuolella

Integraalifunktio ehdosta F(a) = b

Ala: kéyré x-akselin alapuolella

Ehtona kulkee pisteen (a,b) kautta

Ala: kayraa x-aks. mol. puolilla

Ehtona sivuaa suoraa

Ala: kaksi reunakayraa

Ehtona aariarvo annettu

Ala: integrointi y-akselia pitkin

Paloittain méadritellyn funktion int.

Integroimissaantoja

Ala: silmukka

Potenssin integraalifunktio

Tilavuus: pyor. x-aks. ympari

Tilavuus: pyor. y-aks. ympaéri

1/x:n integroiminen

Tilavuus: kpl:lla yla- ja alapinta

Polynomin integroiminen

Tilavuus: py6r. muun aks. ympari

Integroiminen suorittamalla sievennys

Tilavuus: tunn. poikkileikkausala

Eksponenttifunktio

Parillisen funktion maér. int. symm.

Trigonometriset funktiot

Maar. integr. pinta-alan avulla

96.5.1. Muodosta funktion f integraalifunktio F(x), kun f(x) = e

+
96.5.2. Maarita a) | e\/1+e*dx b) rs 2 dx

96.5.3. Onko funktio F funktion f integraalifunktio, kun F(x) = (X - DInxjaf(xX) =Inx +1 - X

96.5.4. Laske a) [ 2 (< + x + 1) dx b)f

X

/2 COS X
sin® x

*jaF(0)=3

96.5.5. Milla vakion a arvoilla f8(3x2 +4x-5)dx =a’- 2?

96.5.6. Maarita | % |4x - 2| dx.

-1

96.5.7. Laske kayrien xy =5, x =7, y = 0 ja X = 4 rajoittamana alueen pinta-ala seka tilavuus, kun alue py6-

rahtda x-akselin ympari.

96.5.8. Olkoon F(x) = f>2< (t3 +1 - 2t)dt. Maarita funktion F paikalliset dariarvokohdat.

96.5.9. Laske kayrieny = x*jay = \/?( valiin jaavan suljetun alueen ala.
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96.5.10. Kayra y = f(x), x € [0,1], f(x) > 0, pyorahtaa x-akselin ympari ja muodostaa kappaleen, jonka tilavuus
jokaisella valilla [0,x], 0 < x < 1, on x”. Maarita f(x).

1.fx)=e™;F(x)=2e™+C;F(0)=3;2e"+C=3;21+C=3;C=1;F(x)=2e™+1

2.a)fexxfl+exdx:fex(1+ex)/zdx——(1+e)3’2+C——(1+e)\/1+e +C

+ +
b)ra de:Fxl,dzu'x:f(;)1(73+;%3)dx:f(x2/3+2x'l/3)dx:%X5/3+%-2X2/3+C=%X5/3+3X2/3+C
X

3.F(x) = (x-1L)Inx onf(x) =Inx+1+x " :nintegraalifunktio, jos F "= f.

F’(x):1-Inx+(x—1)-%:lnx+1-%:lnx+1-x'l:f(x)V:on.

4.a)f_21(x2+x+1)dx:/2(%x3+1/2x2+x):(%+2+2)-(-%+1/2-1):71/2
1

b) f 7;’6 2 205 dx = [ ™2 cos x -(sin )° dx = /TE7;/62 a(sin )2 = o[ 1 - ()] = W4[L - 4] = 1%

[a@x®+4x-5)dx=/ax®+2x*-5x=a°+2a°- 5a

5+£25-16 5%3

a®+2a’-5a=a%-2;2a*-5a+2=0:a= 7 == ;a=2tia=%

2 4y - - (% 2 (4 - — | Y% o2 2 0y
e.fo |4x 2|dx—f02(4x+2)dx+f1/2(4x 2)dx—/02 2x2 + 2x +/l/22x 2x
=(Y%+1)-(0)+(8-4)-(%-1)=5

_ 75 . _ 7 _ _en L
7.A—+f de_/ 5nx =5IN7-5In4=5Iny

7 ) 25 25 757:
_nf (< )dx_nf725x dx = Tc/47—25x =n(-7 +7 )=

8. F(X) = fzx (t +1° - 2t) dt ; F on jva, dva, ei reunoja. Aariarvo on derivaatan nollakohdassa.

F'(x)= X2+ X2 - 2x = x(x +x-2)

F'x)=0; x(x +Xx-2)=0;x=0,x=1taix=-2
F’n merklt kuvaajasta

Minimikohdat x = -2 ja x = 1. Maksimikohta x =0

9. LP: {y-\/_ = ()7 x®=x;x(x*-1)=0;x=0, x = 1 Sijainti:

12
A= [T ) dx = O§x3/2- (3 4) o——

10.V = nf(;( [f()]” dt = x* ; derivoidaan yhtalén molemmat puolet; [f(x)]> = 3x* ; [f(X)]* = % X% f(x) = i\E X.

Koskafzo,onf(x):\/%x

96.6.1. Integroi a) f (6x + 7)(8x - 9) dx b) fz (e + ) dx

x+3

96.6.2. Minké funktion integraalifunktio on F(x) = sin 2x + cos 3x ? Mik& saadun funktion integraalifunktioista
on se, jonka kuvaaja kulkee pisteen (Y2r,3) kautta?

96.6.3. Laske kayrany = x> - 4% + 3x ja x-akselin rajoittaman 2-osaisen alueen pinta-ala.
: : 3 . . o
96.6.4. Maarita funktion f(x) = (—X2+Xﬁ3)r se integraalifunktio, joka toteuttaa ehdon F(1) = -2

2x+3,x>21

96.6.5. Olkoon f(x) = {3)(2 +2%, x<1’

Maarita funktion f integraalifunktiot
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96.6.6. Laske kayran y = €”, sille kohtaan x = 1 piirretyn tangentin ja y-akselin valiin jaavan alueen pinta-ala.

96.6.7. Tutki funktion f(x) = x* - eM . sinx parillisuutta. Laske f% f(x) dx.
96.6.8. Suora x +y = 0 on kayran y = F(x) tangentti. Maarita F, kun F'(x) = x°.

96.6.9. Integroi fﬁdx

96.6.10. M&arita o, o e [r,27] siten, etta f - sin x dx = sin 20
2T0

1.a) [ (6x+7)(8x - 9)dx = | (48x” -54x + 56x - 63)dx = [ (48X + 2x - 63)dx = 16x° + X" - 63x + C

b)f_sz,(ex+x13)dxz/_g(ex+|n(X+3)):(e3+ln6)-(e'2+ln1):e3_e-2+|n6

2. F(x) = sin 2x + cos 3x ; f(x) = F "(x) = 2cos 2x - 3sin 3x. Kaikki F(x) = sin 2x + cos 3x + C
F(lln)=3;sint+cos 1%+ C=2;0+0+C=3;C=3. F(x)=sin2x+cos 3x + 3

4+\/16 12 4+2

2
3 1 4
A= fol(x - 4x% + 3x)dx - f3(x - 4x% + 3x)dx = / (4x -§x3+— ) - / x* 33 Exz)

3. LP:xX*-4x*+3x=0; x(x-4x+3) 0;x=0,x*-4x+3=0; ;X =1taix=3SIJ:

=G-3+9-0-18-36+2)-G-5+ 3=

4. F(x):f(—xzix—?’y:dxzf3x(x2+3)'4dx:%f2x(x2+3)'4dx:%(-%)(x2+3)'3+C:-2—(X21+—3)3+CF(l)

1 127 1 127
=2,-36+C=-2,C= '1128":(") 20 +3)7 1128

li X +3x+C,x>1
(2x+3) 5- l_(3x +2X)=f(1);F(X)z{x3+x2+D,x<1

_J2x+3,x>1 li
5.f(x)—{3Xz+2X X<l.fJVA s
I

FIVA. 1(x + X +D)-X 1+(x +3x+C) 1+1+D=1+3+C:D=2+C
F _{ X +3x+Cx>1

x) = XC+x2+2+C,x<1

6.y=€e".Piste (Le);y=€e":kr=y (1) =e TANG:y-e =e(x-1) ;y = ex. SIJ:
=1 e*- =11 - 2= (e - -(1-0)= -
A= f 0 (€* - ex)dx /O (" -vex)=(e-%e)-(1-0)=%e-1

7.f(-a)=(-a)* - e . sin(-a)=a* - e? - (-sina)=-a*- e? - sina=-f(a) = f pariton
ja koska f on pariton f 2 f(x)dx = 0

8.x+y=01y=-xikr=-1;F(x)= X =ky; X =-1; ;x=-1,y=-(1)=1
FX)=Yax*+C;F(-1)=1;%+C=1, C-%,F(X)‘%X +%

9.Valitaanf=xjag=e”;f =1ljag=-e~
f§dx:fxe"‘ dx =x - (-e'x)-fl - (-e™)dx=-xe”-e"+C

10.f17 sinxdxzsinZa;/Oﬂ -COS X =sin 2a. ; -c0S o + €0S Yeamr = sin 2a ; 2sin o - cos o+ cos o =0
27T 1,

cos a (2sina +1)=0; cos a =0 tai sin o = - ; o = 1%r tai o = 77/6 tai o = 117/6 (kaikki taulukostal)

97.1.1. Integroi a) fz 2x’ X dx b) f e dx

97.1.2. Maarita funktion f(x) = 3x* - 2x se integraalifunktio, joka saa arvon 3, kun muuttuja on 2.

97.1.3. Tutki onko f x?e* dx = e*(x* - 2x + 2)
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97.1.4. Laske kayrieny = X2 -4 jay=2x- x? valisen aarellisen alueen ala.

97.1.5. Kéayran y =[x + 4 seké suorien y = 0 ja x = 5 vélinen alue pyérahtaa x-akselin ympéri. Laske muo-
dostuneen kappaleen tilavuus.

s . . 7 X
97.1.6. Laske méaaratyn integraalin dx tarkka arvo.
Yy g fl =+ 1

A%+ X+ 1

2x +3 dx

97.1.7. Integroi
97.1.8. Laske maaratyn integraalin foﬂ X - cos x dx arvo.

97.1.9. Maarita funktion f(x) = - ;12 se integraalifunktio, jonka kuvaaja rajoittaa x-akselin sek& suorien x = 1 ja
X = 2 kanssa alueen, jonka pinta-ala on In 6.

97.1.10. Integraalilaskennan véliarvolause kuuluu: Jos funktio f on vélilla [a,b] jatkuva, niin valilla Ja,b[ on
ainakin yksi sellainen piste xq, etté fab f(x) dx = f(xg)(b - @)

a) Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva valilla [a,b] ja f(x) > 0. Miten integraalilaskennan véliarvolausetta voi-
daan havainnollistaa geometrisesti?

lim
b)Maarlta 52X~ 2f2 t°+1dt

2
1 a)fzudx:f2(2x+3)dx:/12x2+3x:(4+6)-(1+3):6

b) f e¥dx = f 3e¥ dx = e *+C

2.f(x)=3x2-2x,F(x)—x -xX’+C;F()=3:8-4+C=3;C=-1;FX)=x-x"-1

3. f x%e* dx = ex(x2 - 2x + 2) , jos OP:n derivaatta = VP:n integroitava.
D(e (X’ - 2x + 2)) = e*(x® - 2x + 2) + €X(2x - 2) = e*(X* - 2x + 2 + 2x - 2) = ’X°

4. LP:y=x -4JAYy=2X-X X -4=2X-X";2X -2Xx-4=0;Xx"-x-2=0;x=-1,x=2
S1J: alaspéin aukeava paraabeli on ylempana kuin ylospain aukeava paraabeli.

A=f_%[(2x-x2)-(x2-4)]dx=f_:zl(2x-2x2+4)dx=/j(x2-%x3+4x)=(4-1?6+8)-(1+%-4)]=

5.y=+x+4;MJx+4>0;x>-4. Toinen raja x = 5.
2(\/x+4)2dx:nf_i (X + 4) dx:n/51/zx2+4x:n[(121/2+20)-(8-16)]:401/2rc

6.J7\/;2+—dx—1/zf72x(x +1)1/2dx—1/2/72(x +1)* =4/50-4/2=1/25-2-1/2 =52 -1[2 = 42

4X +x+]_ 5
7f 2x + 3 f(ZX-21/2+81/2.1/2.2X+3

Jakamalla jakokulmassa (4x* + x + 1) : (2x + 3) = 2x - 2% ja& 8%

17
) dx =X - 2%ex + In [2x + 3| + C

8. | Tx-cosxdx=fTx- -sinx- [ Tl -sinxdx=/7T(X-sinXx+ cos X
=(n-sinm+cosm)-(0-sin0+cos0) =n-0+(-1)-0-0-1=-2 f

1 . . 1 . : :
9. f(x) = - Z=X 2 F(X)=-(-x 1) +C= X7t C ; Kéayra voi olla x-akselin yla- tai alapuolella

A:iflz(%+C)dx:illzInx+Cx:i(In2+2C-In1-C):i(ln2+C)

IN2+C=In6;C=In6-In2;C=1In3,jolloin 1/x +In 3 > 0 valilla [1,2]
-In2-C=In6;-C=INn6+IN2=In12;C=-1In 12, jolloin 1/x - In 12 < 0 valilla [1,2]
Vastaus: F(x) = 1/x + In 3 tai F(x) = 1/x - In 12.

10. f{f f(x) dx on kayran y = f(x) ja x-akselin vélisen alueen pinta-ala.

f(Xo) - (b - @) on suorakulmion ala, jonka kanta on (b - a) ja korkeus f(x,)
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a) on olemassa ainakin yksi valin ]a,b[ kohta x,, missé funktion arvo kelpaa korkeudeksi niin, etta sen korkui-
sen ja valin levyisen suorakulmion ala on kayrén ja x-aks. valinen ala

lim 1 X _lim _
b)X—)ZX'Z 2 X+1d X—)ZX 2\JX0 +1- (X 2) 2+1—\/§
Kun?2 <x,<xjax—2,ninxq— 2

97.2.1. Integroi a) f X(2x%+ 3x) dx b) f/m cos x dx
97.2.2. Maarité se funktion f(x) = % integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (4,5) kautta.
97.2.3. Tutki, onko fx -sin x dx = sin X - X - COS X.

97.2.4. Laske maaratyn integraalin fz ;z)i—l dx tarkka arvo.

97.2.5. Kayray = x + % pyorahtaa x-akselin ympari . Laske valilla ¥ < x < 2 olevan kappaleen tilavuus.
97.2.6. Laske f% (e>"* - sin e") dx + f% (x - €™ + sin €%) dx tarkka arvo.

97.2.7. Laske integroimalla f03 | 2x - 1| dx.

97.2.8. Suora leikkaa paraabelin y = X2 pisteissa, joiden x-koordinaatit ovat -2 ja 4. Laske suoran ja paraabe-
lin rajoittaman alueen pinta-ala.

97.2.9. Integroi f dx

33X+ 2
X(x + 1)

97.2.10. Funktion f kuvaajan pisteiden miszsé X = aja x = b valissa olevan kaaren pituus saadaan kaavalla
fg \1+ [f’(x)]2 dx. Laske funktion f(x) = Xg - In x kuvaajan kohtien x = 1 ja x = e vélissa olevan kaaren pituus.

1.a) f x(2x2 +3x)dx = f (2x3 + 3x2) dx=1x* +x3+ C

b)fl/‘ﬂfcosxdleg/ﬂc Sin X = sin Yar - sin 0 = ¥\[2 - 0 = ¥\[2

2.f(x)—T: X FX) =2x*+C=2\x+C ;F(4)=5;2\/4+C=5;4+C=5;C=1 F(x)=2/x +1

3. On, jos oikean puolen derivaatta on vasemman puolen integroitava.
D(sinX-x-cosX)=cosx-1-cosx-X-(-sinx)=x-sinx. V:ON

4f7—zx—dx—1/2 17 A= dx = /7106 + 1) = %(n 50 - In 2) = ¥4 2 = 44in 25

=%In5°=%-2.-In5=In5

2 12 2 2 213 1 8 1
5.V= +2Pdx=n[ 202 +2+x?) dx= 2+ 2 - XN =G +4-Y) - (G +1-2)] =73
nfl/z (x+3)"dx nfl/z (x X°) dx n/l/z X +2x-x7) =13 2) - (54 )]

2 (aSINX _ i X 2 _ @asSinx . X - 2 sinx _ o X _ @Sinx . X - 2 -
6.fl (e S|ne)dx+f1 (x-e> " +sine”) dx fl (e sine”+x-e" " +sine’) dx flxdx
/12 vx? =2-%=1%

2x -1, kunx > %

7. |2X'1|:{-2x+1 kun x < %

;f3|2x-1|dx=f1/2(2x+1)dx+f (2x - 1) dx = /5/2(-x2+x)+

/3(x -X) = (Ya+ 1) -(0-0)+(9-3)-(Ya-¥)=6%
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8.A=(-2,4)B=(4,16); kAB:]f_F—_ZA':Z;AB:nyhtéIO:y-4:2(x+2);y:2x+8
Sijainti: Suora on korkeammalla kuin yldspain aukeava paraabeli

64 8
:f_g(2X+8'X2)dXZ/_;(X2+8X'X3/3):(16+32-?)-(4-16+§):36

3x+2_A B A(x+1) Bx  Ax+A+Bx
X(x+1) " x Tx+1T X(x + 1) x(x+1)_ X(x + 1)

9. s A+B=3JAA=2=B=1

33X+ 2 2 1
fx(x+1)dx‘fXdX+fx+1dX—2In|x|+|n|x+1|+c

2

10.f(x) =7 - In x ; f'(x) = ¥ax - 1/x

pltuus—f \/1+(Z ;) dx = f \/(1+ 1/2+—z)dx f '\/ +1/z+—z)dx_
f \[(3+ —) dx = f (F+% Tydx= / (8+In|x|)—(§+1) (8+0)_

98.1.1. Onko funktio F(x) = 6x> + 4x + 2 funktion f(x) = 2x° + 2x* + 2x + 2 integraalifunktio?
98.1.2. Maarita funktion f(x) = 6X° + 6X se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (-2,3) kautta.

98.1.3. Laske kayrieny =2 - X2 jay = x rajoittaman alueen ala.

X
98.1.4. 7 O

98.1.5. Kayray = /3x - X2 pyorahtaa x-akselin ympari. Laske nain syntyneen pytrahdyskappaleen tilavuus.

98.1.6. Laske f 2sin TC3_X dx
1

98.1.7. Integroi fxz - In x dx

2 5dx
98.1.8. Laske f—l x+2)(X-3)

98.1.9. Kayray = 3x - x%, x-akseli seka suorat x = tjax=t+ 1, missa 0 <t < 2, rajoittavat alueen. Milla t:n
arvolla tAméan alueen pinta-ala on mahdollisimman suuri?

98.1.10. Laske F(2), kun funktion f(x) = 12x|x - 1| integraalifunktio F toteuttaa ehdon F(0) = 1

1.FX) = 6X° +4X + 2 ; F(x) 12x+4¢f(x)—2x +2x° +2x+2 V:EIOLE.

2.100 =6x" + 6x; F() =2’ + 3’ + C F(-2) =3, 2(-8) + 34 +C=3;-16 +12+C=3 C=7

V:F(x) = 23 +3x°+7
-1+\/1+ -1+ :
3. Rajat: LPity=x=2- XXX +x-2=0; 8 23;x:1ta|x:-2

Sijainti: Alaspain aukeavan paraabelin yldosa on suoran ylapuolella
A:f_%(2-xz-x)dx:/;ZX-x3/3-1/zx2:(2-1/3-1/2)-(-4+8/3-2):41/z

4.a)fx

X Xx+1-1 1
b)fx_l_ldX:fﬁdx=f(l-m)dx=x-ln|X+1|+C

1 1
dx=f1+;dx=x+|n|x|+c

5. Rajat: juurrettava >0 ;3x-x° >0 :NKx(3-X)=0;x=0taix=3;AAP;0<x<3
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V= nf03 (\3x-x?) 2dx = nf03 (3x - %) dx = n/03 1%6x% - X*13 = [(13% - 9) - (0 - 0)] = 4%n

alw

2_ m 3 (2x_ m 32 _ mx_3 2n  m _3 _
6.f1 sm3dx—7E 135|n3dx—n/1-cos:,’—n(-cos3+cosg)—n(1/z+1/z)—

7.f=Inx&g'=x", jolloin f=1/x &g = x/3
fxz-lnxdx:x3/3-Inx-fx3/3-l/xdx:x3/3-Inx-fx2/3dxzx3/3-Inx-x3/9+C

8 5 __A N B AX-3)+Bx+2) .{A+B:0 _{A:-l
"X+2)(x-3) x+2 x-37  (x+2)(x-3) "|I-8BA+2B=5’B=1

2 5 (2 1 1 o
f-l(x+2)(x-3)dx‘f_1('x+z+_x-3>dX-/_1-'“|X+2|+'nlx-3l
=(n1-In4)-(n4-IN1)=-21n4=-In4°=-1In16

9.0<t<2=1<t+1<3=tjat+ 1onvalilla]o,3], jolla paraabeli on x-akselin ylap.
A® = [ tt+1 (3x - x) dx = [ Bl 115x® - 513 = 13(t + 1)° - (£ + 1)73 - 1%t° + 73
t

AM)=3t+1)-(t+1)°-3t+t?=3t+3-t°-2t-1-3t+t°=2-2t
A(t)=0,;2-2t=0;t=1. A:n kuvaaja on laskeva suora, joten merkit muuttuvat + - - ja néin ollen A saa
suurimman arvonsa, kunt=1.

2
10. £(x) = 12x]x - 1] = {12x(x -1),kunx =1 12x° - 12x, kunx > 1 on jatkuva

12x(-x + 1), kunx<1:{-12x2+12x, kunx <1
_ 4 - 6x° + C, kun x > 1 . lim _ lim _

F(X)_{-4x3+6x2+D,kunx<1'Fonjatkuva’x—>1+_x—>1-'4'6+C_'4+6+D

C=4+D;F0)=1;0+0+D=1;D=1;C=4+1=5;F2)=48-64+5=13

98.2.1. Laske f?i (2x% - 4x + 5) dx
98.2.2. Maarita vakiot a ja b siten, etté f (ax + 3) dx = ¥ax° + bx.

98.2.3. Milla a:n arvoilla on voimassa yhtalo fao (2t-1)dt=-2

98.2.4. Maarita a) [ (3x- 1)’ dx b) S (x+ 2n/x dx

98.2.5.Onkof3—1xdlen§/§+C,x>0

98.2.6. Maarita se funktion f(x) = x integraalifunktio, jonka kuvaava sivuaa itse funktion f kuvaajaa.
98.2.7. Laske kayran x = y2 jasuorany = x - 2 rajoittaman alueen ala.

98.2.8. Kun kayra y = cos 2x pydréhtaa x-akselin ympéari muodostuu helminauhan nékoinen kappale. Laske
yhden helmen tilavuus.

98.2.9. Laske f% [x-t]dt, kun0<x<1

C(3x-1
98.2.10. Integroi fx(x 1) dx

1.f_?i(2x3-4x+5)dx=/i(1/zx4-2x2+5x)=(401/z-18+15)-(1/z-2-5)=44

2. f (ax + 3)dx = ¥2x° + bx ; integroitava = OP:n derivaatta;ax +3=x+b;a=1jab=3

3. fO0(t-1ydt=-2;[0("-1)=-2;0-(a’-a)=-2,a°-a-2=0;a=-1taia=2
a a

4.a) [ (3x-1)°dx=1/3 [ 3(3x-1)%dx=1/3 - %(3x - 1)* +C=1/12 - (3x - 1) + C
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b) [ (x+2)\xdx= [ (x+2x"dx = [ (x**+2xH)dx=2/5  x*+2- 213 x*+C
:2/5-x2\/§<+4/3-X\/§<+C:\/?<(2/5-x2+4/3-x)+c

3 . . . .
5. f —dx In \/?( + C, x>0, jos OP:n derivaatta = integroitava

D(In 3Xx)=D(INx1/3)=D(1/3Inx)=%-===2=  V:ON

6. f(x) = x on my6s tangentti ; F(x) = ¥%x° + C ; F'(x) =k ; x = 1, jolloin y = f(1) = 1 eli sivuamispiste on (1,1)
F(1)=1;%+C=1;C=% V: F(x) = ¥%x° +1/z

7. Kayrien2x =y’ jay=x - 2 valinen ala on sama kuin kayrien y = x° ja x = y - 2 vélinen ala

Y =X 2 _ 2 -0y = Py —
LP'{y:x+2'X =X+2;X-x-2=0;x=-1taix=2
Sijainti: Suora on korkeammalla kuin yldspéain aukeava paraabeli leikkauspisteiden valissa

:f_2 (x+2—x2)dx:/2(1/zx2+2x-1/3-x3):(2+4-8/3)-(1/z-2+1/3):41/z

8.LP:y=0;cos2x=0; 2x =%n + N2, x—1/4n+nn Rajat: x = Yan , X = ¥unt

V=n f Yam (cos 2x)%dx = f Yam 5(cos? 2x + sin® 2x)dx = 1 f Tt ol = 1 [YAT Yox = Yom(Sam - Yam) = Yar?
Yam Yar

9.f_%|x-t|dt:f_’i(x-t)dt+fxz(t-x)dt:/é(xt-l/zt)+/X2(1/zt - xt) =

(- Yax) - (X - %) + (2-2X) - (Vox* - XD) = X° - X + 2¥s

10 3x _A, B _Ax-A+Bx_{A+B:3 {A 1
X(x-1) " x x-17 x(x-1) '[-A=-1 f
=In|x|+2inx-1]|+C=Inx(x-1)*|+C

x(x l)dx f (x+x l)dx

99.1.1. Maarita [ x(2x” - 1)° dx
99.1.2. Milla x:n arvoilla on voimassa yhtald fa( (2t-1)dt =67
99.1.3. Maarita funktio f(x) siten, etta [ f(x) dx =sin’x +C

99.1.4. Laske fé” 2 (e®-e™ dx

99.1.5. Paraabelin y = 3x - X2 ja x-akselin rajoittama alue pyorahtéa x-akselin ympari. Laske syntyvan pyorah-
dyskappaleen tilavuus.

99.1.6. Maarita se funktion f(x) = 2x - 3x° integraalifunktio, jonka paikallinen maksimiarvo on 1.
99.1.7. Laske paraabelieny = X2 - 2x jay=4- X rajoittaman aarellisen alueen pinta-ala.

99.1.8. Maarita funktion f(x) = 2x - |2x - 4| se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee origon kautta.

99.1.9. Laske f xe™ dx

99.1.10. MaantafSin - cos x 9% kun 0 <x <%

1 [x@¢-1)°dx =% [4x@2xX-1)°dx =% % (23 -1)*+C=1/16- (2x*-1)*+C

l+\/1+24 l+5

2f6((2t 1)dt =6 ; /X(t-t)—6 X*-X-0=6;%x-x-6=0; >

Xx=3taix=-2

3.f(x) = D(sin° x + C) = D[ (sin x)* + C] = 2 - sin X - cos X = sin 2x
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] n2 1 1 - 1
4. f(|)n2(e3x_ex)dx :/0 (383X+e) =(§ e3ln2+eln2)_(§ eo+eo)
1 n nYz: 1 1 1 11
=G eT+e™-(3+1)=5-8+%-3-1=F

5. Rajat:y=0;3x-xX"=0;x(3-x)=0;x=0taix=3
V:nf03 (3x - X% dx :nf03 (9% - 6x° + x*) dx :n/03 (3% - 1%x* + 1/5 X% ) dx

—Tc(81-243 243 O)_81]bn

6. f(x) = 2x - 3x F(x) x° - x> + C. F on JVA, DVA, ei reunoja. Maksimi F":n NK:ssa
F'=0;2x-3% —O X(2-3x)=0;x=0taix=2/3
F":n kuvaaja yléspéain aukeava paraabeli; Merkit: --- 0 +++ 2/3 ---,
Kulku: véhenee 0 kasvaa 2/3 vdahenee = Maksimi saadaan siis kohdassa x = 2/3.
4 8 23

23
F2/3)=1;5 -57 +C=1;C=57 ;F=x" - X’ +57

7.Rajat;y=x"-2x=4-X";2X°-2x-4=0;X -x-2=0;x=2taix =-1

Sijainti: Alaspéin aukeavan paraabelin ylaosa on ylempana kuin yléspéin aukeavan paraabelin alaosa.
_ 2 2y L 2 _ 2 _ 2 _ 2 2 . 3

A_f_l[(4 x2) - (X% - 2x)] dx _f_1(4+2x 2x?) dx dx _/_l(4x+x 2/3 - X% dx

=(8+4-16/3)- (4+1+2/3)=

8. f on JVA, koska polynomi- ja itseisarvofunktiot JVIA seka JVien fkt:iden erotus JVA

_ _2x+2x-4,x<2 _J4x-4,x<L2 _ 22 - 4x +C, x <2
f(X)‘ZX"ZX"”‘{zx 2X+4, x> 2 ‘{ 4,x>2 +F )‘{ AX+D, x> 2
F0)=0;C=0;F JVA kunx =2, jos

I|m

2
- <
L (- ax) = Him L, (4x+D);8-8=8+D;D=-8.F(x = {ZX ax, x <2

4x-8,x>2

9. f xe™ dx lasketaan osittaisintegroinnilla. Valitaan f=x jag'=e™;f=1jag=-e*

f xe™ dx = x-(-e™) - f 1-(-e™)dx = - xe™ - f -1.e¥dx =-xe*-e*+C

10 1 dx = sin2x+coszxd _ sin” x d + cos’ x q
) sinx-cosx ¥ = sinx-cosx % = ) sinx-cosx ™ sin x - cos x 9%

-sin X COS X .
f COSXdx +fsinxdx =-Injcos x| +In|sinx|+ C=In|tan x|+ C=Intanx + C

00.1.1. Laske integraalita) | (sinx +€") dx b) [ 6x(5x +4) dx c) [2x(x* + 3)" dx

00.1.2. Maarita funktion f(x) = 6x°-X-3 se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (-1, 0) kautta.

00.1.3. Onko funktio xe® funktion e® (2x + 1) integraalifunktio ?

00.1.4. Laske js# dx
0 3x+1

00.1.5. Laske kéayran y = x> - 25x ja x-akselin rajoittaman 2-osaisen alueen ala.

00.1.6. Kéyrany =2 - \/?( ja koordinaattiakselien rajoittama alue pyoréhtdd x-akselin ympéri.
Laske syntyneen pyérahdyskappaleen tilavuus.

00.1.7. Milla vakion t arvoilla fzt (3x - 6) dx > flt (2x - 3) dx ?

00.1.8. Kéyran xzyz =4 sekdsuorien x=1 ja x =M, M > 1, rajoittama alue pyorahtdd x-akselin ympari.
Maarita syntyneen pyorahdyskappaleen tilavuuden raja-arvo, kun M — oo .

00.1.9. Kayrat y=cosx ja y= \/_3 - cos X rajoittavat kaksi erikokoista silmukanmuotoista aluetta. Laske
silmukoiden alojen summa.
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00.1.10. Funktion f(x) = | ¥2x + 1 | integraalifunktio F toteuttaa ehdon F(0) = 2. Piirrd funktion F kuvaaja.

1.a) [(sinx+e") dx=-cosx+e*+C b) [ 6x(5x+4)dx= [ (30x" +24x) dx = 10x° + 12x° + C

c) f2x(x* + 3)* dx = % 0C+3)°+C

2. f(x) = 6x" - x - 3. F(x) = 2x-1/zx-3x+CF(1) 0;-2-%+3+C=0;C=-%V: F(x) =2x" - %" - 3x -

3. Funktio F(x) = xe™ funktion f(x) = e™ (2x + 1) integraalifunktio, jos F ' (x) = f(x)
F'(x)=1-e™+xe”2=e®1+2x)=f(x).V: ON

5 _ (51 1 _ 2 w _ 52 _2 -
4.fo—3x+1dx—f033(3x+1) dx_/0 33X+ 1) _/03 3x+1=3-4-3:1=2

5. RAJAT:y=0:%x"-25x=0;x(X°-25)=0;x=0taixX°-25=0;X" =25;x=+5
SIJAINTI: Valilla [-5,0] kuvaaja on x-akselin ylapuolella ja valilla [0,5] alapuolella, koska kuvaaja on alhaalta
vasemmalta yl6s oikealle meneva Il asteen kayra

A= (03 - (53 = [0 (vix® - 255552 dx - [ 5 (Vax* - 25-15x%) dx =
ALA:A= 2 (- 25%) dx s & - 25%) dx = /_5 (ax* - 25-%x°%) dx /O (ax* - 25-%x%) dx =
[(0 - 0) - (V4625 - 25-%5-25)] - [(%2-625 - 25-%-25) - (0 - 0)] = 312%

6. Rajat: MJ: x> 0;y=0;2-4x =0;x =2;x=4
; 4, 8
v:nfo“(z-\/?()zdx:nfg‘(4-4\/§<+x)dx:nf04(4-4xV+x)dx:n/0 (4x - 52 + ox?)

:n[(16-64/3+8)-(o-o+0):%

t(3x - t (ox - T 2 t (-
7. f 1 (3x-6) dx > f fex-3 dx,/2 (1% - 6x) > /1 O - 3x)
(1%t° - 6t) - (6-12) > (P - 3t) - (1-3) ; 1%t° -6t + 6> 2 -3t +2 ; Yet? -3t +4>0||- 2 ;*-6t+8>0

6+36-32 6+2
> =

2 ;t=4tait=2 KUV: YAP +++2 -4 +++ Vit<2tait>4

NK: t=

22 a2 a2 a2 g M 2 4 _ Mav2 dve AM Ayl M 4_ 4
8. x3? = 4 y? = 4Ix% = 4x .v_nfl (y(x)) dx-rrfl 4x dx-n/l 4x _n/1 ~=n(y - (4) > 4n

9. LP: cosxz\/§ —cosx;2cosx=\/§ ;cosx=1/z\/:_3 ;COSX=CcOoST/6:X=%7/6+n-2n
Sijainti: Valilla [-n/6,7/6] cos x > \/:_3 - cos x ja valilla [n/6,117/6] on cos x < \/:_3 - COS X

A, = f“/6 (cos X - (\f3 - cos x)) dx = f“/G (2cos x -[3) dx = /7‘/6 (2sin X - x\[3)

= (2sin /6 - n/6-[3 ) - (-2sin 1/6 + n/6-\[3 ) = 2 - n/3[3
A, f 117/6 (\[3 - cos x - cos x) dx = f 117/6 (\[3 - 2cos x ) dx = / 1/%“/6 (x\f3 - 2sin x)
TU

= (11n/6-\[3 - 2sin 11n/6) - (n/6-\[3 - 2sin 7/6) = 2 + 51/3[3
A=A +A,=2-1/3+/3 +2+51/3+/3 =4 +471/3+/3

YxP-X+C,Xx<-2

X -1, X< -2
10.f(x):|1/zx+l|:{ Y2+ x+D, x> -2

Yox+1,x2-2
[im
X —5 -4 (1/4x +Xx+D)=F(-2);-1+2+C=1-2+D;C=D-2
LaX" - X, X < -2
FO)=2;D=2;C=0V: F(X)_{l/4x2+x+2,x2-2
Kuvaaja on rajan x = -2 vasemmalla puolella alaspain aukeava paraabeli ja oikealla puolella yldspain aukea-
va paraabeli. Kuvaaja leikkaa y-akselin korkeudella 2.

on jatkuva = F on olemassa. F(x) = {

. [im 5
Fiva., | 5 (-¥ax"-x+C) =

00.2.1.Laske integraalifunktiot a) f(cos X+ 557 x X) dx b) j‘x toxt 3 X C) fx(x + 1) dx

00.2.2.0lkoon f’(x) = 3% +4x -5 ja f(1) = 2. Mé&arita f(x) ja f(2).
00.2.3.Minka funktion integraalifunktio on g(x) = cos 2x + e¥ + 47

00.2.4.Laske paraabelin x = y2 — 4y — 5 ja y-akselin valisen alueen pinta-ala.

00.2.5.Laske f% (x| + 1) dx
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00.2.6.Kayrat y = 2x° — x° ja y = 2x — x° rajoittavat ensimmaisessa neljanneksessa kaksi silmukkaa. Laske
silmukoiden alat.

00.2.7.Kayrany =2 - \/?( ja koordinaattiakselien vélinen alue pydrahtéé y-akselin ympari. Laske syntyneen
pyorahdyskappaleen tilavuus.

00.2.8.Integroi a) fsinS X - cos x dx b) fxxlx +1dx

_ i (K_dx 1
00.2.9.Ratkaise yhtalo o2 X(In X)? "6

00.2.10.0soita, etta kayrany = ¥2(1 — ezx) mielivaltaiseen pisteeseen P(Xq,Yo) koordinaateilla on sellainen
ominaisuus, etta yhtalé %(xq + Yo) = f&‘o y dx on identtisesti tosi.

1 .
1-a)f(COSX+m)dX =sinx+tanx+C

24 ox +
b)f%dx :f(x+2+§)dX:]/2X2+2X+3ln|X|+C

o) [x(+ 1) dx =% 2x( + 1) dx =% e (C+ 1)+ C =18 (X +1)'+C

2.f(x)=3x°+4x-5;f(x) =x° + 2x°-5x + C
f(1)=2;1+2-5+C=2;C=4;fx)=x+2x*-5x+4; f(2)=8+8-10+4=10

3. integraalifunktio on g(x) = cos 2x + e + 4 integroitava funktio on g ’(x) = - 2sin 2x + 3e™

4i\/16+20dx_4i6
5 -

4. y-akselinlpit:x=0;y*-4y-5=0;y= 5 ;y=5taiy=-1

Sijainti: kuvaaja on y-akselin vasemmalla puolella elix < 0
Az-f_i (y° - 4y - 5) dy=/i(-1/3-y3+2y2+5y) = (-125/3 + 50 + 25) - (1/3 + 2 - 5) = 36

5.|x]|=x,kunx>0ja|x]|=-x,kunx<0

1 - (0. 1 = [0 (i 1 (152
f_1(|x|+1)o|x_f_1(x+1)o|x+f0 (x+1)dx-/_l(1/zx +x)+/0 (X2 + X)
=(0+0)-(%-1)+(%+1)-(0+0)=3

Z —ovZ o3
6. Rajat; {3)//;‘38)-:2;)(_:2 2= 2 X3 X3 - 3 +2x=0: x(x2-3x+2) =0

3+4/9-8 3%1
=

> x=2taix=1

x=0taix=
Sijainti: f(¥2) = 3/8 < g(¥2) = % ; f(1%) = 9/8 > g(1%) = %
Al:fol [(2x - X2) - (23 - X)) dx:fol[x3-3x2+2x]dx:/01[1/4x4-x3+x2] =(%-1+1)-(0-0+0)=Y

Ao= [212¢ ) - @ dx= [2 00+ 320 = [ 2 [ 407 K] = (4+8-4)- (Ve 1-1) =%

7.y=2—\/;< <:>\/;< =2-y<:>x=(2-y)2

Rajat: y=0jakunx=0ony=2

Ver[2@Pdy=n[2@-y)' =£[2@-y° =-E(©0-32) =2
0 0 5 0 5 5

. 1 .
8.a)fsm5x-cosxdx:g sin® x + C

b)fx x+1 dx Olkoonf=x jag’=+/x+1 =(x+1)” onIoinf'=1jag=%(x+1)3’2

4x + Inx +1

2 2 2x 2 2
=x-§(x+1)3/2—f1-§(x+1)3/2dx=?(x+1)3/2-§-§(x+1)5’2+C: 1

[2%x - (x+1)]+C=

Ax + DA% x - Inx + 1 (x + 1)(6x - An/x + 1
15 *C= 15 tC
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k_dx 1 k1l 21 a_1 1 a1_1 1 1 1
9. ez—zx(lnx) =5 @fezx-(lnx) dx =75 <:>/ek2-(lnx) =6 @ -(nk)"+(ne) =5 5 -5 =ink
1_1 _ _ .3
©3‘Ink Nnk=3&®k=e

10.y = (1 - %) ; yo = (1 - )
f Jova(l - e”) dx = v/ 8(0 (X - 26™) = L[(Xo - ¥267°) - (0 - ¥2)] = Y2[xo + Y2 - Y267

= YalXo + Ya(1 - €7°)] = Yalxo + Yo

01.1.1. Osoita, etta funktio F(x) = (x2 —2x+2)-¢e* on funktion f(x) = X - e integraalifunktio.
01.1.2. Integroi @) J(x+1\xdx , b) fcos (3x-5)dx.

01.1.3. M&arité funktion f(x) = 3% — 4x se integraalifunktio, jonka nollakohta on 3.

01.1.4. Laske suoran y = x paraabelista y = x> —4x erottaman segmentin ala.
01.1.5. Milla vakion a arvolla f ae*dx=27
. . . 0 - 3 .
01.1.6. Maarita funktion f(x) =| 3 — x| se integraalifunktio F(x) , joka toteuttaa ehdon F(0) = 1. Laske F(5) .

1 nx(1 - x%)" dx.

im
01.1.7. Laske n_mfo

01.1.8. Milla muuttujan arvoilla funktio f(x) =+/ 8 - sin x - cos x on madritelty ? Laske sen
kappaleen tilavuus, joka syntyy, kun kayrd y =f(x), 0<x <%mn, pyorahtaa x-akselin ympari.

01.1.9.Kayra y=(2+x)(x — 2a), a>0, leikkaa positiivisen x-akselin pisteessd P; ja negatiivisen y-

akselin pisteessa P, . Kayra rajoittaa positiivisen x-akselin ja negatiivisen y-akselin kanssa alueen. Milla
vakion a arvolla suora P;P, jakaa em. alueen kahteen yhtd suureen osaan ?

01.1.10. Laske f_% | x| (3% - 2) dx.

1. F(x) = (x° -2x+2)e Fonfnmtegraallfunktlo josF’=f
F'(x)=(2x-2) e +(x —2x+2)e =(2x - 2+ %2 -2x+2) e* =x° e* =f(x)

2.8) f(x+ 1\ dx = S+ )x*dx = (X2 +x%) dx = % x5’2+— 4C= ix X i

b) fcos(3x-5)dx=%f3cos(3x-5)dx=%sin(3x-5)+C

3.f(x)=3x2-4X'F(x)=x3-2x2+C'F(3)=0'33-2-32+C=0'27-18+C=0;C=-9; FX)=x>-2x°-9

X
4.LP: {y g X ax=x;x*-B5x=0x(x-5)=0;x=0taix=5

Sijainti: Paraabeli aukeaa yléspéin, joten sen alaosa on suoran alapuolella
= (51x-(x%- = (51x-x? = [(515x-xdx = [ 5 [216x° - 1/3- X°
A= [ 5 1x- (< - 4%)] dx fo [x - X% + 4x] dx fo [5x - x?] dx /O [2%4%° - 1/3- X7]

= [62Y - 41 2/3] - [0 - 0] = 20 5/6

Sfae3xdx—2— .1 Oa3e3de—— /ae3"dx—7e -e’=7:(%)°=8;€e*=2;a=In2

- <
6. f(x):|3-x|:{§_)3(:t32§;§ on jatkuva, koska itseisarvofunktio on jva
_ 3x-¥x’+C,kunx<3 . A~
F(X)_{%X2—3X+D,kunx>3’F(O)_1’0+0+C_1'C_1
[im

. [im
F on oltava jva, joten X > 3- F(x) = X > 3+

F(x);9-4%+1=4%-9+D;D=10

3x-1/zx2+1,kunx§3

F(X)={1/2Xz_3x+10,kunx>3 ; F(5)=%:25-3.5+10 = 7%
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lim lim lim -njy1 1
1 _ 2\n _ _ 1 _ _ 2\n _ _ 2\n+1
e J g XY A= 1/znf0 2x(L-x)dx= S . (L - x)™ dx
lim -n lim n lim 1 1 1

"nowan+) O U 0 5 0om+l) Tnow2@+1n) ~20+0) -2

8.f(x) =+/8-sinx-cosx =+ 4-2-sinx-cosx = 4 -sin 2x on maaritelty,
kunsin2x>0& 0+n2r<2x<n+n2n @ nn<x<¥%r+nmn

V=n f 01/2“( V4 sin2x)?dx=n f 01/2n4sin 2x dx = 21 f 01/27525in 2x dx = 2nf ¥em-cos 2x
0

=-2n(cos t-cos0)=-2r(-1-1) =4rn

9. x-akselin leikkauspisteet: y=0; (2 +x)(x-2a)=0; x=-2,x=2a;P; = §2a,0)
y-akselin leikkauspiste : x =0 ; y = -4a ; P, = (0,-4a) AxoLmio = ¥2-4a-2a = 4a

=_[ 2a ; =_[ 2a(yx? - - =-[2a X3+ X2 - ax? -
A= fO (2 +x)(x-2a) dx = fo (X" + 2x - 2ax - 4a) dx = /O 1/3 -x° + x° - ax” - 4ax

=-(8/3-a°+4a’-4a°- 8a22) -0=4/3-a%+4a°
A=2-Axoimo; 4/3-a° +4a° = 2.4a° ; 4/3-a>=4a° || : 4a°;1/3-a=1; a=3

10. [ % I (3x - 2)dx = [ _g X(3x - 2)dx + [ 02 X(3x - 2)dx =
fg (2x - 3x9)dx + f 02 (3%% - 2x)dx = /g (*-x% + /02 C - x%)
=(0-0)-(4+8)+(8-4)-(0-0)=-12+4=-8

01.2.1. Laske [ % [X(3 - 4) + 5] dx

01.2.2. Minké funktion integraalifunktio on 3x% + 8x + 10?

2 X+ x-1
01.2.3. Integroi a) f ‘e’ +1)° dx b) f—xz— dx.

01.2.4. Kayran pisteeseen (x,y) piirretyn tangentin kulmakerroin on 3x° + % 1a kayra kulkee pisteen (1, 2)

kautta. Maarita kayran yhtalo .

01.2.5. Laske kayrieny =+4/4x + 1 ja 2y =3x sekad y-akselin rajoittaman alueen pinta-ala.

01.2.6. Kayray = 2x + 1, x-akseli ja y-akseli rajoittavat alueen, joka pyorahtéaa x-akselin ympari. Mik& on syn-
tyneen kappaleen tilavuus?

2x+ 3, kunx<1

01.2.7. Laske [ % f(x) dx, kun f(x) = {SXZ + 2% kunx > 1

01.2.8. Maarita se funktion e '?*!  integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (1, e ) kautta.

sst s : . (x( L _1 _
01.2.9. Maarita x, (-2 < x< =1), siten, etta f-z(t 1+ 1) dt=1In3.

01.2.10. Integroi a) fcos3 xsin x dx b) f X\2X + 1 dx

1.f_%[x(3x—4)+5]dx=f_g(3x2-4x+5)dx=/;(x3-2x2+5x) = (27-18 + 15) - (-8 - 8 - 10) = 50

2.F(x)=3x"+8x+ 10, f(x)=F’(x) =6x + 8

3.a) [ e€"+1)°dx =1/3- (" +1)°+C

X Hx-1 1 2 2 1
b)f—xz—dx:f X+XxT-x“)dx=¥%x"+In|x|+x " +C

4.kT=y’=3x2+% cy=x+In|x|+C,y=x>+Inx+ C ( koska kayréalla x = 1 > 0)
(1,2) ekayrd;2=1+0+C;C=1.y=x+Inx+1
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5, LP:{yzzyj);)tl;Z\/4x+1 = 3x; 4(4x + 1) = 9x% ; 9X? - 16x - 4 = 0

. 16 +/256 + 144 _ 16 + 20
= 18

. 2 N .
=T1g X< 2taix = ) KUVAAJA: nelidjuurifunktio ylempana

A= f 02 (f4x + 1 - 1%x) dx = f 02 (Va-d(4x + 1) - 1%5x) dx = /02 (va-213(4x + 1)¥2 - ¥ix?)
= (1/6-27-3) - (1/6:1-0) =1 1/3

6.y=2x+ 1;x-akselin LP: 0 =2x + 1; x = -%. y-akselilax =0
_ 2 _ 2 _ 3 2 — —
V—nf_g)/2(2x+1) dx-nf_(l)/z(4x +4x+1)dx—n/_(l)/24/3-x +2x%+x =a[(0 + 0 +0) - (-1/6 + ¥ - 1)] = /6

7. f % f(x) dx = [ % @x+3)dx+ [ 13 (3x% + 2x) dx = /é (x° +3x) + /13 o+ %%
=(1+3)-(4-6)+(27+9)-(1+1)=4+2+36-2=40

X -2X
e ,x<0 e+ C,x<0
8'f(x):e|2X|:{e2X,xzo;F(X):{l/zezx+D,x20 ‘F(l)=e;%e’+D=¢e;Dz=e-%e’
[im lim
FJVA, F(x) = F(X);-%+C=%+e-%e’;C=1+e - %e’

X — 0- X — 0+
Yo+ 1+e-%e’ x<0

F(X):{ %e™ + e - 15e?, x > 0

x(_1 1
a1 1 N -
9'f_2(t—1 t+1>dt N3 [Xinjt-1-Injt+1ldt=In3

SInx-1-Inx+1]-INn3+IN1=INn3&In(1-x)=In(-x-1)+2In3
FINA-x)=IN9(-1-%);1-x=-9-9x,;8x=-10;x=-1%

10. a) f cos® xsin x dx = f -(cos x)3(-sin x) dx = -¥a cos* x + C

b) f x\[2x + 1 dx. Osittaisintegroinnilla. f=x,f’=1;g"=(2x + 1)"*; g = 1/3(2x + 1)*?
=x/3(2x + 1)¥2 - f 1/3(2x + 1)*? dx = x/3(2x + 1)*? - 1/3-%%-2/5(2x + 1)*? + C

1
=3 (x+1)V2x+1 -75 (@x+ DA2x + 1 +C

02.1.1. Maarita a) f 120x(5x” + 1) dx b) fﬁﬁ@% ngl) dx.

02.1.2. Tutki, onko funktio F(x) =2 + x - In (€* + 1) funktion f(x) = integraalifunktio.

e +1
02.1.3. Maarita kayrien y = -x* jay = x rajoittaman alueen ala.

02.1.4. Kayrany =+[1 - 2x ja koordinaattiakselien valinen alue pyérahtaa x-akselin ympari. Laske syntyneen
kappaleen tilavuus.

02.1.5. Milla vakion a arvoilla 02 (2ax + 1) dx = 10.

02.1.6. Maarita se funktion f(x) = 2x - 6 integraalifunktio, jonka kuvaaja sivuaa x-akselia.

02.1.7. Laske kayran y = x> ja y-akselin sekd suoran y =8 rajoittaman alueen ala.

02.1.8. Laske f% | x%- 1| dx.

02.1.9. Anna esimerkki jatkuvasta funktiosta f(x), jolla on ominaisuudet: f(0) =f(1) =0 ja fol f(x) dx = 100.

3
02.1.10. M&arita jokin luku M siten, etta fOZ (eX+X ) dx < M. Perustele.

1.a) [120x(5%° + 1) dx = [(600x° + 120x) dx = 150" + 60X + C
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120x _ 2, avaqy 12 o 3 . __ -4
b)f(5x B+ F dx = f12:10x(5x" + 1) dx = 75 (5x° + 1) +C=(gayyp *C

2. F(x) =2+ x - In (" + 1) on funktion f(x) = :_LF 1 integraalifunktio, jos F'(x) = f(x).

X

vn 1 X_e+1 e e+1 1 1
FO=1- 531 €=F+1 &+1- &+1 —&+1 -~ 1™

V:on

B LP:y=-xX"JAy=x<=>-X"=x||:x<=>-x=1taix=0<=>x=-1taix=0
SIJAINTI: Alaspéin aukeava paraabeli on korkeammalla kuin suora
A:f_g(-x2—x)dx:/2(—x3/3—1/zx2) =(0-0)-(1/3-%)=%-1/3=3/6-2/6=1/6

4. Rajat:y=4/1-2x ,MJ:1-2x>0<=>x<%.x=0jay=0
_ 1 2 1 _ 1 2\ _ —
v_nfo/z ()] dx = f N1 -2x]% dx = f/2(1-2x) dx-n/0/2 (X - X?) = n[(% - Ya) - 0] = Yan

5.fOZ(zax+1)dx:10;/02(ax2+x)dx:10;4a+2-o:10;4a:8;a:2

6. f(x) = 2x - 6 . F(X) = X° - 6x + C . F:n kuvaaja ylospain aukeava paraabeli, joka sivuaa x-akselia paraabelin
huipussa, missa F'(x) =0 <=>2x -6 =0<=>x = 3
F3) = O< >90-18+C=0<=>C=9.V:F(X)=x*-6x+9

7.y=x"<=>x=y" Rajat: y=0jay=8, Sijainti: x>0
A= 8yl/3 dy: +/8 '3/4y4/3 = '3/4.8.81/3 =6:-2=12

8!x -1|—x -1 kunx -1>0eli,kunx>1 taix<-1
| X —1|—1 X2, kun X2 -1<0eI| kun-1<x<1

O|x®-1]dx= X2-Ddx+ [O@-x)dx=/-10%3-x) + /0 (x-x3
SO -11dx= 1 o¢-dx+ [92-x) [ )+ 91 )
=(-1/3+1)-(-8/3+2)+0-(-1+1/3)=2/3+2/3+2/3=2

9. f voisi olla esim. polynomifunktio, jonka nollakohdat ovat x = 0 ja x = 1.
f(x) = ax(x - 1) tayttda ensimmaiset ehdot, koska sen nollakohdat ovat oikeat.

1 - = 1 (2. = 1 (33 2 = - - (0 - =
f Faxx-1)dx=a I Foe-x%) dx-a/o (<13 - ¥ox?) dx = a[(1/3 - %) - (0 - 0)] = -1/6a
-1/6a = 100 ; a = -600 V: f(X) = -600x(x - 1)

3
10. f 02 (ex X ) dx < M . Tutkitaan integroitavaa funktiota f(x) = e

f'(x) = e* (1 + 3x2) > 0, joten f(x) on kasvava. Taten f(x) < f(2) kaikilla x € [0,2]
p” 10 __ 2 210 4, - 210 — 5 10 5,10 _
siis f(x) <e™ <=> fO f(x) dx < fO e dx= /0 e x =2 -0=2e M

02.2.1. Maarita a) [ (x° - 4x +5)dx b) | (sin x + 2cos x)dx ¢) [e¥dx

02.2.2. Méaarita funktio f(x) siten, etta ff(x) dx=Inx*+C.

02.2.3. Laske paraabelin y = x* - 3x - 4 ja x-akselin rajoittaman alueen ala.

02.2.4. Kayrany = e | koordinaattiakselien seka suoran x = 2 vélinen alue pyorahtaa x-akselin ympéri. Las-
ke syntyneen kappaleen tilavuus.

02.2.5. Maarita | 8x(1 +x*)’dx.

02.2.6. Laske a= '™ fon 1d
2.6.Laske a= ' J.1 Vx+1ldx.

02.2.7. Laske osittaisintegroinnilla fxe3"dx

02.2.8. Maarita funktion f(x) = 4x + 5 se integraalifunktio, jonka tangenttina on suoray = x + 1.
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e . . . a dx
02.2.9. Maarita vakio a siten, etta ———==05.
1 \/4x +5

02.2.10. Laske sen alueen ala, jota rajoittavat kayra y = x° - 3x seka taman paikalliseen maksimipisteeseen
piirretty tangentti.

1. a) f(x3-4x +5)dx = ¥ax* - 2x° + 5x + C b) f(sin X + 2c0s X)dx = -cos X + 2sin x + C

3x _l 3x _l 3x
c)fe dx—3f3e dx—3e +C

2-ff(x)dX=|nx2+C,josf(x):D(Inx2+C):%§:%

+\/ +
3.Rajat:y:O;x2-3x-4:0;x:3‘ §+16:355

Sijainti: Kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joten alue x-akselin alapuolella.

4 3,1 64 31 5
A:-f_‘i(xz-Sx-4)dx:/l(4x+§x2-§x3):(16+24-?)-(-4+—+§):206

iX=4taix=-1

2

4.V = ﬂfoz € dx=n 02 e’ dx = Zchoz%ex’2 dx = 27:/02eX’2 =2n(e’ - €% = 2n(e - 1)

5. f 8x(1 +x)%dx = 4 [ 2x(1 + x)°dx = 4-%4(1 + x))* + C

lim (On lim y lim ;0 1 vn lim 1
6.a= 4 X+ 1dx = f_(l)(x+1) "dx = x+)"" = (T3 nl-0

n— oo n— o 11+1/n
1
=1+0°1
7.f=x, f'=1; g=e*, g:%ee’x
3x _ lSX lSX _X'e3X l 3x _X'e3x e_?.x
fxe dX_X'Se —fl-se dx = 3 -gfg.e dx = 3 "9 +C

8.f(x) =4x+5;F(x) =2x" +5x + C .
Tangenttiy=x+1,ky=1,F'(X)=1;4x+5=1;4x=-4;x=-1; y=-1+1=0
F(-1)=0,2-5+C=0;C=3 V:F(x)=2x*+5x+3

ad—X__ a Yy — 51 aaqa. -2 —e-/aoo. Yo _
) 4X+5_5,f1 (4 + 5) dx—5,/4fl4(4x+5) dx—5,/12(4x+5) =20

(4a+5)”-9%=10;(4a+5)*=13;4a+5=169;4a=164;a =41

10.y=x>-3x,y'=3x°-3;y'=0;3x°-3=0;x"=1;x=+1

y ':n kuvaaja on yldsg)ain aukeava paraabeli. Merkit +++ -1 - - - 1 +++ . x = -1 on maksimikohta
Tangenttiony=(-1)"-3-(-1)=-1+3=2

Leikkauspistex3-3x:2;x —3x-2:O;(x+1)2(x-2):0;x:-ltaix:2

Sijainti: Tangentti on kayrén ylapuolella.

A= f_i [2- (- 3x)dx = f_% (2+3x-x%) = /i (2x + 1¥5x° - Vax")

Z(4+6-4)-(2+1%-Y)=6+2-1%+Y%=6%




