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MAY7. Differentiaalilaskenta 2.

1. Yhdistetty funktio

1.1. Funktioiden yhdistaminen

1. Funktioiden luonnolliset laskutoimitukset
(f+ g)(x) = f(x) £ g(x) (f- 9)(x) =f(x) - 9(x) (F/g)(x) =f(x) / g(x)

1.1.1. Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(X) = 4x - 5. Maarita funktio a) f + g b) f-g

2. Yhdistelemalla saatujen funktioiden méaarittelyjoukko

on 1) koko R, jos ei muuta ilmoitettu

2) R, josta on itse osattava poistaa ne x:t, joilla funktion arvoa ei voi laskea (neliéjuuri, logaritmi tms.)
3) osana olevien funktioiden madrittelyjoukkojen leikkausjoukko

2. Olkoon f(x) =2x + 3, x> 1 ja g(X) = 4x - 5, x < 6. Mik& on funktion f - g maarittelyjoukko?
3. Olkoon f(x) =1/x - 1 ja g(x) = Ig (2 - x). Mik& on funktion a) f-g b) % maarittelyjoukko?

3. Yhdistetyn funktion kasite

Yhdistetty funktio on kahdesta funktiosta muodostettu uusi funktio, jonka arvo jollakin kohdalla x saadaan
laskemalla kohdalla x ensimmaisen funktion f (sisafunktion) arvo (=y) ja sen jalkeen kohdalla y toisen
funktion g (ulkofunktion) arvo, joka on yhdistetyn funktion arvo. (g o f)(x) = g(f(x)) = g(y)

4. Sisa- ja ulkofunktio

ovat yhdistetyn funktion osafunktiot. Siséfunktio on se, jonka arvo lasketaan ensin. Ulkonaisesti katsoen se
on se funktio, joka on sulkeiden sisélla. Ulkofunktio on se, jonka arvo lasketaan sisafunktion arvon kohdalla.
Ulkofunktion lausekkeen saa, kun korvaa sisafunktion lausekkeen x:lla (tai y:ll&)

4. Mitka voisivat olla sisa- ja ulkofunktiot, jos funktio F(x) = a) (2x + 3)° b) sin 2x c) e d) f(4x - 5) on yhdistetty
funktio?

5. Yhdistetyn funktion arvon laskeminen "hyppytekniikalla”
Ensin sisafunktion arvo muuttujan kohdalla. Sitten ulkofunktion arvo siséfunktion arvon kohdalla.

5. Olkoon f(1) = 2, f(2) = 3 ja f(3) = 1 sek& g(1) = 3, g(2)=1 ja g(3) = 2. Mita on a) (fog)(1) b) (fog)(2) c)
(9of)(3) d) (gof)(2) e) (fof)(2) f) (gog)(3)?

6. Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(x) = 4x - 5. Laske a) (fog)(1) b) (gof)(2).

7. Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(x) = 4x - 5. Miké& on x, kun (gof)(x) = 3?

6. Yhdistetyn funktion lausekkeen laskeminen
Sijoita ulkofunktion lausekkeeseen muuttujan paikalle sisafunktion lauseke.

8. Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(x) = 4x - 5. Muodosta funktio a) fog b) gof c) gog d) fof
9. Olkoon f(x) = X2 + 2x ja g(x) = 2x - 1. Muodosta funktio a) fog b) gof c) fof.

10. Olkoon f(x) = x + 2, g(x) = X2+ 2X | ja h(x) = \/?( Muodosta funktio a) hogof b) gohof.

7. Yhdistetty funktio yhtaloketjuna
y=(@ofx) @y=9(s) JA s=f(x)

11. Esita yhtaloketjuna gof, kun f(x) = 2x + 3 ja g(x) = 4x° - 5x°.

1.2. Yhdistetyn funktion derivaatta

1.D(gof)

=g (f(x) - f"(x)
2x -3

1.2.1. Derivoi &) F(x) = (2x - 3)* b) F(x) = \2x + 3 ¢) F(x) = (45 72 )™
2. Olkoon f(1) =2,f(2) =3,f"(1)=5jaf (2) =-4sekdg(2) =4,9(3)=1,9 ' (2)=-3jag ' (3) =6
Laske a) (gof)"(1), b) (gof)’(2) c) (fog)'(2) d) (fog)'(3).

3. Olkoon f(x) = x* + X ja g(x) = \/?( Laske (gof)’(x) ja (gof)'(4).
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3[2x+ 1

4. Derivoi a) F(x) = (4x + 5) \[6x + 7 b) F(X) = Ix 73

2. Derivaatta, kun useampia funktioita yhdistetty
D(hogof) =h'(g(f(x))) - g'(f(x)) - f"(x)

5. Laske f"(x), kun f(x) = (\/2x + 1 + 3)%.
6. Olkoon f(1)=2, g(2)=3, h(3) =4, g(4)=2ja f(2) =-1seka f'(1)=5,9(2)=6,h"(3)=7,9°(4) =-3ja
f’(2) = -4. Laske (hogof) (1).

3. Ketjusdannon kayttd derivoimisessa

dy _dy ds
dx ~ ds " dx

7. Olkoon y = g(s) = 3s” + 4s ja s = f(x) = 5x - 5. Muodosta (g o f)"(x)
2. Kaanteisfunktio

2.1. Kaanteisfunktio ja sen lauseke

1. Laskutoimitus ja sen kaénteislaskutoimitus saatuun tulokseen perékkain suoritettuna
antaa tulokseksi lahtéarvon

2.1.1. Mita saadaan, kun a) lukuun 5 lisataan 6 ja siitéd vahennetéén 6 b) luku 7 kerrotaan 8:lla ja tulo jaetaan
8:lla c) luku 9 korotetaan kolmanteen ja saadusta potenssista otetaan kuutiojuuri?

2. Mité saadaan, kun a) luku 3 b) 4 korotetaan toiseen, ja tuloksesta otetaan nelidjuuri?

3. Mita saadaan, kun luvusta 5 otetaan 10-kantainen logaritmi ja sitten 10 korotetaan tdhan potenssiin?

2. Kaanteisfunktion kasite
Funktion f kaanteisfunktio f * on funktio, jonka arvona on f:n muuttuja, kun muuttujana on f:n arvo.

3. Funktion ja k&anteisfunktion arvojen ja muuttujien yhteys
y =) & x=f7(y)

4. Funktiolla f on kaanteisfunktio. f(1) = 2, f(2) = 3ja f(3) = 1. Mita on a) f (1) b) f *(2) c) f *(3)?

4, Fulnktion ja sen kééntcleisfunktion arvo- ja maarittelyjoukot
Mi(f ) =Ai) 5 Al ) = Mi)

5. Funktiolla f: [1,2] — [3,4] on kaanteisfunktio. Mita on a) Mj(f ) b) Aj(f *)?

5. Kaanteisfunktion arvon laskeminen alkuperaisen funktion avulla
Pitéisi laskea f '1(y) = x. Tehdaan yhtal6 f(x) =y, josta ratkaistaan x.

6. Funktiolla f(x) = x° + 1, x > 0, on k&&nteisfunktio. Maarita x, kun a) f “(x) = 2 b) f *(2) = x.
7. Funktiolla f(x) = 2x - 1 on kaanteisfunktio. Maarita x, kun a) f *(x) = 5 b) f (7) = x.
8. Laske f (1), kun a) f(x) = x>+ 3x + 1 b) f(x) = x> + x - 1.

6. Kaanteisfunktion lausekkeen muodostaminen
1) Merkitse y = f(x). 2) Ratkaise siita x. 3) Vaihda x <> y. 4) Kirjoita muodossa y = f 'l(x)

9. Laske f 7(x), kun a) f(x) = 2x + 3b) f(x) = x"- 3, x >0 ¢) f(x) =x° - 3, x < 0 d) f(x) = X" - 4.
10. Laske f *(x), kun a) f(x) = Ig x, x > 0 b) f(x) =/x - 1, x > 1 ¢) f(x) = 2**.

2.2. Kaanteisfunktion olemassaolo

1. Millaisella funktiolla on varmasti kaanteisfunktio
Jos funktio on aidosti kasvava tai vaheneva, niin funktiolla on k&anteisfunktio

2.2.1. Osoita, etta funktiolla f(x) = x> + 4x - 5 on kaanteisfunktio.
2. Osoita, etta funktiolla f(x) = x> - 2x* + 3x on kaanteisfunktio. Laske f *(2)

2. Kéanteisfunktion olemassaolon huomaaminen laskemalla k&anteisfunktion lauseketta.
Jos ratkaistaessa x:aa y:n avulla, saadaan vain yksi x, on funktiolla k&&nteisfunktio

3. Onko funktiolla a) f(x) = x* b) f(x) = x° ¢) f(x) = x" d) f(x) = x*, x > 0 kaanteisfunktiota?
4. Onko funktiolla a) f(x) = X2 - 2 b) f(x) = X° - 2x, x > 1 kaanteisfunktiota?
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2.3. Kéanteisfunktion kuvaaja

1. Funktion ja kdanteisfunktion kuvaajat
ovat peilikuvia suoran y = x suhteen.

2. Kaanteisfunktion kuvaajan piirtdminen alkuperaisen funktion kuvaajan avulla
Tee alkuperéiselle funktiolle lukuparitaulukko. K&aanteisfunktion lukuparitaulukon saa vaihtamalla x <>y

2.3.1. Piirra funktion f(x) = x* - 2x - 3, x > 1 kuvaaja ja sen perusteella kaanteisfunktion kuvaaja.
2. Piirra funktion f(x) = 2 - 3cos x, x e [0,7] kuvaaja ja sen perusteella f *:n kuvaaja.

3. Funktion ja sen k&anteisfunktion kuvaajien leikkauspiste
on funktion kuvaajan ja suoran y = x leikkauspiste

3. Laske funktion f(x) = x> + x - 8 ja sen kaanteisfunktion kuvaajien leikkauspiste.

2.4. Kaanteisfunktion derivaatta

1. Kaanteisfunktion derivaatta tietylla kohdalla

(1 (50 = Ty » MisS Yo = 1040

2.4.1. Olkoon f(1) = 2, f(2) = 3, f (1) =4 jaf (2) = 5. Laske a) (f )" (2) b) (f )" (3).
2. Olkoon f(x) = x* + 2x, x < -1. Laske (f ')(3)
3. Olkoon f(x) = x® + 3x - 1. Osoita, etta f:lla on kaanteisfunktio ja laske(f )" (3)

2. Funktion derivaattafunktion laskeminen kaanteisfunktion derivaatan avulla

f'(x)= m ja sijoita y:n paikalle f(x)

4. Johda funktion f(x) = \/?( derivaattafunktio kayttden kaanteisfunktion derivaattaa.

2.5. Potenssi- ja juurifunktion derivaatta

1. Murtopotenssin derivoimissaanto

m/n m/n-1

on sama kuin muidenkin potenssien derivoimissaantdé D(x ) = nX

2.5.1. Derivoi funktio a) f(x) = x”° b) f(x) = (2x - 1)
2. Derivoi a) f(x) = x* b) f(x) = (3 - 4)*°

2. Juurifunktion derivoiminen

Neli6juuren derivoimissaannon voisi muistaa D(\/?() = 2—
X

Muut juuret kannattanee muuttaa potensseiksi ja derivoida potenssin derivoimissaantda kayttaen.
Anna parittoman juurifunktion derivaatan lauseke juurimuodosssa! (Juuren MJ = R, murtopotenssin MJ = R,)

3. Derivoi a) f(x) = \2x - 1 b) f(x) = 33x + 4
4. Derivoi a) f(x) = \[3x + 1 b) Laske f *(5).

3. Trigonometriset funktiot

3.1. Kertausta

1. Radiaani
on kulman mitta. Sen suuruus on kulman kylkien valiin jaavan, saman ympyran kaaren ja sateen suhde.

2. Asteiden ja radiaanien yhteys

180° = & (rad). - ﬁ , missa t ja o ovat saman kulman suuruudet radiaaneina ja asteina.

3.1.1. Montako radiaania on a) 90° b) 60° c) 225° d) 1000° ?
2. Montako astetta on a) 1 b) 0,45 c) /6 d) 2n/5 radiaania?
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3. Kulmaa vastaava kehéapiste
on piste, missa kulman kaantynyt kylki leikkaa yksikkdympyran kehén. Piste on yksikasitteinen.

3. Mik& on kulman a) 450° b) 270° c) 120° d) -45° kehépiste?

4. Kehapistetta vastaava kulma
on kulma, jonka toinen kylki kulkee kehapisteen kautta ja toinen on positiivisella x-akselilla.
Kulmia on darettéméan monta.

4. Minka kulman kehapiste on a) (0,1) b) (-1,0) ) (¥2\[3,%) d) (-¥2\[2, -¥n[2) ?

5. Sinin ja kosinin mé&aritelmé& suorakulmaisessa kolmiossa
kulman vastainen kateetti oS o = kulman viereinen kateetti
hypotenuusa . &= hypotenuusa

sina =

5. Suorakulmaisen kolmion sivut ovat 3,4 ja 5. Mik& on pienimman kulman sini, kosini ja kulman suuruus?

6. Suorakulmaisen kolmion sini on $la hypotenuusa 20. Pitkdkd on vastainen kateetti?

6. Sinin ja kosinin maaritelma yksikkoympyrassa.
sin a =y, joka on kehépisteen y-koordinaatti. cos a = x, joka on kehapisteen x-koordinaatti.

7. Kulman kehéapiste on (-0,6;-0,8). Mika on kulman sini ja kosini?
8. Mik& on 150° kulman sinin ja kosinin tarkka arvo?

7. Sinin ja kosinin merkit (, kun kulman kehépiste) eri neljanneksissa
SINI: ++ KOSINI: -+
- - -+

8. Sini- ja kosinifunktion kuvaajat
Molemmat ovat aaltofunktioita, joiden suurin arvo on 1 ja pienin arvo on -1.
Sinifunktio l&htee origosta kasvaen. Kosinifunktio lahtee pisteesta (0,1) vaheten.

9. Piirrd samaan koordinaatistoon kdyrata) y =sinxjay=sinx+2b)y=cosxjay=2cosxc)y=sinxjay
=2sinx + 3

9. Jaksollisuus

Funktio on jaksollinen ja sen jakso on A, jos V x: f(x + A) =f(x)

eli funktio saa aina jakson paéassa saman arvon kuin jakson verran pienemmallakin x:I1&.
Sinin ja kosinin perusjakso ( = pienin jakso) on 2x.

10. Jonkin trigonometrisen funktion (jossa sini tai kosini) perusjakson laskeminen
Lasketaan muuttuja x, joilla kulma saa arvon 0 ja muuttuja X», jolla kulma saa arvon 2x.
Perusjakso = X, - X;

10. Mika on funktion a) f(x) = sin 3x b) f(x) = cos ¥2x c) f(x) = sin (4x - =/ 3) perusjakso

11. Funktioiden sin (kx + b) ja cos (kx + b) perusjakso
on 2rn/ k

12. Sinin ja kosinin arvojoukot
onvali[-1,1]eli-1<sinx<lja-1<cosx<1

13. Funktion suurimman tai pienimman arvon laskeminen funktiosta, jossa vain sin x tai cos x.
Sijoitetaan sin x:n paikalle 1 ja -1. N&in saaduista arvoista suurempi on suurin arvo ja pienempi pienin arvo.
Mutkikkaammassa tapauksessa mietittdva, mita arvoja sini tai kosini saa maarittelyjoukossaan.

11. Mik& on funktion a) f(x) = 3sin x + 4 b) f(x) = 2 - 3cos 4x suurin ja pienin arvo?
12. Mik& on funktion a) f(x) = 5sin x - 2 b) f(x) = Y2cos 2x - 3 arvojoukko?

14. Saman kulman sinin ja kosinin valinen yhteys
sin®x + cos® x = 1

13. Olkoon sin x = a. Mit& on cos x?
14. Sievenna (sin x + cos x)2 - 2sin X - €OS X




Pitka matematiikka. Kurssi 7. Differentiaalilaskenta 2.

15. Parillinen funktio
Funktio on parillinen, jos kaikilla x patee f(-x) = f(x)

15. Osoita, etta funktio a) f(x) = x* b) f(x) = x" - x° + 3 on parillinen.

16. Parillisen funktion kuvaaja
on symmetrinen y-akselin suhteen

17. Pariton funktio
Funktio on pariton, jos kaikilla x patee f(-x) = - f(x)

16. Osoita, etta funktio a) f(x) = x° - 4x b) f(x) = (x° + x)° on pariton.

18. Parittoman funktion kuvaaja
on symmetrinen origon suhteen, kulkee siis origon kautta.

19. Sinin parittomuus
Sinifunktio on pariton funktio ts. sin (-x) = - sin x

17. Olkoon sin x = a. Mit& on sin (-x)?
18. Minka kulman sini on -sin x?

20. Kosinin parillisuus
Kosinifunktio on parillinen funktio ts. cos (-X) = cos x

19. Olkoon cos x = a. Mitd on cos (-x)?
20. Tutki funktion a) f(x) = sin x + 2x b) f(x) = cos 2x + sin® x c) f(x) = sin 2x + 3 parillisuutta.

21. Suplementtikulmien sinien yhteys
sin (m - X) = sin X

21. Olkoon sin x = a. Mité on sin (n - X)?

22. Suplementtikulmien kosinien yhteys
€os (m - X) = - CcoS X

22. Olkoon cos x = a. Mita on cos (r - X)?
23. Minka kulman kosini on  -cosx?

23. Kulman kosinin ja komplementtikulman sinin valinen yhteys
cos x = sin (Y2n - X) . ko sini = komplementtikulman sini

24. Eri neljanneksien ne kulmat, joilla saman trigonometrisen funktion arvon itseisarvo on sama
o = 180° - ol o3 = 180° + (021 Oy = 360° - (021 ( = -0 )

Xo =T - X1 X3 =T+ Xq Xg=2n-X1 (=-X1)

Mik& on trigonometrisen funktion arvon etumerkki saadaan siitd missé neljdnneksesséa kulma on.

24. Olkoon sin x = a ja 0 < X < %2m. Mitda on a) sin (Y2r - X) b) sin (n + X) ¢) sin (-x) d) sin (27-x)?
25. Olkoon cos 50° = a. Maarita kulmat, joilla cos x = |a|.

25. Trigonometrisen funktion tarkan arvon laskeminen, kun saman kulman toisen trigonometrisen funktion
arvo tunnetaan

1° Piirré suorakulmainen kolmio

2° Merkitse kahden sivun pituudet annetusta trigonometrisesta tiedosta

3° Laske Pythagoraan teoreemalla kolmannen sivun pituus.

4° Kysytyn funktion itseisarvon saat suorakulmaisesta kolmiosta perustrigonometrialla

5° Kysytyn funktion etumerkki saadaan kyseessé olevan funktion etumerkista kyseisesséa neljanneksessa.

: 3. . .
26. Olkoon sin x = - cla Yom < X < 1%m. MAarita cos X ja tan x.

27. Olkoon tan x = 3 ja © < X < 2x. Mit& on sin X ja cos X

26. Yhteenlaskukaavat
sin(x+y)=sinXx-cosy+cosx-siny sin(X-y)=sinX-cosy-cosXx-siny
COS (X +y)=cCcOSX:COSYy-sSinx:-siny COS (X-Y)=COSX:-COSYy+sinXx-siny

28. Sievenna sin (x + ©/3) + cos (x - ©/6).
29. Olkoon sin x = 0,6 ja 0 < x < Y2n. M&aritd a) sin (x + ) b) cos (x + n/3)
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27. Kaksinkertaisen kulman sievennyskaavat
sin2x=2-sinX-COS X, COS2X= cos?x - sin®x tai cos2x =2cos’x—1 tai cos2x =1 -2sin’x

30. Sievenna lauseke (sin x + cos x)° - sin 2x.
31. Olkoon sin x = -0,8 ja © < x < 1%mn. M&érita a) sin 2x b) cos 2x c) sin (n + 2x).

28. Kulman tangentin méaritelmé& suorakulmaisessa kolmiossa
tan o = kulman vastainen kateetti
an & ="uiman viereinen kateetti

29. Kulman tangentin méaaritelma yksikkdympyrassa.
‘ _ kulman kehé&pisteen y-koordinaatti
an = yulman kehapisteen x-koordinaatti

30. Tangenttipiste
on se piste, missa kulman kaantynyt kylki ( tai sen jatke) leikkaa yksikkéympyran pisteeseen (1,0) piirretyn
pystysuoran tangentin

31. Tangentin maaritelmé tangenttipisteen avulla
tan o = kulman tangenttipisteen y-koordinaatti

32. Saman kulman tangentin, sinin ja kosinin valinen yhteys.
sin a
CoS a

tan o =

32. Olkoon sin x = a ja cos X = b. Mitd on tan x?
33. Olkoon tan x = 3 ja sin x = -0,6a. Mita on cos x?

33. Tangentin maarittelyjoukko
kaikki muut kulmat, paitsi ne, joilla kulma = %xn + n-nt

34. Mik& on funktion a) f(x) = tan 2x b) tan (x - ©/3) maarittelyjoukko?

34. Tangenttifunktion perusjakso
on n =180°

35. Mik& on funktion f(x) = tan 3x perusjakso?

35. Tangenttifunktion parittomuus
Tangenttifunktio on pariton ts. tan (-x) = - tan x

36. Tangenttifunktion kuvaaja
kulkee valilla ]-v2rn,Y2n[ kasvaen, tulee vasemmalta -co:sté ja menee origon kautta + oo:een.

37. Tangenttifunktion pystysuorat asymptootit
ovat pystysuorat suorat maarittelemattomyyskohdissa x = ¥2n + nrt

3.2. Trigonometriset yhtal6t

1.sinx=siny
X =y +n-360° TAl x = 180° - y + n-360° Xx=y+n2n TAIX=m-y+n2n
eli kulmat yhté suuret tai komplementtikulmia

3.2.1. Ratkaise yhtéld a) sin x = sin 37° b) sin 2x = sin 48° c¢) sin 2x = sin x d) sin 2x = sin (30° - X)
2. Ratkaise yhtalo a) sin 2x + sin 40° = 0 b) sin 3x + sin 2x =0

2.cOosX=Ccosy
Xx=y+n-360° TAI x=-y+ n-360° X=y+n2x TAI X =-y + n2n
eli kulmat yhté suuret tai vastalukuja

3. Ratkaise yhtalo a) cos x = cos 15° b) cos 3x = cos 54° ¢) cos 3x = cos x d) cos 3x = cos (X - 30°).
4. Ratkaise yhtal6 a) cos x + cos 20°=0b) cos 2x +cos x=0




Pitka matematiikka. Kurssi 7. Differentiaalilaskenta 2.

3.tanx=tany
X =y +n-180° X=y+nmw

5. Ratkaise yhtél6 a) tan x = tan 50° b) tan 2x = tan 40°
6. Ratkaise yhtalo a) tan 3x =tan x b) tan 3x +tan x = 0

4.sihnx=a,cosx=a,tanx=a

1° etsi ensin kulma o, jolle sina = ataicosa =ataitano=a
2° korvaa a talla trigonometrisella yhteydella

3° saat yhtalon sin x = sin o, joka ratkaistaan kuten edella

7. Ratkaise yhtélo a) sinx =1 b)sin2x=0c)sin3x=-1d)cos4x=1€e) cos 5x =0f) cos 6x = -1
8. Ratkaise yhtél6 a) sin x = 0,739 b) cosx =-%c)tanx =2,4
9. Ratkaise yhtal6 a) sin (2x - 60°) =0,5b)3cos2x+1=0c)5tan3x+4=0

5. Homogeeninen yhtéld sinin ja kosinin suhteen
Jaa cos" x:ll4, miss& n on homogeenisen yhtalén asteluku
Saat yhtaldn, jossa on vain tuntemattomana tan x, joka ratkaistaan.

10. Ratkaise yhtald a) sinx + cosx=0b) 2sinx+3cosx=0
11. Ratkaise yhtalo 3sin’ x - 2sin X - c0s X - c0os” X = 0

6. Tulo = 0 yhtalo
Merkitse jokainen tulon tekija = 0 ja ratkaise nain saadut yhtalét

12. Ratkaise yhtal6 (sin x + 1)(2cos x - 1) =0

7. Yhteinen tekija yhtaléon molemmilla puolilla

Jaa yhteisella tekijalla yhtalén molemmat puolet.

Tee kaksi yhtaloa 1° jakamalla saatu yhtalo ja 2° yhteinen tekija = 0
Ratkaise nama yhtalot

13. Ratkaise yhtald 2sin” x = sin X - coS X

8. Sievennyskaavojen kayttoa yhtaldissa
Kéayta sievennyskaavoja ja pyri johonkin edella olevaan perustilanteeseen.

14. Ratkaise yhtald a) 3sin 2x = 2cos X b) cos” x - sin” X = cos X

3.3. Trigonometristen funktioiden derivaatat

1. D(sin x)
= COS X

3.3.1. Derivoi a) sin 2x b) sin® x c) sin® 2x

2. Derivoi a) f(x) = (x + sin 2x)* b) f(x) = Slgxzx

2. D(cos x)

=-sinx

3. Derivoi a) 3cos x b) cos 3x c) cos’ x d) cos® 3x
o . __sinx

4. Derivoi a) f(x) = sin x - cos x b) f(x) = coSs 2X

3. D(tan x)

2 1
= + =
1+tan” x CosZ x

5. Derivoi a) tan 4x b) tan” x c) tan” 4x
tan x
sin 2x

6. Derivoi a) f(x) = tan 2x + cos 3x b) f(x) =tan x - cos x ¢) f(x) =

4. Derivaattoihin liittyvia yhtaloita
Sijoita yhtaloon derivaatan lauseke ja ratkaise yhtalo

7. Ratkaise yhtalo f “(x) = 0 kun a) f(x) = 2x + cos 3x b) f(x) = 3x + 4sin x ¢) f(x) = tan 2x - 4x
8. Laske funktion derivaatan nollakohdat a) f(x) = 3sin x + 4cos x b) f(x) = cos x + x-sin x

5. Derivaattoihin liittyva kirjainparametrin arvon selvittdminen
Derivoi ja tee annetuista tiedoista yhtalo tai yhtaldpari kirjainparametrien arvon laskemiseksi.
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9. Mik& on a, kun f "(¥2rr) = 1 ja f(x) = a-sin 2x + 3x.
10. Maarita a ja b, kun f(x) = a-cos 2x + bx, f "(n/4) = 1 jaf "(n/2) = 3.

6. Monotonisuuden tutkiminen
Funktio on kasvava, jos f "(x) > 0 ja = 0 vain yksittaisissa kohdissa.
Syntyvat epayhtalot hyvin yksinkertaisia, koska trigpnometrisia epayhtaldita ei kasitelty erikseen.

11. Osoita, ettd funktio f(x) = 2x + sin 2x on kaikkialla kasvava.

7. Tangenttien laskeminen
Kaytetddn samoja menetelmia, kuin polynomifunktioiden yhteydessa.
Muistettava kt = f "(Xo) , missa Xq on sivuamispisteen x-koordinaatti.

12. Mika on kayran y = 2sin 3x + cos 4x kohtaan x = n/3 piirretyn tangentin kulmakerroin?

8. Raja-arvon laskeminen
Voidaan huomata, ettd lauseke, josta raja-arvo on laskettava, onkin eras erotusosamaarasta.
Raja-arvo on silloin derivaatan arvo lahestymiskohdassa.

. sin2x
13. Laske lim
x—0 X

9. Trigonometrisen funktion suurin ja pienin arvo
Voidaan tutkia jakson mittaista aluetta, esim. suljettua valia [0,2x]
Tehtéava on taman jalkeen tyyppia: laske jatkuvan funktion suurin arvo suljetulla valilla.

14. Laske funktion a) f(x) = sin x - cos x b) f(x) = sin” x + 2cos x suurin ja pienin arvo.
15. Laske funktion a) f(x) = 3sin x - 4cos x b) f(x) = 5sin x + 12cos x suurin ja pienin arvo (tarkka arvo).

10. Epayhtalon oikeaksi osoittaminen
Muutetaan epayhtalé muotoon VP > 0 ja tutkitaan vasemman puolen méaarittelemaa funktioa.
Osoitetaan periaatteella: funktion pienin arvo on positiivinen = kaikki funktion arvot ovat positiivisia.

16. Osoita, ettd 2sin x < 3x , kun x > 0.
17. Osoita, etta tan x > 2x, kun 0 < x < /4.
18. Osoita, etta a) 4sin’ x + 1 > 4sin x b) 5 > 4(cos® x + sin x)

11. Yhtalon ratkaisun olemassaolon osoittaminen

Muutetaan yhtalé6 muotoon VP = 0 ja tutkitaan VP:n méaarittelemaa funktioa

Jos funktio on jatkuva ja saa erimerkkiset arvot, niin silla on ainakin yksi nollakohta

Jos funktio on viela monotoninen, niin se saa jokaisen arvonsa kerran ja siis arvon nolla kerran.

19. Osoita, ettd yhtalolla tan x = 1 - x on tasmélleen yksi ratkaisu valilla 0 < x < Y.
20. Osoita, ettd yhtaldlla cos 2x = 2x on tasmalleen yksi ratkaisu.

12. Trigonometriaan liittyva aariarvoprobleema

Lasketaan kuten aiemmin: 1° lue tehtéva 2° piirr& kuvio 3° mieti mik& on maksimoitava suure, sille funktio 4°
valitse x 5° lausu muut osat x:n ja annettujen tietojen avulla 6° tee funktio maksimoitavalle suureelle 7° selvita
maarittelyjoukko 8° laske funktion suurin arvo talla valilla 9° pohdi jarkevyys 10° anna vastaus

21. Puolisuunnikkaan lyhemman kantasivun pituus on 3. Toinen erisuuntaisista sivuista on kohtisuorassa
kantasivuja vastaan ja toisen pituus on 2. Miten suuri on jalkimmaisen sivun ja pitemman kantasivun vélinen
kulma silloin, kun puolisuunnikkaan pinta-ala on suurin?

22. Vesikouru tehdaan 50 cm leveasta peltilevysta taivuttamalla kummaltakin reunalta 15 cm leveéa osa yhta
monta astetta ylospéain. Miten monta astetta tuleen reunoja taivuttaa, jotta kouruun mahtuisi mahdollisimman
paljon vetta eli kourun poikkipinta-ala olisi mahdollisimman suuri?

23. Peltilevy taitetaan keskelta pituussuunnassa vesikouruksi. Kuinka suuri kulman on oltava, jotta
poikkileikkauksen pinta-ala (ja my6s kourun tilavuus) olisi mahdollisimman suuri?

24. Kerrostalon seindn vieressé on terassi, jonka katos on 4 m korkealla ja katos on 3 m seinésté ulospain.
Miten pitkat tikkaat vahintaan tarvitaan, jotta ne ylettyisivét terassin yli maasta seindan?
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4. Eksponentti- ja logaritmifunktio

4.1. Eksponenttifunktion kertausta

1. Eksponenttifunktion kantaluku
on oltava positiivinen. Ts. f(x) =a* = a>0

2. Minka pisteen kautta eksponenttifunktioiden kuvaajat kulkevat
Pisteen (0,1) eli kuvaajat leikkaavat y-akselin korkeudella 1.

3. Eksponenttifunktioiden monotonisuus
Eksponenttifunktio on kasvava, jos kantaluku > 1 eli a > 1, vahenevd, jos 0 <a < 1javakio,josa=1

4.1.1. Milla a:n arvoilla funktio a) f(x) = (a-1)* b) f(x) = (2 - a)* c) f(x) = (a - 3)™ on kasvava?

4. Eksponenttifunktion arvojoukko
on R, eli eksponenttifunktio saa vain positiivisia arvoja.

2. Mika on funktion a) f(x) = 2°"° b) f(x) = 2* + 2 ¢) 2" + 2. d) f(x) = 2" + x* + 2 arvojoukko?
3. Mik& on yhtalén 2* + 1 = 0 ratkaisujoukko?

5. Eksponenttifunktion maarittelyjoukko
on koko reaalilukujen joukko eli R

6. Eksponenttifunktion raja-arvo, kun x — * oo
Kun a>1,o0n lima*=w ja lim a*=0

X—> 0 X— —o0

Kun 0<a<1lon lima*=0 ja lim a* =

X—> 0 X—> —00

7. Raja-arvon laskeminen, kun x — « ja lausekkeena eksponenttifunktioiden osaméaara
Supista silla eksponenttifunktiolla, joka nimittajassa voimakkaimmin menee aarettémaan.
Jos x — - oo, niin supista silla eksponenttifunktiolla, joka nimittajasséa hitaammin l&ahestyy nollaa (a pienin)

2" +1 . 54 . B4
b) lim c)
2°+3 "= B 430 T ome B3

4. Laske a) lim
X— 0

8. Eksponenttifunktion asymptootti
on x-akselieliy=0

9. Eksponenttifunktion kuvaaja
on x-akselin ylapuolella, kulkee pisteen (0,1) kautta, monotoninen kohdan 4.1.3 mukaisesti ja raja-arvot
reunoilla kohdan 4.1.6 mukaisesti

4.2. Logaritmifunktio

1. Logaritmin maaritelma
Logaritmin arvo tarkoittaa sitd eksponenttia, mihin kantaluku pitéd& korottaa, jotta saataisiin logaritmoitava.

2. Logaritmiyhtal6 ja vastaava eksponenttiyhtalo
logax =y © a’=x

4.2.1. Miké& on vastaava eksponenttiyhtdlo a) log, 8 =3 b)Ig 100=2c) In5=x

3. Logaritmin arvon laskeminen tekemalla vastaava eksponettiyhtél®
Merkitse arvoa x:lla ja tee eksponenttiyhtéald edellisen kohdan mukaisesti.
Ratkaise sitten tastd yhtalosta x eli logaritmin arvo.

2. Laske a) log, 64 b) logs \/2_7 C) Iog4%
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4. al09aX

=x (kun logaritmijarjestelman kantaluku korotetaan logaritmin potenssiin, saadaan logaritmoitava luku)

5. Logaritmifunktion maarittelyjoukko
Mj = R, eli muodostuu niista x:st4, joilla logaritmoitava > 0.

3. Mik& on funktion a) f(x) = Ig (2x - 3) b) f(x) = In (5 - x) ¢) f(x) = log, (x - x°) maarittelyjoukko?

6. Logaritmifunktion arvojoukko
Aj=R

7. Logaritmifunktion monotonisuus
Logaritmifunktio log, x on kasvava, kun a > 1 eli kantaluku > 1 ja vaheneva, kun0O<a<1

8. Logaritmifunktion asymptootti
on y-akseli, jota kuvaaja lahestyy, kun x lahestyy nollaa positiiviselta puolelta

9.y =log, x jay = a* kuvaajat
ovat symmetrisia suoran y = x suhteen

10. Logaritmifunktio ja eksponenttifunktio
ovat toistensa kaanteisfunktioita, kun niilla on sama kantaluku

11.log, a
=1 (logaritmijarjestelman kantaluvun logaritmi on aina = 1)

12.log. 1
=0 (luvun 1 logaritmi on kaikissa logaritmijérjestelmissé = 0)

13. Minka pisteen kautta logaritmifunktioiden kuvaajat kulkevat
pisteen (1,0) eli ne leikkaavat x-akselin kohdassa x = 1.

14. Logaritmifunktion kuvaaja
on y-akselin oikealla puolella, kulkee pisteen (1,0) kautta ja monotoninen kohdan 4.2.7. mukaisesti

15. log, a*
= x (logaritmi kantaluvun potenssista on = eksponentti)

16. Logaritmin arvon laskeminen kohdan 15 avulla
Esita logaritmoitava logaritmijarjestelman kantaluvun potenssina.
Logaritmin arvo on télldin logaritmoitavan eksponentti

4. Laske a) log, a° b) logs 81 c) Ig 0,001 d) In \/E e) logg 4

17. Reaaliluvun esittaminen logaritmina
r=1log, a'

5. Mité on a) 3 kaksikantaisena b) 4 e-kantaisena c) -1 kymmenkantaisena logaritmina?

18. Funktio In x
on logaritmifunktio, jonka kantaluku on e

4.3. Logaritmien laskusaannot

1. logy a-b
=logxa +logy b

4.3.1. Sievenna a) log, 2x b) logs; 9a
2. Olkoon Ig 5 = a. Mité on Ig 50?

2. |ng a/lb
=logxa-logkb
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3. Sievennd a) log, a/4 b) Ig x/100 c) In e/a
4. Olkoon log, 3 = a. Mitéa on a) log, 1%

3. loga"
=n-logk a

5. Sievenna a) Ig x° b) In a” c) logy k°

4. logg a + logg b
=logk ab

6. Esitd yhtend logaritminaa)lg3+Igxb)In4+Inx+Iny

5. logk a - logg b
=logxal/b

7. Minka luvun logaritmiona)lgx-Ilg2b)In2+Int-Inu

6. n-logk a
= logy a"

8. Sievennd a) 2lgx +3lgyb) 3+ 3lg2 + 2Ilg a

7. Logaritmijarjestelméasta toiseen siirtyminen

_ log x

loga X = log, a

9. Olkoon log, 5 = a. Mitd on a) log, 5 b) log, 20 ?

8. 10- ja e-kantaisten logaritmien (liki)arvot laskimella

log] [logaritmoitava] — [arvo| Joissakin laskimissa alku eri jarjestyksessa HUOM! Laskimissa Ig = log

Luonnollisten logaritmien arvot samoin mutta korvataan [In] :lla

10. Anna kolmidesimaalinen likiarvo a) Ig 4 b) Ig 7 ¢) Ig 4500 d) In5 €) In 12,34

9. Muunkantaisten logaritmien (liki)arvot laskimella

_lgx

Kayta kaavaa 4.3.7 eli log, x = g a

11. Anna kolmidesimaalinen likiarvo a) log, 3 b) log, 5 ¢) loge; 89

4.4. Eksponentti- ja logaritmiyhtal6t ja epayhtalot

1. a" = &’ eli kaksi termi&, sama kantaluku
x =y eli kun termit eri puolilla yhtélda ja niilla sama kantaluku, niin eksponentit ovat samat

4.4.1. Ratkaise a) 2™ = 4 b) 4% = 8>
2. Ratkaise a) e =e’b) e =1c¢c)e*®=0
3. Ratkaise a) e** =5 b) 15e* =6 c) €' = 3"

2. a" = b’ eli kaksi termia eri kantaluku
Ota logaritmi molemmista puolista.
Eksponentin voit siirtda eteen tekijaksi.
Ratkaistaan ndin saatu 1. asteen yhtalo

4. Ratkaise a) 2° = 3 b) 4™ =5 ¢) 3 = 4%~

3. Yhtalo, jossa kolme termia , x:id vain samanlaisissa potensseissa
Merkitse taté potenssia y:lla ja korvaa ko. potenssit y:lla

Ratkaise saadusta yhtalosta y.

Laita y:n paikalle takaisin ko. potenssi ja ratkaise siita x.

5.Ratkaise a) (2°)° - 6-2°+8=0b) 9°-10-3* +9 = 0.

4. a* < @’ eli kaksi termia, sama kantaluku, kantaluku a > 1
& x <y eli eksponenteilla on sama jarjestys

6. Ratkaise a) 2% < 4 b) 3°* > [27
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5. a* < @’ eli kaksi termid, sama kantaluku, kantaluku 0 <a < 1
& x >y eli eksponenteilla on péainvastainen jarjestys

7. Ratkaise a) (¥2)°" > (¥2)” b) (¥2)7 < (¥4)*™

6. Epayhtald, jossa kolme termid, x:i& vain samanlaisissa potensseissa
Merkitse tata potenssia y:lla ja korvaa ko. potenssit y:lla.

Ratkaise saadusta epayhtéalosta y.

Laita y:n paikalle takaisin ko. potenssi ja ratkaise saadusta epayhtalésta x.

8. Ratkaise a) 4*- 27 >8b) 9*-4.3*+3<0

7. logk x = logy y

& x =y . Logaritmoitavat oltava positiivisia, joten tarkista taméa esim. sijoittamalla tai katsomalla kuuluuko

saatu ratkaisu yhtalon maarittelyjoukkoon..

9. Ratkaise a) Ig (2x - 3) = Ig (4x - 5) b) In(x* - 2x) = In(x + 4) ¢) 1 + 2log,x = log,(3x + 5)

8.lgx=a
JOKO kayta logaritmin maéritelmaa x = 10%
TAI muuta a logaritmiksi saannélla a = log 10? . Kayta taméan jalkeen edellista kohtaa 7

10. Ratkaise a) Iy (3x - 2) =1 b) In(2x-4) +1=0¢) 2log,x =3d) In (x-1)=2e) In (x-2)°=6
11. Ratkaisea)In (x-1)=In(5-x)b)In(x+1)=Inx+1

9. logyx<logky (k>1)

& X <y, joka ratkaistaan kuten myos maérittelyehdoista saatavat epayhtélét x >0jay >0
Tehd&an lukusuorataulukko, johon merkitdén edellisten kohtien toteutumisALUEET
Paatellaan milla alueella kaikki ehdot toteutuvat.

12. Ratkaise a) Ig (2x - 1) <lg(x+3)b)In (83x-2)-In(x-1)>1In2

10.lgx<a
Muuta a = Ig 10° ja ratkaise kuten edella 4.4.9

13. Ratkaise a) In(x - 1) > 2 b) Ig(x - 1) - lg(x - 2) > 1

4.5. Eksponenttifunktio y = e* ja sen derivaatta

1. e:n méaritelma
f(x) = €" on se eksponenttifunktio, jonka derivaatta nollassa on 1 eli f (0) = 1

2.17(0), kun f(x) = a"
=lna

3. D(e")
= eX

4.5.1. Derivoi a) f(x) = 2e* + 3x b) f(x) = €*-sin x c) f(x) = (€* + 1)°

4. D(e™)
AW e
=e™ . " (x)

2. Derivoi a) f(x) = e b) f(x) = e™ ¢) f(x) = e®** d) f(x) = ™ -x* e) f(x) = g::%g f) f(x) =\Je™ + 2

5. Derivaatan arvon laskeminen
Derivoi ja sijoita sen lausekkeeseen haluttu kohta

3. Laske f (1), kun a) f(x) = e - x* b) f(x) = * - sin nx

6. Tangentin kulmakertoimen laskeminen
kT =f ’(Xo)

4. Mika on kayran a) y = e b) y = x - e kohtaan x = 1 piirretyn tangentin kulmakerroin?

7. Derivaatasta saatavan yhtalon ratkaiseminen
Derivoi ja sijoita se haluttuun yhtal6on. TAman jalkeen ratkaise saatu yhtalo

5. Laske derivaatan nollakohdat, kun f(x) = e™ - 4x b) f(x) = e - 4e* ¢) f(x) = x* - ™
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6. Laske funktion f(x) = ¥2e* - e* - 2x derivaatan nollakohdat. (Vihje: merkitse e* = y)

8. Derivaatasta saatavan epayhtalon ratkaiseminen
Derivoi ja sijoita se haluttuun epayhtaléén. Taman jalkeen ratkaise saatu epayhtald.

7. Ratkaise epayhtald f (x) > 1, kun f(x) = x(e* + 1)

9. Kirjaimen arvon selvittdminen annetusta derivaattatiedosta
Derivoi ja tee annetuista tiedoista yhtalo tai yhtalopari kirjainparametrien arvon laskemiseksi.

8. Maarita a, kun f (1) = 2 ja f(x) = a-e”™ - 3x
9. Maérita a ja b, kun f(x) = e®™ + b seka f(0) = 2 jaf "(0) = 3

10. Monotonisuus

Funktio on kasvava, kun f “(x) > 0 ja = 0 vain yksittéisissa kohdissa.
Funktio on vaheneva, kun f “(x) < 0 ja = 0 vain yksittaisissa kohdissa.
Ratkaise tai tutki néin saatua epayhtaloa.

10. Milla valilla funktio f(x) = x* - e on kasvava?
11. Osoita, etta funktio f(x) = -e* + 3x + 4 on kaikkialla kasvava.

11. Aériarvo

1° Lasketaan kaikki mahdolliset &ariarvokohdat eli derivaatan nk, alueen reuna, funktion ja derivaatan
epajatkuvuuskohdat

2° Selvitetddn derivaatan merkki.

3° Hahmotellaan funktion kuvaaja derivaatan merkkien perusteella.

4° Paatellaan kuvaajan hahmotelmasta aariarvojen laatu

5° Lasketaan kyseiset &ariarvot.

12. Laske funktion f(x) = (x + 3)e™ aariarvo.

12. Suurin/pienin arvo

Lasketaan kuten muillakin funktioilla suurin ja pienin arvo.

JOKO 1° funktio on jatkuva suljetulla valilla, jolloin lasketaan kaikki arvot mahdollisissa &ariarvokohdissa
TAI 2° hahmotellaan funktion kulku ja paatelldan siitd mika on funktion suurin/pienin arvo.

13. Laske funktion f(x) = €" - 2x - 3 suurin ja pienin arvo valill4 [0,1].
14. Laske funktion f(x) = e - 2x +3 pienin arvo.

13. Aériarvoprobleema

Lasketaan kuten aiemmin: 1° lue tehtéava 2° piirra kuvio 3° mieti mika on maksimoitava suure, sille funktio 4°
valitse x 5° lausu muut osat x:n ja annettujen tietojen avulla 6° tee funktio maksimoitavalle suureelle 7° selvita
maarittelyjoukko 8° laske funktion suurin arvo talla valilla 9° pohdi jarkevyys 10° anna vastaus

15. Suorakulmion kaksi karke& on x-akselilla ja kaksi kayralla y = e™. Mika on alan suurin arvo?

14. Yhtalon ratkaisujen lukumaéaran selvittaminen
Jos funktio on jatkuva ja saa erimerkkiset arvot, niin naiden kohtien valilla on ainakin yksi nollakohta
Jos liséksi funktio on monotoninen, niin nollakohtia on tasmalleen yksi

16. Osoita, ettd yhtalolla e* + x = 0 on tasmalleen yksi ratkaisu.

15. Epayhtalon oikeaksi osoittaminen
Muutetaan epayhtalé muotoon VP > 0 ja tutkitaan vasemman puolen maarittelemaa funktioa.
Osoitetaan periaatteella: funktion pienin arvo on positiivinen = kaikki funktion arvot ovat positiivisia.

17. Osoita, etta epayhtald xe™ + 1 > 0 on kaikkialla tosi.

16. Raja-arvon laskeminen
Voidaan huomata, ettd raja-arvo on laskettava erotusosamaarasta.
Raja-arvo on silloin derivaatan arvo lahestymiskohdassa.

17. e:n toinen maaritelméa

e= Iim[1+1)
n— o n
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n
. a
18. lim (l—k—j - tyyppisten raja-arvojen laskeminen
n

nN— oo

Yritd saada kantalukuun 1 + 1/ ”jokin luku” ja tdma ”jokin luku” eksponentiksi.
Jos tdma "jokin luku” lahestyy aaretdnta, niin tdma osa lahestyy e:ta

. " 1Y 2Y'
18. Laske a) lim|1+= b) lim 1+2— c) lim|1+—
n n

n— o n— o n— oo n

19. D(a")
=a*-Ina

19. Derivoi a) f(x) = 5* b) f(x) = 6> ¢) f(x) = x" - 4"

4.6. Luonnollisen logaritmifunktion derivaatta

1. D(In x)

X |

4.6.1. Derivoi a) f(x) = 6In x b) f(x) = In é c) f(x) = InTx d) f(x) = In x°

2. Derivoi a) f(x) = x2 - In 3x b) f(x) = |£X3>S c) f(x)=In(e*+2)

2. Derivaattaan liittyvia yhtaloita ja epayhtaloita
Derivoi ja sijoita derivaatta yhtaloon tai epayhtaléon, ja ratkaise.

3. Laske funktion a) f(x) = x>+ In x b) f(x) = |£X3>$ derivaatan nollakohdat.

_ . Inx , . I _— i
4. Milloin funktion f(x) = ~ derivaatta on positiivinen, milloin negatiivinen?

3. Funktion monotonisuus
tutkitaan derivaatan merkeilla

5. Milloin funktio f(x) = In (x° + 3) - %2In x on vaheneva?

6. Milloin funktio f(x) = InTx - In(x - 2) on vaheneva?

4. Yhtalon ratkaisujen lukumaara
Siirry tutkimaan vastaavaa funktioa ja kayta nollakohtien olemassaolosta kertovaa lausetta.

7. Kuinka monta ratkaisua on yhtalolla 5x + In (x - 2) = 0?

5. Aariarvojen laskemista
Laske mahdolliset &ariarvokohdat (f":n nk jne.), f:n merkit, hahmottele kulku ja paattele aariarvo.

8. Laske funktion f(x) = In gx - 3) - 2x aariarvo.
9. Maarita funktion f(x) = x° - In x &ériarvo.

5. Funktion suurin ja pienin arvo

Jos funktio on jatkuva suljetulla valilla, niin silla on varmasti suurin ja pienin arvo.
Lasketaan mahdolliset &ériarvokohdat, funktion arvot néissé ja valitaan niista suurin.
Muussa tapauksessa tutki funktion kulkua ja paattele siitd mika voi olla suurin arvo.

10. Maarita funktion f(x) = x - In x suurin ja pienin arvo valilla [2,e]
11. Laske funktion f(x) = In x + In (2 - x) suurin arvo.

6. Funktion arvojoukon laskeminen
Lasketaan suurin ja pienin arvo. Arvojoukko on talldin vali [pienin, suurin]
Jos suurinta arvoa ei ole lasketaan raja-arvo, kun x lahestyy alueen reunaa.

12. Mika on funktion f(x) = InTx arvojoukko?
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7. Epayhtalon oikeaksi osoittaminen

Kaytetdan periaatetta: Jos pienin arvo on positiivinen, niin kaikki arvot ovat positiivisia.

13. Osoita, etté In x < x kaikilla positiivisilla x:n arvaoilla.

. . x-1 .. I . .
14. Osoita, ettd In x > B kaikilla x > 0. Milloin yhtasuuruus on voimassa?

8. D(X")
= ax®

15. Derivoi a) f(x) = X" b) f(x) = (2x + 1)° ¢) f(X) = (x* - 2x)°*"

Vastaukset esimerkkitehtaviin.

1.1.1. a) 6x - 2 b) 8x* + 2x - 15
2.1<x<6
3.a)1<x<2b)l<x<2
4.a)s(X) =2x + 3, u(x) = x°
b) s(x) = 2x, u(x) = sin x

c) s(x) = -x, u(x) = e

d) s(x) = 4x - 5, u(x) = f(x)
5.a)1b)2c)3d)le)lf)1
6.a) 1 b) 23

7.X=-%
8.a)8x-7hb)8x+7

C) 16x - 25 d) 4x + 9
9.a)4x*-1b)2x* +4x-1
C) x* + 4x3 + 6x% + 4x

10. a) \/x2 +6x+8

b)2\/x+2+x+2
11. u(s) = 4s° - 5s?, s(x)=2x+3

1
1.2.1.a) 8(2x- 2)°b
) 8(2x - 2) )\/m

44(2x - 3)
©) (4x +5)
2. a) -15 b) -24 c) ei tarpeeksi
tietoja d) 30
3 2x+ 1 95[5

"X +x 20
4.2) 36X + 43
6X +7
-(4x +1)
b) 2
2x + 1 (4x + 3)

5 2g3[2x +1+3)
Toy2x+1

6. 210
7.150x - 130

211.a)5b)7c)9
.a)3b)4

5

.a)3b)lc)2
.a)[3,4]b) [1,2]
.a)5b)1

.a)9b)4

.a)0b)1
9.a) ¥2x - 1% b) \x + 3

c)—\/x+3d)3x+4

10.a) 10°b) x* +1,x >0

ONOUTAWN

c)%-logzx

222.f12)=1
3.a)eib)onc)eid)on
4.a)eib)on

2.3.3.(2,2)

2.4.1. a) % b)%

2.- Y
1

3'5

2.5.1. a) % x* b) g(2x -
2. a) -Yax M b) -25(3x - 4)™°

3. a) —— b) —

21 e ay

4.a);b)%

4x(3x+ 1)

3.1.1.2)5b)30) % d) %
2. a) 57,3° b) 25,8° ¢) 30°
d) 72°

3. a) (0,1) b) (0,-1)

¢) (42 ¥2\[3) d) (42, -¥[2)
4. a) 90° + n-360°

b) 180° + n-360°

c¢) 30° + n-360°

d) 225° + n-360°
5.sina=0,6, cos a = 0,8
o =36,9°

6.8
7.sina=-0,8,cosa=-0,6
8. sin 150° = %5,

cos 150° = - ¥»\[3

10. a) 2n/3 b) 4n ) n/2
11.a)S=7,p=1
b)S=5p=-1

12. a) [-7,3] b) [-3%, - 2%4]
13.+/1-a°

14. 1

17.-a

18. -x + n-360°,

180° + x + n-360°
19.a
20. a) pariton b) parillinen c) ei
kumpikaan
21.a
22.-a
23.180° - x + n-360°,
180° + x + n-360°
24. a) \/1 -a’ b)-ac)-ad)-a
25. £50° + n-360°,
+130° + n-360°
26.cosx=-0,8,tanx=0,75
27. sin X = —o=, cos X = ——=

' \10° \10
28.sin x + \/§-cos X = 2sin(x +
m/3)
29.a)-0,6 b) 0,1(4 - 3\/3)
30.1
31. a) 0,96 b) -0,28 c¢) -0,96
32.alb
33.-0,2a
34.a) x4 +n-n/2
b) x #5n/6 + n-x
35. /3

3.2.1. a) x = 37° + n-360°,

X =143° + n-360°

b) x = 24° + n-180°,

X = 66° + n-180°

c) X =n-360°, x = 60° + n-120°
d) x = 10° + n-120°,

x = 150° + n-360°

2.a) x =-20° + n-180°,

x =110° + n-180°

b) x =n-72°, x = 180° + n-360°
3.a) x =+15° + n-360°

b) x =£18° + n-120°

c) X =n-90°

d) x =-15° + n-180°,
x=7,5°+n-90°

4. a) x = +£160° + n-360°

b) x = 60° + n-120°

5. a) x =50° + n-180°

b) x = 20° + n-90°

6.a) x =n-180°

b) x = n-180°, x = 45° + n-90°
7.a)x =290 + n-360°

b) x = n-90°

c) x =-30° + n-120°
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d) x =n-90° e) x = 18° + n-36°
f) x =30° + n-60°

8. a) x =47,6° + n-360°,
x =132,4° + n-360°

b) x =+120° + n-360°
C) X = 67,4° + n-180°

9. a) 45° + n-180°,

x =105° + n-180°

b) x = £54,7° + n-180°
C) x =-12,9° + n-60°
10. a) x =-45° + n-180°
b) x = -56,3° + n-180°
11. x = 45° + n-180°,

X =-18,4° + n-180°

12. x =-90° + n-180°,

X = *60° + n-360°

13. x =n-180°,

X = 26,6° + n-180°

14. a) x =90° + n-180°,
x =19,5° + n-360°,

x =160,5° + n-360°

b) x = n-120°

3.3.1. a) 2cos 2x b) 2sin x -

COS X €) 4sin 2x cos 2X

2.a) 2(x+sin 2x)(1 + 2cos 2x)

2XC0S 2X - sin 2X

b) >

3. @) -3sin x b) -3sin 3x

c) -3cos’ X - sin x

d) -9cos® 3x - sin 3x

4.a)cos’x-sin’x  b)

COS X -C0S 2X + 2sin 2X - sin X
cos” 2x

5.a)4(1 + tan® 4)9

b) 4tan® x(1 + tan X)

c) 16tan® 4x(1 + tan” 4x)

6. a) 2(1 + tan® 2x) - 3sin 3x

b) cosx «¢)

sin 2x(1+tan? x)-2cos 2xtan X
sin 2x

7.a)x=0,24 + n-1/3,

x=0,30 + n-n/3

b) X = 42,42 + n-2n

C)X=xn/8+n-n/2

8.a)x=0,64+nm

b)x=0,x=%n+nm

9.a=1
10.a=1,b=3
12.24/3-6

13.2

14.2) S=+/2,p=-1/2
b)S=2,p=-2

15.a)S=5,p=-5
b)S=13,p=-13

21.73,7°
22.63,4°
23.90°

24.99m

41.1.a)a>2b)a<1
c)3<ac<4

2. a) ]0,00[ b) ]2,00[ ¢) [3,00[ d)
[3,00[

3.0

4.a)1b)1lc)0

4.2.1.a)2°=8b) 10° =100
c)e‘=5

2.a) 6 b) 1% c) -1%
3.a)x>1%h)x<5
c)0<x<1
4.a)5b)4c)-3d)%e)2/3
5.a) log, 8 b) Ine*c)lg 0,1

4.3.1.a)1 +log, x b) 2 +logs a
2.a+1
3.a)logsa-1b)lgx-2
c)l-Ina

4.a-1
.a)2lgxb)-3nac)3

. a) lg 3x b) Ig 4xy

. a) ¥2x b) 2t/u

. a) Ig x*y* b) Ig 8000a”
.a)%ab)%a+1

10. a) 0,602 b) 0,845

c) 3,653 d) 1,609 e) 2,513
11. a) 1,585 b) 1,161

c) 1,067

© 00 ~NO O

4.4.1. a) % b) 2%

2.a) 3 b) 3¢) eiratk.
3.a)x=%(1+Inb)

b)x:%ln0,4c)x:#

n3
4. a) log, 3 b) Y2log, 5
c) log:, 48
b,ayx=1,x=2
b)x=0,x=2
6.a)x<3b)x<1Y%
7.a) x < 2b) eiratk.
8.a)x>2h)0<x<1
9.a)eiratk. by x=4,x=-1¢)
X =2%
10. a)x=4b)x:2+1/ze’1
Ox=2A22d)x=1+¢’
e)x=2+¢°

1
11.a)x-3b)x—e_1

91.1.4. Osoita, etta epayhtalo 3x* - 4x> + 1 > 0 on aina tosi.

91.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = sin® x b) f(x) = e™.cos x c)f(x) =

In x
B

12.a)2<x<4b)x>1
13.a)x>e2+l

b)2<x<2%

45.1.a)2e"+3
b) e*(sin x + cos Xx)
c) 2e*(e* + 1)
2.2) 2e” b) -e™¢) 282
d) x’e*(2x + 3)
-2e* - 20e™ + 18e™

e) (ebx + G)Z

363)(
L 2n/e¥+2
3.a) 2e”- 3 b) -ne
4.a)-1b)0
5,a)x=%In2b)x=1In2
c)x=0,x=-1
6.x=1In2
7.x>-1

5

8. Py
9.a=3,b=1
10.x>0,x<-2/3
12. min = -Y4e ™
13.S=-2,p=-2In2-1
14. 4
15.2/e
18.a) e’ b)/ec) e?
19. a) 5%In 5 b) 6*:3In 6
c) 434 + xIn 4)

4.6.1. a)gb)%c)s—lxd)g

2. a) X*(3In 3x + 1)
1-3Inx -1

b) X4 C 1+2ex

ax=ePpx=e”

4.pos. kun 0<x<e,

neg. kunx>e

5.0<x<1

6.x>2

7.1

8. max=In%-7

A
9.m|n—-2e

10.S=e-1,p=1

11.S=0

12. ] ,1/e]

14.x=1

15. a) nx"* b) 2e(2x + 1) ® ' ¢)
en(x’ - 2x)°"1(2x - 2)

Koetehtavia aiemmilta vuosilta
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[a) sin 2x b) -e™(cos X + sin X) c) 1_'X|2'ﬁ]

91.2.2. Laske funktion f(x) = e® * + 3x derivaatan nollakohta. Tarkka arvo ja 3-desimaalinen likiarvo.
[2-In3=0,901]

91.2.3. Maaritd ajab, kuny = e™® + b toteuttaa jokaisella x:n arvolla yhtdlony' =2y +8.[a=10,b=-4]

91.2.4. M&arité funktion f(x) = x + \/?( k&anteisfunktion derivaatta kohdassa x = 6.[ 0,8 ]
91.2.5. Laske funktion f(x) = x*-In x aariarvot. [min = - %]

91.2.6. Maarita funktion f(x) = 3-sin x + 4.cos x + 5 suurin ja pienin arvo (tarkka arvo). [S=10,p=0]
91.2.7. Milla vakion t arvoilla funktiolla f(x) =t +x-In x ei ole reaalista nollakohtaa? [t > e™ ]

92.2.1. Laske funktion f(x) = 2-x + cos 2x derivaatan nollakohdat.

92.2.2. Milla valilla funktio f(x) = x°e™ on kasvava?

92.2.3. Osoita, etta funktiolla f: R - R, x — €* + x on ka&nteisfunktio. Laske (f '1) "(1).

. - . 3
92.2.4. Osoita, etta kaikilla x > 0 on voimassa epayhtal® 2\/?( +1> 3\/?(
92.2.5. Milla vakion a arvoilla yhtalolla 3-In x + a = x° on tasmalleen kaksi reaalista ratkaisua?

92.2.6. Mika kayran y = e, missa a > 0, piste on lahinna pistetta (a,0)?

. Sin(2x—7z/6)—Y%
92.2.7. Laske lim .
x— 716 X—7m/]6

1.f'X)=2-2sin2x ; f'X)=0; 2sin2x=2 ;sin2x=1;2x=w/2+n2n;X=n/4+nn

2. f(x) = 3x°e™ - x’™ =x%e™*(3-x) ; fkasvava, kunf'(x) >0 ; Koskax’>0jae*>0
on fkasvava, kun3-x>0elix<3

3.f(x) = e* + 1 >0 = f on aidosti kasvava = f:lla on kaanteisfunktio
f(x)=1 ; e+x=1 ; Huomataan, etti yhtalo toteutuu, kun x = 0, silla e®+0=1

) W=Fg = F172

4.EY & 2\x+1- 3%& >0 Tutkitaan funktioa f(x) = 2y/x +1 - 33& =2x*+1-3x"
froo=x-x; 1 020; x? 3 x| O0%xPex x>0 ;x>1

fro-—-1+++

fiN 7 — pieninarvo =f(1) =2+1-3=0 Koska pienin arvo =0, on kaikki arvot > 0

5.3Inx+a=x>< 3Inx+a-x>=0 ; Tutkitaan funktioa f(x)=3-|nx+a-x3 i Mjx>0
fonJVAjaDVAMj:ssé.f‘(x):3/x-3x2:3(1-x3)/x ;F'(x)>0 11-x°20 ;x<1
fro+++1---

f: 72  ~N>=suurinarvo=f(l)=a-1

[im Clim

X 0 f(x)=-o ja X300 f(x) = - © , joten funktiolla on 2 ratkaisua, jos suurinarvo >0tsa>1

6. Olkoon kayran lahimman pisteen x-koordinaatti = x. =y = e*

d(x) =\/(x - a)° + (€™ - 0)°, joka on pienin, kun sen juurrettava on pienin

tutkitaan funktioa f(x) = (x - a)* + e ; f'(x) = 2(x - a) + 2a-e*®™ = 2x + 2a(e*™ - 1)
Huomataan, ettd f'(x) =0, kunx=0,f'(x) >0, kunx>0jaf'(x) <0, kun x <0, koska
kumpikin yhteenlaskettava 2x ja 2a(e®® - 1) on vastaavasti =, >ja <0 .

Siis funktion ja etdisyyden pienin arvo saadaan kun x =0jay=1. Piste = (0,1)

2 lim Sln(2X—7z/6)—1/2: lim sin(2x—z/6)—sin(2-7/6—x16) T f(x)—f(x/6)
x> 76 X—7m/]6 x> 716 X—ml6 x> /6 X—7m/16
=f'(n/6), kun f(x) =sin (2x - ©/6) ; f'(X) =2cos (2x - n/6) ; f'(n/6) = 2cos (2-7r/6-7c/6):\/§
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94.1.1. Derivoi a) f(x) = In (3x - 4) b) f(x) = €™ ¢) f(x) = sin 3x

94.1.2. Maarita vakio a, kun funktio f(x) = a-In (2x + 3) + sin 4x toteuttaa ehdon f' (0) = 1.
94.1.3. Milla valilla funktio f(x) = x2eX2 on kasvava?

94.1.5. Osoita, etta funktiolla f(x) = (x + 1)2 +Inx, x>0, on kaanteisfunktio f *. Laske (f 'l) ' (4).

94.1.8. Funktiolla f(x) = sin x + a cos x on &ariarvo kohdassa% . Maarita vakio a ja funktion arvojoukko.

94.1.9. Osoita, etta epayhtalo 2x° - 27\/?( + 31 > 0 on tosi koko méaarittelyjoukossaan.

94.1.10. Suihkukaivon altaan pohja on nelidn muotoinen, seinat pystysuorat ja tilavuus 4000 I. Seinat ja pohja
kaakeloidaan. Mitka arvot taytyy altaan leveydelld ja syvyydella olla, jotta kaakelia kuluisi mahdollisimman
vahan?

1.a)f(x) =In (3x - 4) ; f'(X) :3X3_4b) f(x) = e ; f' (x) =4.e*°

c) f(x) = sin? 3x = (sin 3x)%; ' (x) = 2-(sin 3x)" -cos 3x -3 = 6-sin 3x - cos 3x = 3-sin 6x

. 1 2
2.f(x)=a-In (2x + 3) +sin 4x ; f' (x) = sy 3-2 + 4cos 4x = 2x23 + 4cos 4x

f'(O):1;%+4cosoz1;2:,)—a+4-1:1;%:-3;a:-41/2

2 2 \ A 2 2 2 2 \
3. f(x) = x“-eX ; f (%0 =2x-eX +x%.eX .2x =eX .2x(1 + x°) ; fonkasvava, kunf'(x) >0
koska (1 + x2) ja eX ovat positiivisia, on oltava 2x >0 ;x>0

5.f) = (x + )% +Inx;f' (X)=2(x + 1) + % > 0, koska kaikki termit > 0 alueellax >0

Talloin f on aidosti kasvava ja silla on kdanteisfunktio.
f(x) =4 ; (x + 1)*+ In x = 4, josta huomataan, etta se toteutuu, kunx =1 (L +1)°+In1=2°+0=4
Koska f on aidosti kasvava, on x = 1 ainoa yhtalon ratkaisu.

8. f(x) = sin X + a-cos x on jva , dva eiké reunoja = &aériarvo on derivaatan nollakohdassa.
. . 3 1
f'(x) =cosx-a-ssinx; f'(%):o;cos%—a-sm%: ;52£-a-§:o;a:\/§

Funktion jaksollisuudesta seuraa, etta se saa kaikki arvonsa jakson aikana. Siis tutkitaan valia [0,2x]
Funktio on talla suljetulla valilla jva. Dva. Reunat O ja 2x.

. 1 - . 7
f'=0;cosx- \/§-sm x=0;tanx = % PX = % + n-1t, joista tarkasteluvalilla x = %ja%

0 =3 12m) =\B (%) =+ B2 =2 1 = v 3 (- ) = 2

Koska f on jva suljetulla valilla, se saa suurimman ja pienimman arvonsa seka kaikki niiden valilla olevat
arvot. Siis Aj =[-2,2]

9. 2x% - 27\/x + 31 > 0 ; Tutkitaan funktioa f(x) = 2x*> - 27/x + 31 . Mj: x>0

27  8x\x - 27 s s .o 3 5
f'(x)=4x- = f'>0;8x\yx=>27 ;64X > 277 ; 14X >3 x> 2V
M= 3 5= o Vx=27110 N ‘

fro-—- 2V +++
. . 81 5

f o~ _ 7 = funktion pienin arvo on f(2¥z) = 2.7¢ - 27-1%2+ 31 = g > 0.
Koska funktion pienin arvo on positiivinen , niin sen kaikki arvot ovat positiivisia.

. . . V 4
10. Olkoon pohjanelion sivu = x ; korkeus on = = —?(99

4 : 2 2¢-1
AX) =x* + 4-x-—())((z?g =2+ 16000x ;x>0 ; A(X) = 2x - 16000x2 = X522 > 6000
A'>0;2x>-16000>0; x*> 8000 ; x > 20

A':0---20 +++
A: N 7 = alaonpienin,kunx=20 Leveys=20dm=2m, korkeus=10dm=1m
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94.2.1. Derivoi funktiot a) f(x)=tan3x b) f(x)=€e*-sinx c¢) f(x)= InTx

94.2.2. Maarita a , kun funktio f(x) = a-sin 2x + cos x toteuttaa yhtalén f ' ( g) =3.

94.2.3. Milla valilla funktio f(x) = x-In x on vaheneva?

94.2.5. Osoita, etta funktiolla f(x) = x> + 2x° + 3x + 4 on kaanteisfunktio. Laske (f )" (10).
94.2.8. Laske funktion f(x) = 3 sin X + 4 cos x suurin ja pienin arvo.

94.2.9. Osoita, etta epayhtald € - x + 1 >0 toteutuu kaikilla reaaliluvuilla x.

94.2.10. Tasakylkisessa puolisuunnikkaassa erisuuntaisten sivujen pituus on 3a ja toinen yhdensuuntaisista
sivuista on 7a. Laske téllaisen puolisuunnikkaan suurin mahdollinen ala.

1. a) f(x) = tan 3x ; f' (x) = 3-(1 + tan” 3x) b) f(x) = e*-sin x ; f' (x) = e*-sin x + e*-cos x = e*(sin X + cos X)

1
Chx _X'X-l'lnx_l-lnx
c) f(x) = ” X)) = Ve =Tz
2.f(x) =a-sin2x + cos x ; f'(x) =2a-cos 2x - sin X

T n

f'(5)=3 :2acos3-sing=3; 2a%-%=3 ;a=3%

1
3.fx)=x:Inx ; MJ: x>0 ; f'(x):1-lnx+x-;:Inx+1

f on vahenevad, josf' (X)<0 ; Inx+1<0 ; Inx<-1 ;Inx<Ine* ;x<e' V: 0<x<e’

5.f(x) =x°+2x°+3x +4 ;f'(x) =5x" + 6x° + 3 > 0 ( koska kaikki yhteenlaskettavat > 0 ) ; f on aidosti
kasvava , joten kaanteisfunktio on olemassa.
10 on kaéanteisfunktion x , eli alkuperaisen funktion y ; x° + 23 +3x+4=10 ;x=1 (huomaamalla , ja
yksikasitteisyydesta seuraa, ettd x = 1 on ainoa ratkaisu.

A 1 1 _ 1
) 1) =F(5)"5+6+3 14

8. Jaksollisuuden perusteella voidaan tarkastella jotain jakson mittaista aluetta esim. [0,2x]
f(x) = 3sin x + 4 cos x on jatkuva suljetulla valilla. Dva .

f'(xX)=3cosx-4sinx;f'=0:3cosx=4sinx]||:4cosx ; tanxz%jollaonkaksiratkaisua

tarkasteluvalilla , 1 neljanneksessa x; ja lll neljanneksessa x;
sinin ja kosinin arvot naissa kohdissa saadaan kolmiosta

. 3. 4 . 3. 4
Sinx,=£jacosx;=¢ ; sinXs=-¢ jacosxs=-¢

() =35 +4825 ; () =3(D+4(D=-5:10)=4 ;f(2n) = 4

suurin arvo =5 ja pienin arvo = -5

9. Tutkitaan funktioa f(x) =e*x+1 , f'(xX) =e*x+e* x=e’(x+1) ; f'=0;x+1=0; x=-1
f':n merkit m&araa x + 1, koska €* > 0 x + 1 : n kuvaaja on nouseva suora, josta merkit
— -1 +++

f':
f:

N 7 = pienin arvo =f(-1) = e 1-(-1) +1=1- e’ 0 = kaikki arvot ovat positiivisia.

10. Olkoon kylkien projektiot pitemmalla kantasivulla = x , jolloin korkeus = \/9a2 - X% ja pitempi kantasivu =
7a + 2x

7at+7a+2
A(x) = B2 2a XJ9a7- X = (7Ta+ x9a’ - X 0<x<3a

- 2X (7a + x)x
AX)=1+9a - x"+(Ta+X) —F7—FF= = \/9::12 =X -
2\/9a2 -x° \/9a2 -x°

, 7a + X)X 7a + X)X > 2 2 2 2

A=0;\/9a2-x2- =0;\/9a2-x2= p9a”-X"=7ax+ X" 2X+7ax-9a" =0
\/9a2 -x° \/9a2 -x°

X_-7ai\l49a2+72a2_-7at11a

4 I ; X=a(taix=-4%a)

A(0) = 21a° ; A(a) = 16\/2a° ~ 22,6a° ; A(3a) =0 V: Suurin ala = 16\/2a*
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94.4.1. Derivoi funktiot a) f(x) = sin® x b) f(x) = In x> ¢) f(x) = '™
94.4.2. Maarité vakiot a ja b, kun funktio f(x) = a-sin 2x + b-cos 3x toteuttaa ehdot f (g) =-5jaf’ (g) =1

94.4.3. Maarita funktion f(x) = In (x + 2) + In (x2 + 1) derivaatan nollakohdat.

94.4.4. Osoita, etta funktiolla f(x) = €* + In(x + 1) , x > - 1, on kaanteisfunktio. Laske (f'l) "(2).
94.4.5. Mika on funktion f(x) = sin® x - sin x pienin arvo vélilla [0,2x] ?

94.4.6. Milla vakion ¢ arvoilla yhtalolla (x* - 6)e” = ¢ on reaalinen ratkaisu?

94.4.7. Mihin kayran y = e™ pisteeseen piirretty tangentti rajoittaa positiivisten koordinaattiakselien kanssa
alaltaan suurimman kolmion?

N

1. a) f(x) = (sin x)* ; f'(x) = 2(sin x)*-cos x = 2 sinx-cos x = sin 2x b) f(x) = In (x°) ; f'(x) = ;14- S2x=Z
o) fx)=e™™ ; ' (x) = e (-1) =- ™

x

2. f(x) = asin 2x + bcos 3x ; f'(x) = 2a-cos 2x - 3b-sin 3x
f'(%)=-5. 2acos%-3bsin£z-5.{
f'(g):l 2acos = - 3bsin 327: 1
-a=-4 ;a=4 ;@ -8+3b=1;3b=9 ; b=3

2a-%-3b1=-5 { a-3b=-
2a:(-1)-3b(-1)=1"' |@-2a+3b=1

3.f(x):ln(x+2)+ln(x2+1) ‘Mj:x+2>0jax’*+1>0 ts.[x>-2]

1 1 2x 1 2X 2 _ 2
f'(x)= X+2+—2— PP M=0 ot a1 =0 i s B X Fl=-2xT-4x
- +\/ -4+
3 +4x+1=0 ; 42N16-12 46‘2:x=-1taix=-%
_ X . ' — ><
4.fx)=€e"+In(x+1),x>-1; f'(x)=e"+377>0

Koska e >0jax+1>0koko Mj:ssa = f on aidosti kasvava =3f"
1onf™:nxelifn y. Ratka|staan x yhtalostaf(x) =1 ;e +In(x+1) = 1 josta huomataan, etta x = 0
toteuttaa yhtalon silla € + In (0O+1)=1+0=1. Koska f on aidosti kasvava on x = 0 ainoa ratkaisu.
1 1 1
(" (1)‘f(0)‘ 0, =1+1-2
O +1

5.f(x)=sin2x—sinx X € [0,2x]; f'(X) =2sin X - cosx—cosxzcosx(ZSinx—l)
(kaikki taulukosta)

f'(x)=0 ; cosx=0taisinx=%; x—2ta|x—32 talx—6ta|x ?
1_1 ./ 5¢,_1
5= =

(0)=0;120=0;1(5)=1-1=0;f(3)=1+1=2;1(F)=%-

NN

= Pienin = -

6. (X - 6)e2x =c ; (x°-6)e”™-c=0 Tutkitaan funktioa f(x) = (x° - 6)e™ - ¢, joka on JVA ja DVA
fr(x)= 2xe* +(x 6)e2" 2 = 2¢° (x + X - 6) , missa 2e”>0, joten sulkulauseke maarad merkin
f (x) 0;x*+x-6=0; x=2taix=-3 Kuvaaja on YAP, josta merkit

f':+4++-3---2 +++

f: 27 N_ 7

lim f(X) =« , joten funktio saa positiivisia arvoja

X—> 0

f(2) = - 2e*-c, joka on pienin arvo, ellei raja-arvo kun x — - o ole pienempi
lim f(X) =-c (x*-6>0jae*>0jatulo > 0)

X—> —©

Yht&lolla on ratkaisuja, jos pieninarvo <0 ; -2e*-c<0 ;c>-2¢’
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7. Olkoon sivuamispisteen x-koordinaatti = a , jolloin y-koordinaatti = e

y'=-e* ;kr=y'(@)=-e? ; Tang.yhtéaldy-e®=-e?x - a)
x-akselinlp:y=0=x=a+1 ; y-akselinlp:x=0=>y=e*@a+1)

Kolmion ala = A(a) = %- ga +1)-e?a+1)=%e?a+1)*,IVA kuna>0
A(@=%-(-1e%(a+1)+%-e? - 2@+1)=%e’(-a°-2a-1+2a+2)=%e?(l-ad)
sulut maaraa nk:n jamerkin. A'=0;1-a’=0 ;a’=1 ;a=+ 1. Kuvaaja AAP, josta merkit
A-—-—--1+++0+++ 1 ---

A I~ ~ N~ Suurin arvo saadaan , kun a = 1. Piste on (1,e™)

95.1.1. Derivoi a) f(x) = 2e” - €™ b) f(x) = x:In 2x ¢) f(x) = tan 2x - cos 3x

95.1.5. Osoita, etta funktiolla f: f(x) = % +e™! x>0, on kaanteisfunktio. Maarita (f '1)’(2).
95.1.6. Maarita vakio a siten, etta funktion f(x) = In x - 4x + a maksimiarvo on 5.

95.1.7. Etsi funktion f(x) = \/ﬁ( + \/Tl suurin ja pienin arvo.

. 1 . . .
95.1.8. Osoita, etta epayhtalo 2-\/?( >3- % ontosi koko maarittelyjoukossaan.

95.1.10. Kéayrany = et ja x-akselin valiin piirretaan kolmio, jonka eras karki on origossa ja kaksi muuta
karkea kayralla siten, ettd kantasivu on x-akselin suuntainen. Maarita kolmion alan suurin mahdollinen arvo.

1.a)f(x)=2e”-e* ; f'(x)=0-e*(-1)=e* ; b)f(x) =x:In2x ; £ (x)=1-In2x + x-% =ln2x+1
c)f(x) =tan2x-cos 3x ; f' (x)=2(1 + tan’ 2X) + 3sin 3x

5. f(x) = % +e™  fr(x) =- ;12 -e™ <0 = faid. Vaheneva = 3 f*

1 . s 1
fx)=2 ;5 + e =2, josta huomataan, etté yhtalo toteutuu, kunx =1 (7 +€° =1+ 1=2)
Ay L 1 1 1
(FY@=F~71T . 1-17 2
_I_e
1 1-4
6.f()=Inx-4x+a MI x>0 ; f'(x)=3-4=""+ X

. N . 1
Nim > 0, jolloin 0os. maaraa merkin. 1 -4x>0 ; x< 2

Kun f “:n merkki muuttuu + — -, on siind maksimi. f(*4) =In%-4-% +a=5 ; a=6+1In4

7.f(x):\/3—4x+\/2x-1 MJ:3-4x>0JA2x-120 ; X<¥MIAX>2Y2 ; Yo<X<¥.
f on JVA sulj. valilla, DVA (paitsi reunailla).

= et e ; 20 ;= + === =0
2/3-4x 2n[2x-1" "3-4x A[2x-1
2- 2x-1=\/3—4x||()2;4(2x-1)=3-4x;8x-4=3-4x;12x=7;xzé

f(a) =1 ; (%) =\" ; f(%):\[%‘L\[%:l?@*le@:lz@ ; Suurinzl/zxjé,pieninzlzé

1 x*-4/x

1 1 _ 1. |
8.24x23-3 © 24x+3-32>0. Tutkitaan f(x) = 2/x + 3 -3 ; x> 0. f (x)—2-2\/;(-;2— X

f70020 ; X2-x=0 ;X=X () x* =x||:x>0; xX* =1 ; x>1.
flo-—1+++
fiN 7~ = finpieninarvoonf(l)=2+1-3 =0, joten kaikki arvot > 0

10. Olkoon A:n x-koordinaatti = x (>0) = kanta = 2x & korkeus = y = e’ ™ = ™™
AX)=%-2x-e™=xe"™ , x>0 , A(x) = 1-e"™ +x-e"™(-1) = "1 - X)
A">0;1-x>0 (koskae'™*<0) ; x<1

Aonsuurin, kunx=1 ; A1) = l1et=1

95.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = sin 2x b) f(x) = e* ¢) f(x) = (In x)*

95.2.5. Laske funktion f(x) = 2sin x + cos 2x suurin ja pienin arvo.
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95.2.7. Osoita, etta epayhtalo e™ > 2x + 1 on tosi kaikilla x:n arvoilla.

95.2.9. Johda funktion f(x) = In x derivaatta kayttaen hyvéksi e*:n ja k&anteisfunktion derivoimissaantoja.

1.a) f(x) =sin 2x ; f'(x) = 2-cos 2x ; b) f(x)=e¥ ; f(x) = 3-e*

C)f(X):(lnx)2 ; f'(x):z,(mx)_%:ZI)r:x

5. f(x) = 2sin x + cos 2x on jaksollinen. Riittda tutkia jakson mittaista aluetta eism. x € [0,27]
fon JVA sulj. valilla. f "(x) = 2cos x - 2sin 2x ; f'=0; cos x =sin 2x ; cos X = cos (¥2x - 2X)

. . 2 .
X=Yom-2X+n2ntai X =-Yen + 2X + N2n; 3X =Yen + n2rn tai -x = -Yen + n2n ; X:%+n?ntalle/2n+n2n,

- R i 5t 3n T T 5% 3=
joista valilla X=g  X=% 5 X=5; f0)=1; f2n)=1 ; f(g):ll/z ; f(€)=1/2 ; f(7):-3

V: Suurin = 1%, pienin = -3

7.€%>2x+1 ;e™-2x-1>0 ; Tutkitaan funktioa f(x) = e™-2x -1 ; f'(x) = 2™ - 2

f7>0;2e%-2>0; e¥>1; e¥2e’; 2x20 ; x20

fro-—-0+++

f: ~ ~ = funktio on pienin, kun x = 0. f(0) = e’-2.0-1=0.Kun pienin arvo on 0, ovat kaikki arvot > 0

9.fx)=Inx ; :y=Inx ;f :x=lny ; y=e*; (f7)(x) =¢€"

PO G S S S |

96.1.1. Derivoi a) sin 2x b) (cos x)% ) x* d) e* &) In( + 1) f) </
96.1.2. Laske yhdistetyn funktion a) f o g b) g o f lauseke, kun f(x) = 2x - 1 ja g(x) = 3x - 2.
96.1.3. Laske funktion f(x) = x - cos x  derivaatan nollakohdat.

96.1.4. Olkoon funktiot f ja g: {1,2,3,4} — {1,2,3,4} siten, etta f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) =4, f(4) = 1, g(1) = 3, 9(2)
=4,9(3)=1jag(4) =2. Mita on a) (gof)(1) b) (fog)(2) c) x, kun (gof)(x) = 3 d) x, kun (fog)(x) = 4?

96.1.5. Laske funktion f(x) = In (¥2x - 1) kaénteisfunktion lauseke.
96.1.6. Laske funktion f(x) = x - " suurin arvo.

96.1.7. Osoita, etta funktiolla f(x) = x> - 5x* + 9x - 3 on kaanteisfunktio. Laske (f )" (2).
96.1.8. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = x + g - 3In x on kasvava?

96.1.9. Madrita reaalinen vakio a siten, etté funktion f(x) = €*™ + e minimiarvo on 2e\/e.

96.1.10. Osoita, etta epayhtalé cos x > 1 - 1%x* on voimassa kaikilla x:n arvoilla.

1. a) D sin 2x = 2cos 2x b) D (cos x)° = 2:¢cos x:(-sin x) = -2-sin X-Cos X = -sin 2x

) 2 4 .
c)Dx“=nx“1d)De4X=4e4Xe)DIn(x2+1)=;2+X—1f)D \Ix = D xM = v

2.a) (fog)(x) =f(g(x)) =f(83x -2) =2(8x-2) - 1 =6Xx - 5b) (gof)(x) = g(f(x)) = g(2x - 1) =3(2x-1)-2=6x-5

3. fx)=x-cosx;f'X)=1+sinx;f" xX)=0;1+sinx=0;sinx=-1;X=-Y%r+n-2xn

4. a) (gof)(1) = g(f(1)) = 9(2) = 4 b) (fog)(2) =f(g(2)) = f(4) = 1 ¢) (gof)(x) = 3; g(f(x)) = 3 g(f(x)) = 9(1)
f)=1;x=4d) (fog)(x) =4 f(g(x)) =4 f(9(x) =f(3) ; g(x) =3 ;x =1

5. fy=In(ax-1);e =Vx-1;e'+1=tex;x=2e"+2; f :y=2e"+2;f (x)=2e"+2

6. f(x) =xe™; f'(x) =1-e™+xe™(-1)=(1-xe™; f'x)>0;1-x>0;x<1
fro+++1---
f : 2 7 N = Suurinarvoonf(l)=1.e’=1
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7.f(x) = x> - 5x° + 9x - 3 ; f "(x) = 3x° - 10x + 9, jonka kuvaaja on ylosp. auk. paraabeli & D = 100 - 108 < 0 =
Kuvaaja x-akselin ylap. = f "> 0 = f kasvava = 3 f *
f(x) =2 x3-5x° +9x - 3=2; x>- 5x° + 9x - 5 = 0, josta huomataan, etta x = 1 on NK
RN S 1 21
() @=Fp~3-10+9° 2

4 . 4 3 _x°-3x-4 . ,
8.f(x):x+;-3lnx,x>0;f (x):l-;z-;:—xz— f kasvava, kun f “(x) > 0 eli OS > 0, koska NIM > 0

3+\9+16 3+5
> =

x2-3x-420;NK:x: > X =4taix=-1 KUV: YAP

f'o#++-1--)]0--4+++ = Vix>4

9.f(x)=e®™+e™: f' (x)=e*-e” ;: f >20;e™-e*>0;e*>e™;a+x>-x;2x>-a;x>-Ya
f': - -Yha +++

f N 7 = min=f(-%a)=e”+e?=2e"; min=2e\e;2e¥*?=2e%"%;e¥?=¢e";a/2=3/2;a=3

10. cos x > 1 - ¥5x° ; cos X - 1 + ¥ax° > 0 ; Tutkitaan funktioa f(x) =cosx-1+ vox°
f’(X) =-sin x + X, joka saa arvon 0, kunx =0

f” (x)=-cosx+1>0= f " onkasvava

=f>0,kunx>0jaf’<0,kunx<0

TS. f on pienin, kunx=0.f0)=1-1+0=0

Kun pienin arvo =0 = f(x) >0 V x.

96.2.1. Ratkaise yhtalo  a)cos 2x =1 b)4*=2* c)lgx+Ig(x-1)=Ig2

96.2.2. a) Derivoi funktio f(x) = x - € b) Mik& on derivaatan nollakohta? c) Milloin funktio on kasvava?
96.2.3. Olkoon f(x) = 3x + 4. Laske a)x, kunf™(x)=-1 b) f *(10)

96.2.4. Ratkaise yhtald f "(x) = 1, kun f(x) = x + sin x + cos x

96.2.5. Olkoon f(x) = sin x ja g(X) == - In x. Laske @) (g o f)(*2n) b) (fo g)(\/E)

96.2.6. Laske funktion f(x) = x* - In x &ariarvot

96.2.7. Osoita, etta funktiolla f on kaanteisfunktio ja laske (f )" (1) , kun f(x) = x* + 2x% + 3x + 7.

96.2.8. Laske funktion f(x) = 4-sin x + cos 2x suurin ja pienin arvo.

96.2.9. Osoita, etta In (x + 1) < x kaikilla x > -1.

96.2.10. Suunnistaja on menossa rastille, jolle han paasee juoksemalla suoraa polkua 600 m ja sen jalkeen

metsassa kohtisuoraan polkua vastaan 300 m. Hanen vauhtinsa polulla on 150 m/min ja metsassa 120
m/min. Millaista reitti& h&n paasee nopeimmin rastille?

l.a)cos2x=1;cos2x=cos0;2x=0+n-2x;Xx=nx
b) 4= 2%, (2% =2%; 2% =2"";2x=3-x;3x=3;x=1
C)lgx+Ilg(x-1)=Ig2;MIx>0JAx>1;lgx(x-1)=lg2;x(x-1)=2; X*-x-2=0

1iV1+8 1+3
X=""> =72

;X =2 (tai x =-1)

2. a) f(x) =xe”; f'(x) = 1e* + xe* = e*(1 + x) ; &> 0 = (1 + x) m&araa nk:n ja merkin
b)f'=0;1+x=0;x=-1c)fkasvava, kunf " >0;1+x>0;x>-1

3.a)f ()=-1;f(-1)=x=3:(-1)+4=1 b)f (10)=x;f(x)=10;3x+4=10;3x=6;x=2

4.f(x)=x+sinx+cosx;f'(x)=1+cosx-sinx;f=1;1+cosx-sinx=1
sinx =cos x |icos x;tanx=1;tan x =tan Yan ; x =Y + n-nt

5.a) gf(*am)] = g[sin Yer] = g[1]=m:in1=0 b) f[g(\/E)] = f[g(e%)] = f[r:In e%] =flnl] =sinY%en =1

1 .
6. f(x) = x> InxMJ: x>0 f ‘x) = 3x%In x + x3-; = x2(3ln X+1); X*>0= () méaaraé merkin

3ANx+1>0:INx>-1/3;Inx>Ine™: x>e™

fr:0-e"®++t

f: N~ 72 = Min=fe™)=e"%%n e"l'3=e'1-(-1/3)=%
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7.8) =x>+2x° +3x+7;f (X)) =3x*+4x+3;D=16-36 <0 & YAP = f~ > 0 kaikilla x = f kasvava = f:lla
on kaanteisfunktio
f)=1;X+2+3x+7=1; X2+ 2 +3x+6=0; X (x +2) +3(x +2) =0 ; (X’ +3)(x +2) =0 ; x=- 2
ENUO S 1 21

() W= =12-8+3°7

8. Jaksollisuus = voidaan tarkastella valia [0,2x], jolloin funktio jatkuva suljetulla valilla
f(x) = 4sin x + cos 2x ; f "(X) = 4cos X - 2sin 2X = 4¢0s X - 4sin X-cos X = 4cos X(1 - sin X)
f’=0;cosx=0taisinx=1;x=%n+n-ntaix=%n+n2n

f(0) =f(2n) =1 ; f(*2n) = 4sin Yan + cos t =4 - 1 = 3, joka on suurin arvo

f(1%%n) = 4sin 1%mn + cos 3 =-4 -1 = - 5, joka on pienin arvo

9.In(x+ 1) <x;In(x + 1) - x <0 ; tutkitaan funktioa f(x) = In(x + 1) - x ; MJ: x > -1

a1 _.1 x+1 1-x-1_ -x . .
)= i1 1o a1 x+1- x+1 ~xa 1 OS maaraa merkin ja NK:n

f’=0:-x=0;x=0;KUV: laskeva suora, josta merkit
f":+++ 0 ---
f : 72 ~ ~ = suurinarvo =f(0)=Inl-0=0 = Kaikki arvot <0

10. Olkoon lahtopaikka L, rastipaikka R, rastia lahinna oleva polun piste A ja polulta metsaan
kaantymispaikka K. Olkoon KP = x (satoja metreja) = LK = 6 - x ja KR =/9 + X

_6-X 5[9+x3 . . , R I 2X
T(x) = 15 + 12 , joka jatkuva suljetulla valilla [0,6] T "(x) = 15 + 2,4\/m2
T'=0: ﬁ = Ls 1209+ = 1,5x || 11,279 + X2 = 1,25x || ()7 9 + X2 = 1,5625%°

0,5625x*=9|; 0,5625 ; x* =16 ; X = 4
T(0) =6,5; T(6) =5,6 ; T(4) = 5%, joka pienin. V: Polkua 200 m, josta suoraan rastille

96.3.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 3cos 2x b) f(x) = x:In x ¢) f(x) = (&* + x)3

96.3.2. Laske yhdistetyn funktion a) g o f b) g o g lauseke, kun f(x) = X2 +2x + 3 jag(x) =3x +4.

96.3.3. Ratkaise yhtald f “(x) = 0, kun f(x) = 2x + cos 2x.

96.3.4. Olkoon funktiot f ja g: {0,1,2,3,4} — {0,1,2,3,4} siten, etta f(0) = 3, f(1) =0, f(2) =4, f(3) = 1jaf(4) =2
seka g(0) = 2,9(1) =4, 9(2) =1, 9(3) = 3 ja g(4) = 0.

Mitd on a) (fog)(1) b) (f "o g 7)(2) ¢) x, kun (g o f)(x) = 4?

96.3.5. Mika on funktion f(x) = e™** kaanteisfunktion lauseke?

96.3.6. Laske funktion f(x) = x* - aariarvot.

96.3.7. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = e¥ - 3ex on kasvava?

96.3.8. Osoita, ettéd " > 2x kaikilla reaaliluvuilla x.

96.3.9. Osoita, etta funktiolla f(x) = In (2x - 1) + x - 1, X > %2, on olemassa kaanteisfunktio. Laske (f '1)'(0).
Maarita funktioiden f ja f * kuvaajien leikkauspisteet.

96.3.10. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan paatepiste on origossa, suoran kulman karki positiivisella x-
akselilla ja kolmas karkipiste kayralla y = 2 - In x. Mik& on kolmion alan suurin mahdollinen arvo?

1. a) f(x) = 3cos 2x ; f "(x) = 3:(- sin 2x)-2 = -6sin 2x

b) f(x) =x:Inx; f"(x) =1:Inx + x-% =Inx+1c)f(x)= (€ +x)°;f (x) =3 +x)7° (" +1)

2.2) (g 0 H(X) = gIf(x)] = gIx" + 2x + 3] = 3(x" + 2x + 3) + 4= 3x" + 6x + 13
b) (9o 9)(x) =g[g(x)] =g[3x + 4] =3(3x +4) +4 = 9x + 16

3. f(x) = 2x + cos 2x; f(x) = 2 - sin 2x-2 = 2 - 2sin 2X
f'=0;2-2sin2x=0;2=2sin2x;sin2x=1;2x=Y%n+n2n;X=Yx+nxw

4.2) (fog)(1) =flg)] =fl4]=2 b)(f og )2)=f"g (1=f"0]=1
0)(goh(X) =4;9g[fx)]=4;glfx)]=9g[1]: f{x)=1;:x=3

5.fy=e™:2x+3=Iny;2x=Iny-3;x=%Iny- 1%
ftiy=%nx-1% ; f(x) = %Inx - 1%
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6. f(x) = x>-e¥; f "(x) = 2x-e¥ + x*-e¥.3 = e¥(2x + 3x%) ; €¥ > 0 = () méaaraa merkin
2X+3x°=0;x(2+3x)=0;x=0taix = % , Kuvaaja ylospain aukeava paraabeli
fro+++-2/3 --- 0 +++

f: 2 TN 2> MAX:f(-%):g-e'z MIN = f(0) = 0

7.f(x) = ™ - 3ex ; f (x) = 3e™ - 3e

fon kasvava, kunf >0:3e*-3e>0:3e¥*>3e:e¥>e:3x>1:x>

Wl

8.e" > 2x > e" - 2x > 0 ; Tutkitaan funktioa f(x) = e* - 2x ; f(x) = e* - 2
f>0;e-2>0;e">2;¢e>e"?;x>In2

f'i-—1In2+++

f: N~ _ 2 =fonpienin kunx=In2; fin2)=e"?-2n2=2-2INn2>0
Kun pienin arvo on > 0, niin kaikki arvot ovat > 0

9.f(x)=In(2x-1) +x-1,x>% ;f'(x) = 2 1+1.KoskaNIM:2x-1>0,onf’>0:>fkasvava:>3f'l

2X -
f(x) =0;In(2x - 1) + x - 1 = 0. Huomataan, ettd x = 1 toteuttaa (In 1 + 1 - 1 = 0)

-1y — — - =
C)YO=Fn~21+173
f:n ja f ":n kuvaajat ovat symmetrisia suoran y = x suhteen, joten niiden leikkauspiste on myds kummankin
suoran y = x kanssa syntyva leikkauspiste
{y:m(zg;i)ﬂ(_l;In(2x-1)+x-l:x;In(2x-1):1;ln(2x-l):lne
2X-1l=e;x=%e+1)=y.V:P=(%(e+1),Y%(e+1)

10. Olk. O = (0,0), B = kolmion kayrélla y=2 - In x oleva kérki ja A = B:n projektio x-akselilla.
Olkoon x = B:n ja A:n x-koordinaatti = kanta. Korkeus =y =2 - In x

AX) =Y2X(2-Inx) MJ: 0 <x < e’ A (X) =%(2 - In X) + ¥2x(-1/X) = %(1 - In X)

A >0;1-Inx>0;1>Inx;Ine>Inx;e>x

A0 +++e -

A: 7~ N~ = Asuurin kunx=e.A(e) =%e(2 - In e) =Ye

97.1.1. Derivoi a) f(x) = In (x2 +1) b)f(x)= E]éx c) f(x) = 2 tan 3x

97.1.2. Ratkaise yhtalot a) 2-sin x = cos x b) 2:3" = 5"

97.1.3. a) Laske funktion f(x) = x* + 9 kaanteisfunktion arvo kohdassa x = 1 b) Muodosta kaanteisfunktion
lauseke funktiolle f(x) = x> +9 .

97.1.4.Laskefogjagof, kunf(x)=2x+ 1jag(x) = x2. Milla x:n arvoilla (fog)(x)=(gofH)Xx) ?
97.1.5. Laske funktion f(x) = x? - In x suurin ja pienin arvo valilla [¥2,2].

97.1.6. Osoita, etta yhtalolla x - 3 + In (x - 3) = 0 on tarkalleen yksi ratkaisu. Mink& perakkaisten
kokonaislukujen valissa tama ratkaisu on?

97.1.7. Laske funktion f(x) = e* - 5e* + 4 aariarvot.

97.1.8. Osoita, etta funktiolla f(x) = x - 3sinx-mon k&anteisfunktio ja maarita taman kaanteisfunktion

derivaatta kohdassa 0.

97.1.9. Osoita, ettéa kayra y = \/?( on kayrany = In x + 0,6 ylapuolella.

97.1.10. Maantie AD on kohtisuorassa maantietd BC vastaan. D on tiella BC siten, ettd BD = CD = 12 km ja
AD =10 km. Mihin kohtaan M tiella AD on laitettava sahkdlinjan muuntaja, jotta suorien sadhkélinjojen
yhteispituus AM + MB + MC olisi mahdollisimman pieni?

1.a) f(x) = In(x* + 1) ; f'(x) = ;zzf—l b) f(x) = E]i- e f(x)=-2.e*
¢) f(x) = 2tan 3x ; f(x) = 2-(1 + tan’ 3x)-3=6(1+ tan’ 3x)
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2.a)2sinx =cos x || : 2cos x ; tan x =% ; tan x = tan 26,6° ; x = 26,6° + n-360°
b) 2:3*=5%||Ig();lg2-3*=1g 5 ;lg2+x1lg3=x:1g5;lg2=x-1lg5-x:g 3

g0y =192
x(IgS-Ig:B)-IgZ,X—Igsl3

3.a)f (M) =x;fx)=1;x°+9=1;x"=-8;x=-2

b)f:y:x3+9;x3:y-9;x:3\/y-9f'l:y:\Slx-9;f'l(x):\3/x-9

4. (fo g)(x) = f(g(x)) = f(x) = 2x" + 1; (g 0 H)(x) = g(f(x)) = g(2x + 1) = (2x + 1)°
2X°+1= 4x2+4x+1 2X°+4Xx=0;2x(x +2)=0;x=0tai x = -2

5. f(x) = x*In x on jatkuva suljetulla valilla [¥2,2], koska silloin x > 0. f DVA.

' (x) = 2x-In X + x*-(1/x) = 2x-In X + x = X(2In X + 1)

f=0;x(2INx+1)=0; (x= Otal)ZInx+1 0;Inx=-Y%; Inx Ine™ x e”
f(14) = Yaln % ; f(2) = 4ln 2 SUURIN : f(e”) = (67)%In e = e’-.(-15) = -Yhe™* PIENIN

6. x - 3 +In(x - 3) = 0; Tutkitaan funktioa f(x) =x - 3+ In(x - 3) MJ: x > 3
1°f(x) =1+ 1/(x-3) >0 = fonkasvava 2°fon jatkuva 3°f(3%) =% +In2=-0,19<0 4°f4)=1+Inl=
1> 0. Joten 1° - 4° = nollakohtia on tdsmaélleen 1 ja se on vdlilla [3,4]

7.f(x) = e™ - 5e* + 4 on JVA, DVA, ei reunoja ; f(x) = 2-e™ - 5.¢* = e*.(2*- 5)

f <0®e’(2e*-5)<0 ¢ 2e“-5<0 (koskae*>0) & e <2% & x<In 2%

f'; - In 2% +++

foN 7 = Minimiarvo = f(In2¥s) = e®™” - 5e"™* + 4 =6Y4 -5:2% +4=-2Y,

8.f(x):x-gsinx-n;f'(x):l-gcosxzo, (koska cos x <0) = fon kasvava = 3 f *

2 . . ) 2.
f(x)=0; x - § sin x - n = 0, josta huomataan, ettéa x = = on nollakohta. (n - 3sinn-©=0)

(YO == 2= 2"

1-§COSn 1+

allw

9. Kayray = \/?( on kayrany = In x + 0,6 ylapuolella, jos ensinmainitun kéyran jokainen y on suurempi kuin
samalla kohtaa laskettu jalkimmaisen kayrany. Ts. \/?( >Inx+0,6
Tarkastellaan funktiota f(x) =X - Inx- 0,6 ; MJ: x>0

1_x-x

, 1 . T : 2,2
fx)=—F-T= , jonka osoittaja maarad merkin. x - \x <0 ;x <X P X< |[rx>0;5x<1.
() X X xx J J Vx V11 () Il

fr:0---1+++
[ 7 =1(1) onpieninf(1) =1-0-0,6 >0 = kaikki arvot > 0

10. Olkoon MD = x. Matka m(x) = (10 - X) + 2 - \/X" + 144 , missa 0 < x <10
2X 2X

2\/x + 144 \/x +144

M (x) =0;2x=\X"+ 144 || ()?; 4x° = x* + 144 ; 3x* = 144 ; X° —48,x-4\/:_3

m(0) = 10 + 2:12 = 34 ; m(10) = 24/244 ~ 31,2 ; M(41[3) = 10 - 4/3 + 2 - \[192 ~ 30,8, joka pienin.
V: M on 6,9 km risteyskohdasta D

m(x) on jatkuva suljetulla valilla. m"(x) = - 1 +

97.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = tan ¥2x b) f(x) = xe'™ c)f(x)=In (3 -x)

97.2.2. Osoita, etta funktio f(x) = sin x + 2x on kasvava. Saako kyseinen funktio valilla [0,1] arvoa e?
97.2.3. Miké on kayrélle y = x - sin nix pisteeseen (1,0) piirretyn tangentin yhtal6?

97.2.4. Ratkaise yhtaléta) 2 - 4*=1b)2 -sin4x=1c¢)2-In4x=1

97.2.5. Laske funktion f(x) = 5 - 5ex + e aariarvo.

97.2.6. Mik& on funktion f(x) =5 - sin x + 12 - cos x suurin ja pienin arvo?

97.2.7. On funktiot f(x) = 3x - 2 ja g(x) = x? - 3. Muodosta yhdistetyt funktiota) fofb)fogc)gofd)gog.

97.2.8. Osoita, etta funktiolla f(x) = e* + 2x + 3 on k&anteisfunktio. Laske kaanteisfunktion derivaatta
kohdassa 4.

97.2.9. Osoita, etté epayhtalo 59& T oteutuu kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla.
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97.2.10. Mika kayréany = e, x>0, tangenteista rajoittaa koordinaattiakselien kanssa pinta-alaltaan
mahdollisimman suuren kolmion? Laske tdmé&n kolmion ala.

1. a) f(x) = tan ¥2x ; f'(x) = ¥2(1 + tan2 %4x)
b) f(x) = x-e™*; f(x) = 1.e™ + x-e"™*(L-x) =1 -x) ¢)f(x)=In (B-x);f(x) = 3—1X = ﬁ

2. f(x) =sin x + 2x ; f'(x) = cos x + 2 > 0 ( koska cos x > -1) = f on kasvava
f kasvava ja jatkuva = f:n arvot ovat valilla [f(0),f(1)] = [0,sin 1 + 2] = [0;2,84]
Koska e =~ 2,718 on kyseisella valilla, niin f saa arvon e.

3.y=x-sinnx;y=1-sinnx+x-n-cosnxX;kr=y(l)=sinn+n-cosnt=0+mn(-1)=-n
Tang. yht.:y-0=-n(x-1);y == - nX

4.8)2:4=1;4=%,;(2)=2",2%=2";2x=-1;x=-%

b) 2:sindx=1;sind4x=%; S|n4x sin 30°'4x:30°+n-360°tai4x:150°+n-360°
X =7,5° +n-90° tai x = 37,5° + n-90°
€)2:n4x=1;In4x=%;In4x=Ine”;4x=e”;x=Yse”

5. f(x) = 5e” - 5ex+e0nJVA, DVA, eireunoja. f'(x) =5e*-5e ; f">0;5"-e)>0;e">e;x>1
fro-—1+++
f:~ 7~ = Minimiarvo=f(1)=5e-5e+e=e

6. f on jaksollinen = voidaan tutkia yhté jaksoa, esim. [0,2x], jolloin f on jva sulj. valilla

f'(x) =5cos x - 12sinx; f=0;5cos x - 12sinx=0; 5 cos x = 12 sin x ||: 12cos x

5/12 =tan x . Kulma x voi olla I tai lll neljanneksessa.

Piirretdan suorakulmainen kolm|o jOhOI’l merkitdan kateeteiksi 5 ja 12. Pythagoraan teoreeman perusteella
saadaan hypotenuusaksi c?=5°+12°= 25 + 144 169 ;c =13

f(0) = f(2m) = 5:0 + 12:1 = 12 ; f(x;) = 513 + 12-132 = 13 suurin . f(xs) = 5:(- 13 ) + 12(- 32 ) = - 13 pienin.

7. (fof)(x)—f(f(x))—f(Sx 2) = 3£3x 2)-2= 9x 6-2= 9x 8
(fog)(x)—f(g(x))—f(x 3) = 3(x -3) 2 3x*-9-2=3x"-11

(gof)(x) = g(f(x))—g(3x 2)—(3x 2) 9x -12x+4 3= 9x -12x+1
(909)(X) = g(g(x) = g(x’ - )‘(X-3) 3 x*-6x°+9-3=x"-6x"+6

8.f(x)=e*+2x+3;f(x)=e*+2>0= fonkasvava = 3f *
f(x)=4;e"+2x+3=4;e"+2x =1, josta huomataan, etta x = 0 toteuttaa sen.

1 1
(t )(4)=ﬂ=E°+_2=§
i —>2<:>1x tx - % > 0. Tutkitaan funktloaf(x)-—x +x1/2—%

{x

f(X) = TgX -2 - ¥ox -3/2 = - = - f'(x)>0:x-9>0:x>9
(x) 18x 5 - YoX 18 \/;( > \/;( 18x \/;( (x) X X
f':0--- 9 +++

frN_ 7 :>Pieninarvoonf(9)—l 3+l 2—0:>Ka|kk|arvot>0

10. Olkoon kayréan plsteen x-koordinaatti = a. Tallom y= e 2 Ts. sivuamispiste on (a,e™?)

y=-e" ke = y ‘(@) = - . Tangentin yhtalo y - e = -e(x - a)

x-aks. Ip : -e* = -e"¥(x-a): 1=x-a.x=a+1. y—aks Ip:y=e"®+ae'®=(a+1)e'?

A(a) = Ya(a + 1)(a + 1)e'® = 1/2(a +2a+ 1)el 2

A'(a) =%(2a + 2)e1 a4+ 1/2(8. +2a+ 1)e 4-1) = et A1-a ) Sulkutekija maaraa merkin, koska eksp.fkt:t > 0
A=0:;1-a°=0;a==+1. Kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli

A (--- -1 +++ 0) +++ 1 ---

A 7 7 N = Suurin arvo on A(1) = ¥(2)(2)e’ = 2

Tangentin yhtdl6 on talldiny =-1(x - 1)+ 1 ;y=2-x

97.3.1. Olkoon f(x) = 2x + 3 ja g(x) = x* + 3. Muodosta yhdistetyt funktiot f o g ja g o f.
97.3.2. Ratkaisea) 2 - cos 3x-1=0b)2-In3x-1=0

97.3.3. Mik& on kayran y = e pisteeseen, missa y = 6, piirretyn tangentin kulmakerroin?
97.3.4. Ratkaise a ja b, kun f'(1) = 2e ja f(0) = e” seka f(x) = ax + e””

97.3.5. Laske funktion f(x) = x(1 - In x) aériarvo.




28 Pitka matematiikka. Kurssi 7. Differentiaalilaskenta 2.

97.3.6. Olkoon f(x) = tan 3x + In(2x + 1). Laske raja-arvo lmw .

97.3.7. Laske funktion f(x) = 2sin x + cos 2x suurin ja pienin arvo.

97.3.8. Montako ratkaisua on yhtalolla e* + 2x - 3 = 0?

97.3.9. Osoita, etta funktiolla f(x) = sin x + 2x on kaanteisfunktio. Laske (f ) (2n).

97.3.10. Puoliympyran (r = 2) halkaisija on puolisuunnikkaan toisena kantasivuna ja toinen kantasivu on

ympyran janne. Mik& on puolisuunnikkaan alan suurin mahdollinen arvo? (Ohje: Lausu pinta-ala kylkisivua
vastaavan keskuskulman avulla)

1. (fog)(x) = f(g(x)) =f(x* +3) = 2(x° +3) +3=2x"+9
(goHX) =gf(X) =g@x +3) = (2x +3)° +3=4x"+ 12X + 9 + 3 =4x° + 12x + 12

2.a)2-cosBx-1:0;2-c033x:1||:2;cos3x:1/z;cos3x:00560°;3x:i§0°+n-§60° )
X=+20°+n-120° ; b)2-IN3x-1=0;2-IN3x=1][:2;In3x=%;In3x=Ine”;3x=e”;x=e"/3

3.y=6;e°=6__; y=e';y=¢" ; kr=y (@ =e"=6

- _ _ b-l:
4.f(x)=ax+e”™ ; f'(x)=a-e™; {f(l)—Ze_{a © 2eb:2;a—e1:2e;a:3e

f0)=e® ' le’=e

5.fx) =x(1 - Inx) MJ: x>0 ; fon JVA, DVA,eireunoja;f'(x):l(l-lnx)+x-(-%)zl-lnx-lz-lnx

f'X)>20;-Inx>20]-(-1);Inx<0;Inx<In1;x<1
fro0+++1 -
f: 7 7 N = Maksimi=f(1)=1(1-In1)=1

2
— . - 2
6.f(x) =tan 3x +In(2x + 1) ; F'(x) =3(1 +tan” 3x) + 5 11

. f(x)-f©0) . f(x)-f@O _ )
1@3 » _gr(]) <=0 =f(0)=3(1+tan"0) + 55 1

=3+2=5

7. f(X) = 2sin x + cos 2x. Jaksollisuus = voidaan tarkastella vélia [0,27]

f on JVA sul;. valilla. F DVA. f'(x) = 2 cos X - 2sin 2x
f’=0;2cos x =2 sin 2x ; cOS X = Sin 2X ; c0S X =2 sin X COS X || : cOS X

cos x=0tai 1 =2sinx; cos x =0 tai sinx =% cos x = 0 tai sin x = sin /6

X =Yem + nr tai X = n/6 + n2x tai X = 57/6 + N2, joista valilla Y2r, 1Y, /6 ja 51/6
f0)=f2rn)=2.0+1=1;f(Yen) =2-1 + (-1) =1 ; f(1%%r) = 2-(-1) + (-1) = -3

f(n/6) = 2% + Y2 = 1Y% ; f(5n/6) = 2-%2 + Y2 = 1% V. Suurin = 1%, pienin = -3

8. e* + 2x - 3 =0 ; tutkitaan funktioa f(x) = € + 2x - 3

f'(x) =e*+ 2> 0= fon kasvava = f saa jokaisen arvonsa tasmalleen kerran.
fIVA&T(0)=1+0-3=-2<0&f(2)=e”+4-3=¢e’+1>0= flla on ainakin yksi nk.
Siis: f saa arvon nolla tdsmélleen kerran ts. yhtalolla on tdsmalleen yksi reaalinen ratkaisu

9. f(x) = sin x + 2x ; f'(x) = cos x + 2 > 0 (koska cos x > -1) = f on kasvava = 3 f 1
f 1(2n) = x ; f(x) = 27 ; sin X + 2x = 21, josta huomataan, etta x = & on sen ratkaisu ja koska f on kasvava niin
X = 7t on ainoa ratkaisu.

Ay 1 1 1
(7 )(2“)_f'(n)_c05n+2_—1+2_

10. Piirretdaan lyhemman kantasivun paatepisteesta sade ja korkeusjana.
Suorakulmaisesta kolmiosta saadaan h = 2sin x ja kanta = 2-2cos x

A(X) = %(4 + 4cos x)2sin x =4sin x + 4 sin X cos X =4 sin X + 2 sin 2x, 0 < X < %n
A(x) on jva sulj. valilla. A"(x) = 4 cos x + 4 cos 2x

A'=0; cosS 2Xx =-C0S X ; COS2X=C0S (m-X) ; 2X =7 - X + nN2n tai 2Xx = -t + X + N2xn

X = n/3 + n2n/3 tai X = - & + N2, joista tarkasteluvalilla on x = /3

A(0) = 0, A(¥en) = 4 ; A(/3) = 4sin /3 + 2sin 21/3 = 4-Y[3 + 2-Y2\[3 = 31[3, joka suurin

98.1.1. Derivoi funktiot a) f(x) = sin 3x b) f(x) = (e")2 c)f(X)=x-In(2x + 1)
98.1.2. Olkoon f(x) = X + X ja g(x) = In x. a) muodosta (f o g)(x) b) derivoi funktio (f o g)(x)
98.1.3. Milloin funktio f(x) = e* — 3¢*** on kasvava?

98.1.4. Funktiolla f(x) = x* — 4 , missa x < 0, on kaanteisfunktio. Muodosta f '1(x). Laske f "1(5).
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98.1.5. Osoita, etta yhtalolla xe” - 1 = 0 on tasmalleen yksi reaalinen ratkaisu, kun x > 0. Etsi perustellen sen
yksidesimaalinen likiarvo.

98.1.6. Laske funktion f(x) = x? - In x ariarvot.

98.1.7. Osoita, etta funktiolla f(x) =In ( 1 — x ) — In x on k&&nteisfunktio. Laske kaénteisfunktion derivaatta
kohdassa x = 0.

98.1.8. Osoita, etta \/§sin X — c0s x < 2 kaikilla x:n arvoilla.

98.1.9. Kayralle y = e* piirretdan kohtaan x = a tangentti ja normaali. Maarita luku a siten, etta naméa suorat
rajoittavat x-akselin kanssa kolmion, jonka ala on 15.

98.1.10. Vaakasuoralla alustalla olevan pydrean tornin sisdhalkaisija on 3 m. Kuinka korkea tulee tornin oven
vahintaan olla, jotta ovesta voitaisiin tuoda 7 m pitka tanko? Tornin ovi ulottuu maahan asti.

1. a) f(x) = sin 3x, f "(xX) = 3-cos 3x b) f(x) = (ex)z =X T = 2%
€) f(x) =x-In (2x+ 1), f°(x) = 1-In (2x + 1) + X'ﬁ =In(2x+1) + zxzi 1
1 1 1

2.2) (Fog)(x) =f(gx) =fnx) =(nx)2+Inx b) (Fog)(x)=2-Nx=+>==(2Inx+1)

X X X
3.f(x) = e = 3e*"; f'(x) = 3e* - 3e""" = 3(e¥ - &)
fonkasvava, kunf >0;e¥—e'>0:e¥>e!:3x>x+1;2x>1 x> %

4.f:y:x2—4,x<0(y>-4);x2:y+4;x:i y+4,x<0;x=-4y+4

f'l:y:-\/x+4,x>—4,y<0;f'1(x):-\/x+4,x>-4;f'l(5):-\/5+ =-3

5. xe” — 1 = 0 ; tutkitaan funktiota f(x) = xe™ — 1, joka on jatkuva, f(0) = -1, f(1) = e -1 >0
joten f:ll& on ainakin yksi nollakohta, joka on valilla 0 <x <1
f'(x)=1-e*+xe®2=e"1+2x)>0, koskae*™>0jal+2x>0silax>0

f on aidosti kasvava ja saa jokaisen arvonsa kerran. Taten myds nk saadaan kerran.
Haarukoidaan vali pienemmaksi f(0,5) = +0,36 , f(0,4) = -0,10, f(0,45) =+0,1 V:x=0,4

6. f(x) = x*-Inx , x>0, on jva, dva, ei reunoja. f "(x) = 2x-In x + x* - %: x(2In x + 1)

f >0:x@Nx+1)>0;(x=0tai)2nx+1>0;Inx>-%;Inx>Ine”;x>e™
f':0 e +++

f: N~ 2 = minimife”) =("*n e%:e'l-(-l/z):-%

7.f(X)=In(1-x)—=InXx;MJ:1-x>0JAXx>00<x<1
-1 1 o L : . -
f'(x) = Tox xS 0, (nimittajat logaritmoitavina positiivisia) - f aidosti vaheneva > 3 f !
f(X)=0IN(L-XxX)—=INx=0INQ1-X)=N"x@1-Xx=x2X=1&x=%
1 1 1 1

=1\~ — — —
CYO=Fepn~1 17 2-2 "3
%

8./3sin x — cos x < 2 <> [3sin x — cos X — 2 < 0 ; Tutk. f(x) =/3sin x — cos x — 2

Koska jakso on 2m, voidaan tutkia funktiota valilla [0,2x] f on JVA sulj. valilla

f(x) =+/3cos x + sin x ; f = 0;4/3cos x + sin x = 0 ||: cos X

\/§+tanx:0;tanx:tan 21/3 ; x = 27/3 tai X = 57/3

f(0) = f(2n) = -1- 2 = -3 ; f(2n/3) =[3-%2[3 - (-%2) - 2 = 0 ; f(5n/3) =[3-(-¥2[3) - Yo -2 = -4
Taten suurin arvo on = 0 ja siis kaikki arvot <0

9. Piste (a,e®);y =€";kr=y (@) =e* TANG:y—-e®=e’(x—-a);y=0>x=a-1
NORM:y—e®=-e®(x—a);y=0->-e*=-e®x—-a)| - (-e%);e=x—a;x=a+e®
Kolmion kanta = a + e**— (a— 1) = e+ 1. Korkeus =y = e°,
Ala=15;%(e®+1)-e*=15;e?+e*=30; ()’ +e*=30. Merk. e* =z

z° +2 =30, josta huomataan, ettaz=3;e°=3 ;a=In3
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10. Olkoon tangon ja maan valinen kulma x ja tangon paé peréseinassa.

Tornin sisélla on osa a ja ulkona 7 — a. Sisapuolen kolmiosta trigonometrialla a = 3/cos x

h = tangon korkeus oven kohdalla = (7 — a) sin x = 7sin X — 3/cos x - sin x. Etsitddn mika on suurin korkeus.
h(x) = 7 sin x — 3 tan x ; h"(x) = 7 cos X — 3/cos’ x = (7cos® x — 3)/cos® X

h">0;7cos’x—3>0;cos x> \[3/7 ; x < 41° koska kosini on vaheneva valilla [0°,90°].
h':+++41° ---
h: 2 = ~ = suurin korkeus on h(41°) = 7-sin 41° - 3-tan 41° = 1,98 (m) V: 2 m korkea oviaukko

98.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = cos 4x b) f(x) = (€)* ¢) f(x) = (2x + 1) - In x

98.2.2. Milloin funktio f(x) = " — x on véheneva?

2
98.2.3. Laske funktion f(x) = x)i 1 aariarvot

98.2.4. Kayrélle y = e” piirretaan kohtaan x = 1 tangentti ja normaali. Missa pisteissa ne leikkaavat y-akselin?.
Mik&a on naiden suorien ja y-akselin rajoittaman kolmin pinta-ala?

98.2.5. Olkoon f(x) = ax + b. Maarita a ja b, kun f(1) = 2 ja f (3) = 4. Muodosta f *(x).
98.2.6. Laske funktion f(x) = sin 2x — 2 sin x suurin ja pienin arvo.

98.2.7. Olkoon f(x)= e*ja g(x) = In x. Muodosta a) (fog) (x) b) (gof) (x)
¢) Ratkaise yhtal6é (fo g) (x) =(g o f) (X)

98.2.8. Osoita, etta funktiolla f(x) = sin 2x + 2x on kaanteisfunktio. Laske kaénteisfunktion derivaatta
kohdassa x = 2x.

98.2.9. Osoita, etta yhtalolla xe®—1=0 on tasmalleen yksi reaalinen ratkaisu.

98.2.10. Osoita, etta epayhtald sin x + cos x < \/E on tosi kaikilla x:n arvoilla.

1. a) f(x) = cos 4x ; f '(x) = -4-sin 4x  b) f(x) = (€)* = e”™; f(x) = 2-e™
) fX)=@2x+1):Inx;f' X)=2:Inx+ (2x +1) - 1/x

0;st

2.f(x) =e* - x;f’(x) =e*- 1. Funktio on véhenevd, kunf " (x) <0 ; €-1<0 ; e"<1 ; e'<e
y

Z 2
3.1(x) = g MJ: x = 1, jolloin f on JVA ja DVA. f“(x) = ZX(X(); _1)1511 X - (’; 12)’§

nim>O:osoittajamaéréamerkin:NK:x2-2x:0;x(x-2):O;x:0taix:2. KUV: YAP
f'i+++0---1--2+++
f: 72 7NN 72 = MAX=f0)=0, MIN=f(2)=4

4. y=e“Pistex=1;y=e"'=1;P(Le) y=€e“;kr=y(L)=e'=e;ky=1le
T:y-e=e(Xx-1);y-e=ex-e;y=ex;N:y-e=1/e-(x-1);y=1/e -x+e- 1le
y-akselin leikkauspisteet : yr =0 ;yy=e - 1/e; kanta=yy-yr =€ - 1/e ; korkeus = 1
A=Y(e-1le) - 1="Y(e-1le)

f(1) =2 .{f(1)=2.{a+b=2 | G b=
5.{f.§(3):4, f4)=3 lda+b=3|.1 +3a=1;a=13;1U3+b=2;b=53

f:y:1/3-x+5/3||-3;3y:x+5;x:3y-5;f'l:y:3x-5;f"l(x):3x-5

6. f(x) = sin 2x - 2sin x. Jaksollisuuden perusteella voidaan tutkia vain yhta jaksoa [0,27], jolloin funktio on
jatkuva suljetulla valilla ja saa siis suurimman ja pienimméan arvonsa. DVA

f (x) =2cos 2x - 2cos x ; f "(x) =0 ; 2c0s 2x - 2cos x = 0 ; cOS 2X = COS X

2Xx =X+ n-2ntai 2x =-x + n-:2n ; X = n-2n tai X = n-27/3

f(0) = f(2n) = 0 ; f(2n/3) = sin 4n/3 - 2sin 21/3 = -Y\[3 - 2.Y\[3 = -1%\[3 pienin

f(4n/3) = sin 8n/3 - 2sin 4n/3 = ¥n[3 - 2-(-¥n\[3) = 1¥»\3 = suurin

7.2) (0 )00 = f(g0) = () = > ™ = ™ =, Ma: x>0
b) (g 0 H)(x) = g(f(x)) = g(e™) = In e = 3x
c)fog)(X)=(gofx) ;x> =3x|:x;x*=3tai (x=0);x=+/3
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8. f(x) = sin 2x + 2x, f "(x) = 2cos 2x + 2 > 0, koska kosinin arvot > -1

Talloin f on aidosti kasvava ja silloin silla on kdanteisfunktio

f(X) = 2n ; sin 2x + 2x = 2x. Yhtalostd huomataan, ettd sen ratkaisu on x = n. Koska f on aidosta kasvava se
saa jokaisen arvonsa kerran, ja siis tama on ainoa ratkaisu.

1
(= f(n) 2cos 2n+2 =

9. Tutkitaan funktioa f(x) = xe™ - 1. Kun x < 0 ja e > 0, on f(x) < 0. Ei ratkaisua, kun x < 0
Tutkitaan vain aluetta x > 0. f (x) = e + x-2e™ = e®(1 + 2x) > 0 talla alueella

f on aidosti kasvava ja saa siis jokaisen arvonsa vain kerran

f(0) =-1jaf(1) = e”- 1> 0jafon JVA = flla on ainakin yksi nollakohta

Taten f:l1& on tdsmalleen yksi nollakohta ja siis yhtélolla tismalleen yksi ratkaisu.

10. sin x + cos X - \/5 < 0. Tutkitaan funktioa f(x) = sin x - cos x - \/E

Koska f on jaksollinen, voidaan tutkia jakson mittaista aluetta [0,2x].

f on jatkuva suljetulla valilla, jolloin se saa suurimman ja pienimman arvonsa
f'(x)=cosx-sinx:f'=0;cosx-sinx=0;sinx=cosx;tanx=1;x=Yan+nn
f0)=0+1-42=1-2<0;f2n)=0+1-/2<0

f(Vam) = Y2 + Y2 -2 = 0 ; (%) = -vn[2 Y2 -\[2 = -24[2 <0

Siis suurin arvo on 0, joten kaikki arvot < 0 ja siis epayhtal6 on aina tosi

X

e
2-¢

99.1.1. Derivoi funktio a) f(x) = sin 2x + 3 cos 4x b) f(x) =

99.1.2. Olkoon f(x) = sin 2x ja g(x) = %™ . Muodosta funktiot fo gjag o f.

99.1.3. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = x + €™ on kasvava?

99.1.4. Osoita, etta funktiolla f(x) = x> + 4x + 6 on kaanteisfunktio ja maarita (f )’ (1).

99.1.5. Laske funktion f(x) = sin x + cos x derivaatan nollakohdat

99.1.6. Funktioiden arvoa voidaan arvioida Maclaurinin polynomien arvojen avuIIa kun x on l&hella kohtaa
x = 0. Maclaurinin polynomeilla on seuraavat ominaisuudet :T(0) = f(0), T ’(0) =f’(0), T ”(0) = f ”(O) T°(0) =
f7(0), jne. Maarita funktion f(x) = €™ kolmannen asteen Maclaurinin polynomi T5(x) = ax® + bx® + cx + d. (Ne,
joilla on graafinen laskin piirtak66t molempien funktioiden kuvaajat valilla [-3,3])

99.1.7. Maarita positiivinen vakio a siten, etta kayra y = In ax sivuaa suoraa y = 2X.

99.1.8. Maarita funktion f(x) = e*(x” - 3) aariarvot.

99.1.9. Osoita, etta epayhtald In x < x * on tosi kaikilla x > 0

99.1.10. Vaakasuora katto on 3 m korkeudella ja sita vasten laitetaan 5 m pitkat tikkaat niin, etta tikkaiden
yldosa menee mahdollisimman kauas katon reunan yli vaakasuorassa suunnassa. (Arvellaan, ettd nain

tikkaat ovat tukevimmin paikoillaan) Mihin kulmaan maan pintaan nahden tikkaat on asetettava? Seina on
tietysti pystysuorassa ja maan pinta vaakasuorassa.

1.a) f(x) = sm 2x+ 3 cos 4x;f’'(x)=2cos 2x - 3-4 §in 4)(2: 2 cos 2x - 12 sin 4x
e’(2 - e) (e)e 28" -eT+e”  2e"
b) f(x) = 5 ex ;F(x) = 2-e) =T 2-0F  (2-67

2. f(x) = sin 2x, g(x) =%e™ . (fo g)(x) = f(g(x)) = f(*2e™) = sin (2-%2e™) = sin e™

(gof)(x) = g(f(x)) = g(sin 2X) = ¥e™
3.f(x) = x+e . fon kasvava, kunf(x)>0 1+eX-1)>0;1> e*;e’>e*;0>-x;x>0

4.f(x) = x° +4x+6 f(x)—3x +4>0=fkasvava=3f*

fx)=1; x> +4x+6 1;x*+4x+5=0, josta huomataan, ettd x = -1 on sen ratkaisu
1 1

()= f(l)_3(1) 477

5.f(x)=sinx+cosx;f’(x)=cosx-sinx;f’(x)=0;cosx-sinx=0
cosx=sinx|l:cosx;l=tanXx;tan¥mn=tanX;X=%mn+nn

6. f(x) = el’“ F(x) = vee™ £ 7(x )‘(1/g2 L ET(x) = ()™

T(X) = ax® + bx® +cx+d , T (x)—3ax +2bx+c T”(x)—6ax+2b T’(x) = 6a
T(O)—f(O) d=e’=1; T'(0)=f'(0);c=%e"="% ; T "(0)=f"(0);2p=%:b=1/8
T"(0)=f"(0); 6a = ()€’ = 1/8 : 2 = 1/48 V: Ta(x) = 1/48 - x* + 1/8 - x* + Yox + 1
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7.y=2xontangenttikr=2;y=Inax;y’ =kg; % =2 ;x=%=y=2-%=1(koska sivuamispiste on

suoralla y = 2x) = sivuamispiste on (*2,1)
Koska sivuamispiste on myds kdyrén piste. Ina-2=1;In%a=Ilne;%a=e;a=2e

8. f(x) = e(x" - 3) ; fon JVA, DVA, ei reunoja. f '(x) = e*(x" - 3) + € - 2x = €*(x° + 2x - 3)
e* >0, joten x* + 2x - 3 maaraa nollakohdan ja derivaatan merkin

2+ \4+12 -2+4
5 -

5 I X= 1 tai x = -3 KUV: yléspain aukeava paraabeli

x2+2x-3:0;x:

for+++-3-—-1+++
f: 2 7N 7 = Max=1f(-3)=6e”jamin=1f(1) = -2e

1, 1, - . 1, l
9.In x <x”* & In x - X < 0. Tutkitaan funktiota f(x) = In x - X", f'(x) = 5

1 _2 _
2X7 T2x T2x T 2x
joten osoittaja maaraa merkin 2 -1/x =0;2>4/x ;4>x
f':0+++4 -
f: 0 2~ = suurinarvoonf(4) =In4-2<0. Koska suurin arvo <0, ovat kaikki arvot <0

10. Olkoon tikkaiden maassa oleva piste A katon reunaa sivuava piste B ja ylin piste C seka seinédn ja maan
leikkauspiste D. Valitaan x = tikkaiden ja maan valinen kulma

1 1 1 1 1 -— B -— -— o o 3 -_— . _i
Tikkaiden projektio maan pinnalla = p. 5 =COSX.p= 5cosx,0°<x<90 AD - tanx; AD = fanx -

. 3
Katon reunan yli vaakasuorassa oleva osa on d(x) =5 cos x - fan x

0-3-1/cos’x _ 5 sinx + 3 _3-5sin’x
tan® x =S cosx - sin°x/cos°x ~  sin°x

d’(x)=-5sinx -

f’>0;3-5 sin®x>0 ;0,6 > sin® x ; ijﬁs >sin x; sin 57,5° > sin x ; 57,5° > x , koska sin on kasvava valilla
0<x<90°

f’(x): 0 +++ 57,5° --- 90°

fx) : 2~ = N = suurin arvo saadaan kun kulma on 57,5°.

99.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = sin® 2x b) f(x) = In (x + €)
99.2.2. Maarita derivaatan nollakohdat funktiolle f(x) = 3 In x - % .

99.2.3. Laske kayralle y = x? sin x kohtaan x = ¥a-n piirretyn tangentin kulmakerroin.
99.2.4. Olkoon f(x) = (1 + 2x)* ja g(x) = 1 + 2x* . Muodosta yhdistetyt funktiot f o g ja g o f.
99.2.5. Osoita, etta yhtalolla e* + In x + x* = 0 on tasmalleen yksi reaalinen ratkaisu.
99.2.6. Méaarita funktion f(x) = x — " suurin arvo.

99.2.7. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = 2 In x — 3 In (X — 2) on kasvava?

99.2.8. Osoita, etta funktiolla f(x) = sin x on kaénteisfunktio, kun 0 < x < %-n. Maarita kaanteisfunktion
derivaatta kohdassa x = %-.

99.2.9. Milla vakion k > 0 arvoilla epayhtalo In x < x* on tosi kaikilla x > 0?
99.2.10. Vesikouruun on kéaytettavissa 1 m levysta peltid. Keskelta jatetdaan 40 cm leved alue vaakasuoraan

ja molemmilta reunoilta kdénnetaan 30 cm levyinen alue yhtd monta astetta yléspain. Mika on tama asteluku,
kun poikkileikkauksen pinta-ala (ja siis kourun tilavuus) on mahdollisimman suuri?

1. a) f(x) = sin® 2x ; f’(x) = 3 - sin” 2x - coS 2X - 2 = 6 - sSin° 2X - COS 2X

b) f(x) = In (x + &) : £'(x) = 28

X +e"
2.f(x)=3-|nx-§ (MJ:x>0);f’(x)=§ % ;f’(x)=0;§ % =0]|-3x;9-x=0;x=9

3.y=x"-sinx;y’ =2x-sinx + X - COS X
kr=y'(em) =2-%m - sinYan + (%m)® - cosYem=n- 1+ (%)’ - 0=x
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4.f(x)=(1+2x)°,g(x) =1 +2x°
(Fog)(x) = f(g(x)) = (L + 2x°) = (1 + 2(1 + 2x%))* = (3 + 4x°)* = 9 + 24x° + 16x"
(@0 fN() =g(f(X) = g((1 +2%)°) =1 +2((1 +2x)°)*=1+2(1 +2x)*

5. e+ In x + x° = 0. Tutkitaan funktioa f(x) = €* + In x + x°, jva kun mj on x > 0
f(l)=e+1>0,1(0,1) =- 1,1 <0. Taten f:ll& on ainakin yksi nollakohta (A)

f’(x) = e* + 1/x + 3x° > 0 = f kasvava = f saa jokaisen arvonsa kerran (B)

(A) ja (B) = f:ll& on tasmélleen yksi nollakohta ja siis yhtalolla tasmalleen yksi ratkaisu

6.f(x) =x-€e‘onjva.f'(x)=1-e*.f>20;1-e>20;e*<1;e*<e’;x<0

frr 4440 ---

f: ~ 7 ~ =f(0)=-1o0n suurin arvo

7.fx)=2Inx-3In(x-2) MIE:x>0JAXx-2>0&x>2

: 2 _3 iopn.2 3 . .
f(x)=;-m;f 20,;-E20||-x(x-2)>0,2x-4-3x20,xs-4eMJ

V: f ei kasva millaan x:lla

8. f(x) =sinx, f’(x) =cos x>0, kun 0 < x <%, joten f on kasvava ja silla on f t
f(x) =% ; sinx=%;sinx=sinn/6 ; X = /6
e 1 1 1 2 23[3
(f ) (V_,) =3 = = =— =
f'(n/6) ~cos /6 " yn[3 " 4[3 3

9.Inx <x“© Inx-x=0. Tutkitaan funktioa f(x) = In x - x“ jva kun x > 0
Epayhtalo on tosi, jos funktion suurin arvo < 0

f’(x)=1/x-kxk'1;f’20;1/x-kxk'120||-x>0;1-kxk20;xk£1/k;x£k\/llk

£7:0 +++ \TK —

f: 0 - ~ N = suurinarvoon f(\k/llk) = In (LK™ - (K)™)* = 1/k - In (1/K) - 1/k = 1/k (In (1/K) - 1)
Uk(n(W/K)-1D)<0|'k>0;In(1/k)-1<0;In(A/K)<Ine;lkk<e;k>1le

10. Olkoon reunan ja vaakatason valinen kulma x. Korkeus = 30 sin x ja toinen kantasivu = 40 + 2-30co0s X.
A(X) = ¥%2(40 + 40 + 60 cos x)-30sin x = 1200sin x + 900sin x-cos x = 1200sin x + 450sin 2x on jva [0,Y2x]
A’'(x) = 1200 cos x + 900 cos 2x

A’'=0; 1200 cos x + 900(2cos® x - 1) = 0 ; 18cos” x + 12cos x - 9 =0

-12 + \/144 +648 -12+6N22 -2++/22
COS X = 36 = 36\/_ = 6\/_ ' X = 63,4°.

A(0) = 0 ; A(%sr) = 1200 ; A(63,4°) ~ 1433 suurin. V: kulma 63,4°

00.1.1. Derivoi funktiot a) f(x) = \/3x + 4 b) f(x) = sin (3x + 4) c¢) f(x) = In (3x + 4)
00.1.2. Laske f’ (2), kun f(x) = ax’e™ . Mika on a, kun f’ (1)=27?
00.1.3. Mill&a x:n arvoilla funktio f(x) = (-2x+3)e* on kasvava?

00.1.4. Funktioista f ja g tiedetaan, etta niilla on kaanteisfunktiot seka arvot ja derivaatat seuraavasti

X f(x) f'(x) 9(x) 9’ (x)

0 2 1 3 -2

1 3 2 1 -1

2 0 3 0 Ya

3 1 -2 2 1

Mité on a) flg(1)] b)(@o (1) ¢ f’@d) d(7yE)  e)Dglf] ) (fog)(2)?

00.1.5. Osoita, etta funktiolla f(x) = 3x + sin 3x on kaanteisfunktio. Laske (f '1)’(0).
00.1.6. Laske funktion f(x) = sin 2x + 2cos x derivaatan nollakohdat.
00.1.7. Muodosta funktion f(x) = In (¥2x - 1) kédanteisfunktio.

00.1.8. Kayrallay = e® olevan mielivaltaisen pisteen kautta piirretddn tangentti ja y-akselin suuntainen suora.
Osoita, etta naiden x-akselista erottaman janan pituus on riippumaton pisteesta P.

00.1.9. Osoita, etta kayray = x(1 + In x) ,x > 0, ei ole missaan kohdassa suoran y = x - ™ alapuolella.
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00.1.10. Oljynporauslautan etaisyys suorasta rannikkoviivasta on 5 km. Lauttaa lahimp&na olevasta rannikon
kohdasta on 8 km:n paassa rannikolla jakelupiste, johon porauslautalta vedetaan 6ljyputki. Putken vetaminen
veden alla maksaa kaksi kertaa niin paljon kuin maalla. Laske kuinka pitké&sti putkea kannattaa vetaa
vedenalaisesti ja kuinka pitkasti maata pitkin, jotta kustannukset olisivat mahdollisimman alhaiset.

3
3x+4

1.a)f(x) =\3x + 4 f'(x) = %

3t 4 c) f(x) =In (3x +4), f'(x) =
b) f(x) = sin (3x + 4) f(x) = 3-cos (3x + 4)

2.f(x) = ax’e™, f () = 3ax’e”™ + ax’e’(-1) =ax’e*(3-x), f'(2) = a-4-e*-1 = 4ae”
ff1)=2®ale2=2®ae’=1||-ea=e

3. f(x) = (-2x+3)e*, f'(x) = -2:€" + (-2x + 3)e* = (-2 - 2x + 3)e” = (-2x + 1)e”
fon kasvava, kunf’(x)>0; (-2x+ 1)e* >0 :€*>0;-2x+1>0;-2x>-1|| ®-2) ; x < ¥

4.2a) flg()] =f[1] =3 b) (g o f)(1) = g[f(1)] = g[3] = 2
C)f'1(3):x<::>f(x):3<;:>X:1 d)(f—l),(3)=ﬁ:%

e) Dglf(2)] = g Tf(2)]-f '(2) = g '[0]-f'(2) = -2-3=-6
f) (fog)'(2) =Dfg(2)] = f[9(2)]-9'(2) =f[0]9g ' (2) =1-"2="%

5.f(x) =3x +sin 3x. f’(x)=3+ 3cos 3x >0, koska cos 3x > -1 ja 3cos 3x > -3
Taten f on aidosti kasvava ja silla on siis kdanteisfunktio.
f(x) = 0 & 3x + sin 3x = 0, josta huomataan, etta ratkaisu on x =0
dum 1 1 1
(f )(0)_f'(0) “3+3cos0 3+31 76

6. f(x) = sin 2x + 2cos x ; f’(x) = 2cos 2x + 2(-sin X) = 2c0s 2X - 2sin X
f'(x)=0; 2cos 2x - 2sin x =0 ; cos 2x =sin X ; €cos 2x = cos (¥2x - X)
2X=Y%mn-X+n-2ntai 2x =-Y%n + X + n-2n

3Xx=Yen+ n-2ntai X = -Yon + N-2n X=7/6 +n-2n/3tai X = -Y%en + n-2n

7.f(x) =In (¥2x - 1)
f:}/:ln(l/zx—l)<:>Iney:In(l/zx—1)<:>eyzl/zx—1<:>ey+1:1/zx<::>29y+2:x
fliy=2e"+2 0 f(x)=2(e"+ 1)

8.y = . Olkoon mielivaltaisen pisteen x-koordinaatti = a , jolloin y = e ja P = (a,e*®)
y’ =2 kr=y’(a)=2e* Tangentin yhtalo y - €** = 2e*(x - a).

x-akselin leikkauspiste : 0 - e = 2e®(x-a) ||: € ;-1=2(x-a);-Ya=x-a;x=a-%
y-akselin suuntaisen suoran yhtalt x = a, joka leikkaa x-akselin pisteessa (a,0)

Janan pituus = |a - % - a| = %, jonka arvo ei riipu a:sta

9.0lkoony=x(1+Inx)=f(x)jay=x-e" =g(x)

f ei ole missaan kohdassa g:n alapuolella, jos Ny>giny & x(L +Inx) > x - e’

& x+xInx-x+e*>0 Tutkitaan funktiota F(x) = xIn x + e MJ: x >0
F(x)=1Inx+x-1/x=Inx+1 FFOo - eb +++
FX)>0©Inx+1>0®Inx>-1®Ihx>ne’ e x>e F N _ 7
>Feh=e' Ine'+e'=e’.(-1) + e’ =0, joten kaikki arvot > 0

10. Olkoon L = lautta , J = jalostamo ja R = rantautumispaikka sek& K = [ahin rannan kohta
Olkoon KR = x, jolloin suorakulmaisesta kolmiosta KRL saadaan LR = /25 + X jaRJ=8-x

Kustannukset K(x) = 21/25 + X2 +(8-X) MJ:0<x<8

2X 2X 2 2 2
K(X)=2—F7— -1;K'(X 20®—21®2x2\/25+x2 &4X° > 25 + X
PN T W=02 Psee o

®3x2225¢>x22% & x> (MP > 0)
\3
K' 0w~ +448
\3

K ~» _ 7= K(%) on pienin. Talléin RL = % ~577kmjaRP =8 - % ~ 5,11 km

00.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = sin e* b) f(x) = y2x + x°

00.2.2. Olkoon f(x) = 3x — 4 ja g(x) = x* + 1 . Muodosta yhdistetyt funktiot a) fo f jab) g o f.
00.2.3. Kayréan y = cos 2x kohtaan x = n/6 on piirretty tangentti. Mik& on tangentin kulmakerroin?
00.2.4. Muodosta funktion f(x) = e”*~* kaanteisfunktio.

00.2.5. Osoita, etta funktio y = ae®™ — be™ toteuttaa yhtalén y ” — 4y = 0.
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00.2.6. Laske (f ) ’(14), kun f(x) = x> + X* + x.

00.2.7. Laske funktion f(x) = (x - 1)e* &ariarvo.

00.2.8. Milloin funktio f(x) = In(x* + 1) — 2 In (x + 1) on vaheneva?

00.2.9. Osoita, etta yhtalolla x* — cos x = 0 on tasmalleen yksi positiivinen ratkaisu.

00.2.10. Maarita funktion f(x) = 3 cos x — sin x + 2 suurin ja pienin arvo valilla [r,2x]

2 +2x 1+X
1. a) f(x) =sine*, f'(x) =¢* - “b) f(x) =\2x + X* ;f’(x) = =
a) f(x) =sin e (x)=¢e" - cos e b) f(x) X + X (x) N NS

2.f(x)=3x-4jag(x)=x"+1 a)(fof)(x):f[f(x)]:f[3x-4]:3(3x-4g-4:9x-12-4:9x-16
b) (g 0 A)(X) = g[f(X)] = g[3X - 4] = (X - 4)* + 1 = 9x* - 24x + 16 + 1 = Ox° - 24x + 17

3.y=cost;y’=—2-sin2x;kT=y’(n/6):—2-sinn/3:-2-1/z\/:_3 :—\/:_3

ox -1,

4.fx)=e™  ;y=e™ IIn();Iny=Ine”™ *;Iny=%x-1;%x=1+Iny
x:2+2lny;f'1(x):2+2lnx

5.y=ae”-be™;y’ =2ae”™ +2be™;y” = 4ae” - 4be™
y” - 4y = 4ae™ - 4be™ - 4(ae™ - be'™) = 4ae™ - 4be™ - 4ae”™ + 4be™ = 0 TOSI

6.f(x) =x*+x"+x;f'(X)=3x"+2x+1;D=4-12=-8<0jaYAP = f’' >0 = fkasvava = f* on olemassa.
Huomataan, etta f(2) =8 + 4 + 2 = 14 joten

1 1 1

(V=@ “3a+22+1 -17

7. f(x) = (x - 1)e™ on JVA ja DVA, ei reunoja, joten aariarvo voi olla f ":n nollakohdassa.
f(x) = 1™ + (x - 1)-2e* = (2x - 1)e*
Kune*>0onf' 20&2x-120® x>%

f' o ¥ +++
fooN 7 flld on minimiarvof(l/z):(1/z-l)e2'1/2:-1/ze
8.f(x)=In(x*+1)-2In(x + 1), jonkaMJ : X’ +1>0JAX+1>0 & x >-1
N N , 2X 1 X 1 2 2 2
f on vaheneva, kun f sow;er—l '2x+1 £0<i>;z+—l X+ 1 SO (X +1)(x+1)>0@ x" +x-Xx"-1<

0 x-1<0¢ x<1.MJhuomioon, jolloin V: -1 <x<1

9. X° - cos x = 0 ; Tutkitaan funktiota f(x) = x* - cos X, joka JVA ja DVA

f’(x) = 2x + sin x , joka positiivinen, kun 0 < x < ©r molempien yhteenlaskettavien ollessa positiivisia, Kun x >«
on edellinen yhteenlaskettava > 2 ja kun sinx >-1onf’>0

Talloin on f kasvava kun x > 0 ja saa siis jokaisen arvonsa kerran

fIVA & f(0) =-1 & f(n) = 7° + 1> 0 = f:lla on nollakohta. Kun jokainen arvo saadaan kerran, saa f myos
arvon 0 vain kerran. Siis yhtalolla on vain yksi positiivinen ratkaisu.

10. f(x) = 3 cos x - sin x + 2 on JVA suljetulla valilla [r,27]

f'(x)=-3sinx-cosx;f'=0¢& -3sinx-cosx=0<x -3tanx-1=0 < tan x =-1/3, jolla on vain yksi
ratkaisu Xo, jolla siis tan xo = -1/3.

Piirtamalla suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat 1 ja 3 seka hypotenuusa \/1_0 ,

1 3

saadaan sin X =+ 77— jacos Xg=-T—

NI °” 10
f(r)=3cosn-sinn+2=-3-0+2=-1 ; f2n)=3cos2rx-sin2r+2=3-0+2=5, joka suurin

_ 3, 1 __ 10 —H_ - .
f(Xo)—3'(-\/1—O) \/1—0+2— \/1_0+2_2 \/10 , joka pienin

01.1.1. Laske f’(1), kun f(x) = In(x2 +1).

2
01.1.2. M&arita kayrélle y = e® "X kohtaan x = 1 piirretyn tangentin yhtalo.

01.1.3. Maarita h (1), kunh = g o f seka f(1) =2, g(2) = 3, f (1) =4, g (1) = 5ja g '(2) = 6.

01.1.4. Olkoon f(x) = 2x + 3ja g(x) = x? + 2x + 3. Laske funktioiden a)gofjab)f " lausekkeet.

01.1.5. Olkoon f(x) = Asin 3x + cos® x. M&arita vakio A siten, ettad f’(5) =0

wila

01.1.6. Maarita funktion f(x) = e*(x* - 5x + 7) , x > 0, pienin arvo.
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01.1.7. Osoita, etta funktiolla f(x) = x - ¥2cos 2x on kaanteisfunktio. Laske (f *)(-%4).

01.1.8. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = x + \/ﬂ on vaheneva?

01.1.9. Osoita, ettd In(2x - 3) < 2x - 4, kun x > 1%.

01.1.10. Suorakulmion yksi sivu on positiivisella x-akselilla, toinen sivu negatiivisella y-akselilla ja origoa

vastapaata oleva karki kayralla y = In x. Suorakulmion pydréhtaessa y-akselin ympari syntyy suora
ympyralierid. Mik& on taman lierién suurin mahdollinen tilavuus?

1.f(x):ln(x2+1),f’(x)=;z{i(—1 ;f'(1)=I§%1 :% =1
X - X
2.y=e .Piste:ézly:el'l:eozl.
Kulmakerroin: y’ =e* X (2x-1)  kr=y’'(1)=e* " *(2-1)=€"-1=1

Yhtalo :y-1=1-(x-1);y-1=x-1;y=X

3.h(x)=(gof)x)=g(f(x)) ;: h'(x)=g'(f(x)) - f'(x) : h'(N)=g'(f(1)) f'(1)=9g'(2)-f'(1)=6-4=24

4.f(x)=2x+3jag(x)=x"+2x+3.a) (gof)(x):g(f(x)):9(2x+3)
=(2x+3)%+2(2x + 3) +3=4x" + 12X + 9 + 4x + 6 + 3 = 4x° + 16X + 18
b)f:y:2x+3;2x:y-3;x:1/zy-11/z;f'1:y:1/zx-11/z;f'1(x):1/zx-11/z

5. f(x) = Asin 3x + cos” x ; f '(x) = 3Acos 3x + 2cos x - (-sin x) = 3Acos 3x - sin 2x

f'(n/3) = 3Acos 7 - sin (2n/3) = 3A-(-1) - ¥[8 =-3A-¥n[3 ; f'(n/3)=0;-3A-¥»n[3 =0;A=- \E

6
6. f(x) = €X(x* - 5x + 7) , x> 0 ; f'(x) = €*(X° - 5X + 7) + €(2x - 5) = e*(X° - 3x + 2)

3+y9-8 31
2

=5 (Xx=2taix=1

f'=0:(e"=0)taix’-3x+2=0;x=
f’:n merkit ovat samat kuin polynomin, koska e* > 0; YAP = fPO+++ 1 —-- 2 +++
= pienin on joko f(0) =7 f 2 TN 7
tai f(2) = e®~73.V: pienin arvo on f(0) = 7

7.f(x) =x - Yacos 2x . f'(x) =1 + ¥2'2sin 2x = 1 + sin 2x > 0, koska pieninarvo1-1=0
= f on aidosti kasvava = f * on olemassa.
f(x) = -%2 ; X - ¥2cos 2x = -V, josta huomataan ratkaisu x = 0, silla 0 - ¥2-1 = -%

(Y6 =gy T4 =1

1 1
8.f(X)=x+42-x;MJ:2-x20;x<2 ; F’'X)=1+—FT7— - (-1)=1-—FT7—
B0 =X+ V2 R N PN

1
f on véheneva, kun f’(x)<0; 1- <0]-202-x 20;2¢y2-x -1<0
(x) oo <ol v
/2 -x §1||()ZMP20;4(2-X)£1;2-xs1/4;x213/4.MJhuomioidenV:l%sxsZ

9.In(2x - 3) <2x - 4 < In(2x - 3) - 2x + 4 < 0 ; tutkitaan funktiota f(x) = In(2x - 3) - 2x + 4

F(x) = 2 P 2 _4x-6:2-4x+6:8-4x
2x -3 2x-3 2x-3 2x -3 2x -3
f’>0 8-4x>0 (koskaNIM>0);-4x>-8;x<2 fo 1% +++ 2 -
= f(2) = 0 on suurin arvo f 2N

Koska suurin arvo < 0, ovat kaikki arvot <0

10. Olkoon kayréalla olevan nurkkapisteen x-koordinaatti=x =y=Inx,x>0
Syntyvan lierién pohjaympyrén sade = x ja korkeus = -In x

V(x) = nXZ-(-In X), x>0 ; V’(x)=-n(2x:In x + X2 - 1/X) = -n(2x:In X + X) = -2nx(Inx + ¥%)
V'(x)20;Inx+%<0;Inx<Ilne”;x<e™” V' O+++e”---
= V suurin, kun x = e \% 2 TN

V(e") = -n(e™) (In e”) = -ne™(44) = vome™

01.2.1. Laske f '(n/4), kun f(x) = sin 2x.
01.2.2. Milla x:n arvolla f’(x) =0, kun f(x)=x - e".

In x

01.2.3. Maarita funktion f(x) aariarvot, kun f(x) = ~
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01.2.4. Laske (f o f)(10), kun f(x) = Ig x.

01.2.5. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = In(3 - 2x - x2) a) on méaaritelty ja b) kasvaa?
01.2.6. Olkoon f(x) = In (1 + €%). Laske (f ')'(In 2).

01.2.7. Osoita, ettd \/4x +5 < x + 2 Y4 0n tosi kaikilla x > -1 %4 .

e*cosx—1

01.2.8. Laske lim
x—0 X

01.2.9. M&arité funktion f(x) = % suurin arvo valilla [Yar,m].

01.2.10. Suorakulmion yksi karkipiste on origossa ja siité lahtevat sivut positiivisilla koordinaattiakseleilla.
Origosta lahtevan suorakulmion lavistajan paatepiste likkuu ympyralla x* - 4x + y* = 0. Madrita suorakulmion
suurin ala.

1.f(x) = sin 2x; f’ (x) = cos 2x -2 = 2c0s 2x. f '(n/4) = 2c0s 2n/4 = 2cos W2 =2-0= 0

2.f(x)=xe*;f'(x)=1e +xe'=(L+x)e*;f'(x) =0 1+x=0(taie*=0) & x=-1

3.f(x):|n7x,MJ:X>O;f’(x):1/X'Xx_zl'lnx:1_X|znx Bl ]oe

f'x)>0=1-Inx>0& Inx<lex<e f ] 2N
e _1

Maksimi = f(e) = e “e 0 e

4.1(x) = Ig x; (f 0 )(10) = f[f(10)] = f[lg 10] = f[1] =g L = 0

24412 -2+4
> =

5.f(x):In(3-2x-x2);MJ:3-2x-x2>0;x2+2x-3<0;x: >
x =1 tai x = -3 ; Kuvaaja alaspéin aukeava paraabeli. --- -3 +++ 1 --- MJ:-3<x<1
b) f on kasvava, kun f’(x) >0 ; %z >0 < -2 -2x >0 (koska nim > 0)

-2X > 2 <& X < -1. Huomioimalla MJ -3<x<-1

6.fx)=IN2 > In(l+e)=n2e1+ef=2e =1 x=0
X

) € 1y 1 1 1
f (X)=1+ex (f l) (|n2)=f-(0) =70 T 1 =2
1+e’ 1+1

7.4x+5 §x+21/4<:>\/4x+5 -x-21/4£0.Tutkitaanf(x):\/4x+5 -X-2Y (x>-1%)
4 2
fX)y=cF7—— -1;f'200F—— 21f" [+++ |---
0 2\/4x +5 \4x +5 | |

224X +5 ©4>24xX+5;,X<-Ya f |l - N
= f(-Y)=+-1+5 + ¥ - 2% =0 suurin -1% -Ya
= f(x) < 0 kaikilla x € MJ
. e*cosx-1 . e*cosx—e’cosO )
8. lim———— = = lim =f’(0), kun f(x) = €”cos x
x—0 X x—0 X—0
f’(x) = €*cos x + €*(-sin x) ; f'(0) =e’cos 0 - e%in0=1-1-1.0=1
sin x

9. f(x) = 3+ 2cosx ' X € [Yem,@] . (f on JVA suljetulla valilla, nim > 0)

£1(x) = SOS X(3 + 2c0s X) - (-2sin x)-sin x _ 3.cos X + 2 cos” X + 2sin’ x __3c0s X + 2
(x) = (3 + 2cos x)° - (3 + 2cosx)” ~ (8 + 2cos x)°
f’(x)=0;3cos x+2=0;cos x =-2/3. Piirretdan suorakulmainen kolmio, jossa kateetti 2 ja hypotenuusa 3,
toinen kateettia® +2°=3?;a°=5;a= \/E_S , joten sin x = \/E_S /3
sin Yarn 1 1 sinm
1 = = == = =
fC2m) = 3 2cos ver ~3+0 ~3 1M =3 20057 - 0

sin X \/5_3/3 5 . .
f(nk) = 3+2c0sx ~3+ 2(-213) = 35£ , joka on suurin arvo




38 Pitka matematiikka. Kurssi 7. Differentiaalilaskenta 2.

10. Olkoon kehén piste (x,y), jolloin X2 - 4AX + y2 =0; y2 =4x-X°; y =\/4x - X2 (0<x<4)

A(X) = Xy = x\/4x - X, joka on JVA suljetulla valilla A’'(x) = 1-1/4x - X+ ZA%()_

2X - X2 2 2 2 .
A'(x)=0;44x - x° + =0;4x-X"+2x-x"=0;6x-2x"=0;x=0taix=3
) \/4x—x2
A(0) = A(4) = 0; A(3) = 3\/4-3- 3° =3\/3 , joka on suurin.

02.1.1. Laske f'(0) ja f '(1), kun f(x) = x* + &*.

02.1.2. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = ¥2-e* - x on kasvava?

02.1.3. Maarita kayréalle y = ~\ /ﬁ kohtaan x = -1 piirretyn tangentin kulmakerroin.

02.1.4. Maarita vakiot a ja b, kun f(x) = a'sin 2x + b-cos x seka f ’(0) = 2 ja f '(n/6) = 3.
02.1.5. Laske f '(-1) ja (f *)(-1), kun f(x) = x> + 2x - 1.
02.1.6. Mik& on funktion f(x) = 2sin x + cos x suurin ja pienin arvo valilla [0,%2n]?

2x+1

02.1.7. Muodosta yhdistetyt funktiot g o f jaf o g, kun f(x) = e™ " ja g(Xx) = In x
02.1.8. Osoita, etta epayhtald e + e™ > 2 kaikilla x:n reaalilukuarvoilla.
02.1.9. Maarita funktion f(x) = 2x - tan x dariarvot valilla ]-Y2r,%n[

02.1.10. Mihin kayran y = 2e* pisteeseen piirretty tangentti muodostaa positiivisen y-akselin ja negatiivisen x-
akselin kanssa mahdollisimman suuren kolmion?

1Lf)=x"+e*; f'x)=2x+e* ; f(0)=2-0+e’=0+1=1 ; f(@Q)=2-1+e'=2+e

2. f(x) = %e™-x ; f'(x)="%2e™-1=e>-1
fkasvava, kunf’'>0:e*-1>0;e*>1;:e*>e”;2x>0;x>0

2x+1

, [2+1 1
kr=y’'(-1) = -1 2(2+1)7° T 7

3 y= X o, 1 1-2x+1)-2x __ [2x+1 1
Y=N\/2x+1 Y _2 x  (@x+1)° ~ X 2(2x + 1)°

4. f(x) = a-sin 2x + b-cos x ; f’(x) = 2a-cos 2x - b-sin x
{f'(O):Z { 2a:cos 0-b-sin0=2 { 2a=2

f(n/6) = 3 * |2a-cos (2/6) - b-sin (n/6) = 3+ |2a-1s - b1p=3:2=1:1-¥b=3;b=-4

5.f(x)=x’+2x-1; f'(x)=3x"+2
f'l(-l)=x;f(x)=—1;x3+2x—1=-1;x3+2x=0;x(x2+2)=0;x=0(taix2+2=0)

6. f(x) = 2sin x + cos x on f jva ja dva suljetulla valilla
f’(x)=2cos x-sinx;f'(x)=0<¢ 2cosx-sinx=0<% 2-tanx =0 & tan Xg = 2
suorakulmaisesta kolmiosta saadaan kun kateetit 1 ja 2 hypotenuusaksi \/5
f(0) =2sin0 +cos 0=1-0 + 1 =1 Pienin
. 2 1 5 .
f(Xp) = 2sin X + COS X9 = 2-—= +—= =—= =1/5 Suurin
( 0) 0 0 \/6 \/5 \/5 \/_

f(Yarm) = 2sin Yan + cos Yo =2-1+0=2

7.fx) =™ g(x) = Inx; (gof)(x) = olf(x)] = gle™" = In @ hH=2x+1
(fog)(x) = flg0)] = flinx] = 2"+ + = M +IN e _ gl (7€) _ 2.0

8.e+e*>2® e"+e™-22>0. Tutkitaan funktiota f(x) =e* +e™ -2 ; f'(x) =" - ™
f'X)>0® e -e*20®e2e”®x>x®2x20e x>0

f’:---0+++ =fpienin,kunx=0:pieninarvo=f0)=1+1-2=0

fiN a = kaikki arvot > 0
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9.f(x) =2x -tan x , -Yan < x <%m . fon jva, dva, reunat ei mukana
f'(x)=2-1-tan’x=1-tan’x

f'>0;1-tan’x>0 < 1>tan’x < l>|tanx | -1<tanx<1

& tan (-Yar) <tan X <tan Yan <& - Yan < X < Yan

fro-Yom --- Yan +++ Yam--- Yo

f: ~ _ ” TN

minimi = f(-Yar) = 2-(-Yan) - tan (-Yan) =1 - ¥%on maksimi = f(%an) = 2-(Yan) - tan (Yan) = Yo - 1

10. y = 2€*. Valitaan sivuamispisteen x- koordinaatti muuttujaksi. P = (t, 2¢e)

y’ =2e" = k; = 2¢e'. Tangentin yhtalo y - 2e' = 2e'(x - t) ; y = 2e'(x - t + 1)

y-akselin leikkauspiste (0, 2e'(1 - t)). x-akselin leikkauspiste = (t - 1, 0)
Méaarittelyjoukko : y>0JAXx<0;1-t>0JAt-1<0;t<1 MJt<1

Alt) =221 -1)(1-t)=e' (1 -t . At) =e'@1-t)* +e"2(1-t)(-1) =e'@-2t+ -2+ 2t) =e(t*- 1) ; A(t) = 0
?-1=0;t=+1KUVAAJAYAP + ++ -1---1+++

A:+++ -1---1 = Asuurinkunt=-1

A: 2 N~ Vastaus : Pisteeseen (-1, 2/e)




