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MAG. Differentiaalilaskenta 1.

1. Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

1.1. Raja-arvo

1. Funktion raja-arvon méaaritelma karkeasti
Funktion f(x) raja-arvo kohdassa x = a, on se luku, jota funktion arvot lahestyvat kun x lahestyy arvoa a.

2. Raja-arvon selvittdminen laskimella
Lasketaan funktion arvoja niilla x:ill&, jotka ovat rajakohdasta esim. 0,1:n, 0,01:n, 0,001:n jne paassa sen
suuremmalla ja pienemmalla puolella. Naista lasketuista arvoista paatellaéan raja-arvo.

. 2X— . . sinx
1.1.1. Tutki laskimella raja-arvoa a) lim— b) limx* (x>0) c¢) lim——
x>l X4 — x—>0 =0 X
o _ . 10°-1 . In(x+1)
2. Tutki laskimella raja-arvoa a) lim—— b)) lim———=
x—0 X x—0 X

3. Raja-arvon maaritelma vahan tarkemmin

Funktion f(x) raja-arvo on luku A, kun x l&ahestyy lukua a, jos f(x):n arvot poikkeavat luvusta A vahemman kuin
mik& tahansa annettava maara, heti kun x:n arvot poikkeavat a:sta vihemman kuin tastd maarasta riippuvai-
nen luku ja kaikilla tAmén ehdon tayttavilla x:Ila.

4. x-alueen etsimista
Ratkaise funktion arvojen toteutettava epayhtalo.

3. Miten lahelld luvun x on oltava kohtaa 2, jotta funktion f(x) = 3x - 2 arvot eivéat poikkeaisi luvusta 4 enem-
paa kuin 0,0067?

4. Miten paljon voi luku x poiketa luvusta 3, jotta funktion f(x) = 2x + 1 arvot poikkeaisivat luvusta f(3) va-
hemman kuin 0,0017?

1.2. Raja-arvon laskeminen

1. Raja-arvon laskusaantoja

1°limc=c 2°lim x = Xg 3°limcf(x) =c - limf(x)  4°lim [f(x) £ g(X)] = lim f(x) £ lim g(x)
5° lim [f(x) - g(X)] = lim f(X) - lim g(x) 6° lim [f(x) / g(x)] = lim f(x) / lim g(x), jos lim g(x) = 0
7°lim [ f(x) | = | lim f(X) | Kaikissa kohdissa x — Xq

2. Raja-arvo, kun sijoittamalla ei tule epamaaraista
Raja-arvo on talléin sama kuin funktion arvo, ts. sijoita rajakohta funktioon muuttujan paikalle.

: , X2 +3x
1.2.1. Laske a) lim (2x° - 3x + 4) b) lim
x—1 x>2 X+ 2

. o 0. .
3. Raja-arvo, kun sijoittamalla ola murtofunktio

Jaetaan osoittaja ja nimittdja tekijoihin. Tekijana on (x - nk). Toinen tekija vaikka jakamalla.
Supistetaan tdma nollatekija (x - nk) pois.
Raja-arvo saadaan sitten sijoittamalla.

) . 2x%-3x-2
2. Laske a) lim b) lim———
x>34x-12 x>23X° —4x—4

4. Raja-arvo, kun sijoittamalla 0 Ja esiintyy nelidjuuria

Lavennetaan nelidjuurierotus pois kertomalla osoittaja ja nimittdja vastaavalla nelidjuurisummalla.
Jaetaan saadut polynomit tekijoihin. (x - nk) on yksi tekija.

Supistetaan nollatekijat pois. Raja-arvo saadaan sitten sijoittamalla.




2 Pitka matematiikka. Kurssi 6. Differentiaalilaskenta 1.

"mgijg

b
) x>9 X—90

J2x -2
X—2

3. Laske a) lim
X—2

5. Vakion maarittdminen, jotta murtofunktiolla olisi raja-arvo
Raja-arvoa ei ole, jos nimittdja lahestyy nollaa ja osoittaja ei.

Siis: nimittdjan nollakohta on oltava myds osoittajan nollakohta.

Laita nollakohtana oleva x osoittajaan ja merkitse se = 0. Ja ratkaise.

_— . X+a
4. Mik& arvo on a:lla, kun lim ———— oOonolemassa, kunxoona)0b) 2c)-27?
=% X —4X

e 3X°-8x-3 .o . e
5. Maérita vakio c niin, ettd lausekkeella Y.L on aarellinen raja-arvo, kun x—c . Laske tdma raja-arvo?

N - . 6x*-bax+a® i
6. Milla vakion a arvoilla raja-arvo |IrTll—l on aarellinen? Maérita talldin raja-arvo.
X— X_

L o 22X +ax—a®
7. Maarita vakio a siten, etta lim———=a“+2
x—>-a X+a

+ .
8. M&arita a ja b siten, etta funktio f(x) = a)>((_ 3b toteuttaa ehdot f(0) = a ja IIrTS] f(x)=-".
X—>

e o X +ax+b
9. M&arita vakiot a ja b siten etta lim—— =4

x—3 X—3

1.3. Raja-arvon erikoistapauksia

1. Epéaoleellinen raja-arvo
syntyy kun x lahestyy jotakin darellisté lukua ja raja-arvoksi ndyttaa tulevan +oo tai -oo

2. Epéoleellisen raja-arvon laskeminen, kun sijoitus antaa tulokseksi A / 0
Laske nimittajan merkki raja-kohdan lahelld ja osoittajan arvo A (merkki)
Jakolaskun merkkisaédnnosta saa osamaaran merkin lahella rajakohtaa.
Raja-arvo on samanmerkkinen + tai - oo.

. oxA-1 _1-x? . 2 . x=3
1.3.1. a) |Imﬁ b) lim 3 c) |Im2— —
x>0 X — X x>0 X x>-3X°+6X+9 X—2 (X—2)

3. Raja-arvo, kun x lahestyy aaretonta
on se luku, jota vaikka kuinka lahella lausekkeen arvot ovat, kaikilla x:ill&, jotka ovat suurempia kuin laheisyy-
den maarasta riippuva luku

4. Raja-arvon laskeminen yksinkertaisissa tapauksissa kun x lahestyy &éretonta.
Kuvittele x:n paikalle suuri luku, ja mieti mika tulee lausekkeen arvoksi
suuri + suuri = suuri, - suuri - suuri = - suuri, 2 - suuri =suuri, -2 - suuri =-suuri, luku/suuri=0

2.a) lim(x*+2x) b) limx(x—=2) c) lim(x®—4x) d) lim(=x* +4x?) e) Iim3 2
X—>00 X—>00 X—00 X—00 X—> 00 X +

5. Raja-arvon laskeminen kun arvio antaa tuloksen "suuri luku / suuri luku"
Supista silla potenssilla, joka nimittdjassa voimakkaimmin lahestyy aaretonta (korkein potenssi, eksponentti-
funktio, jolla suurin kantaluku, ...)

. 3-X . X+4 . 1-5x . X
3.a) lim—— b) lim—— ¢) lim d) lim
x> 34+ X x> 5X x>-o]+4X x>—04X —3
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. X +X . 3x*-1 . 3x-1
4.a) lim— b) lim c) lim d) lim —
xo0 XS 427 X0 X2 oo 4x+1 x>—0 4% 41
. (2x-1)° X XX+l
5.a) lim—— _

e x4 x+1  xoe 1-2x*

6. Raja-arvon laskeminen, kun o - « ja esiintyy nelidjuuria.
Lavenna (e« + o)-termilld, jolloin paastaan “"suuri luku / suuri luku” - tilanteeseen.

Supista sitten nimittdjan korkeimmalla potenssilla. HUOM! \/x1 = x":n asteluku on 1.

6. Laske a) liM(\ X2 +X —/X? +1) b) lim(y/4x* +5x —2x)

7. Toispuoleinen raja-arvo
Oikeanpuoleinen raja-arvo on se luku, jota lausekkeen arvot [ahestyvét, kun x:t lahestyvat rajakohtaa ja x:n
arvot ovat rajakohdan oikealla (suuremmalla) puolella

8. Toispuoleisten raja-arvojen laskeminen
Teknisesti samoin kuin varsinaisten raja-arvojenkin laskeminen.
Lausekkeen on oltava se, mité rajakohdan ko. puolella kaytetaan.

2
7. Olkoon f(x) = {X 3x+d,x<2

XC-2Xx+1,x>2 Laske )!Lrgf(x) JLer(X) ja LI_(T;f(X)

9. Varsinaisen raja-arvon olemassaolo
Funktiolla on varsinainen raja-arvo kohdassa x = a , jos oikean ja vasemman puoleiset raja-arvot ovat yhta
suureteli lIMf(x)= A< lim f(x)=Ilim f(x)=A

X—a+ X—a—

X—a

X“-2x+a,x<2

8. Mik& on a, kun IXI_r>T21 f (X) on olemassa ja f(x) = {3X2 2ax+3. x> 2

2

+ .

9. Olkoon f(x) = 3|x2| XL onko IIrTg f(X) olemassa?
X—>

10. Olkoon f(x) = XX

Onko lim f(Xx) olemassa?
X+ 3l im £(x)

1.4. Jatkuvuus

1. Funktion jatkuvuuden maaéaritelmé jossakin kohdassa x = a.
Funktio f on jatkuva kohdassa x = a, jos
1° f(a) on olemassa

2° lim f (x) on olemassa.
X—>a

3° lim f (X) =f(a)
X—a

HUOM.! YTL on sita mielta, etté jos f(a) ei ole olemassa, ei jatkuvuutta ole jarkeva tutkia. Ts. jatkuvuutta on
mielekasta tutkia vain maarittelyjoukossa.

1.4.1. Miten pitaisi maaritella f(3), jotta funktio f(x) = ;% olisi jatkuva kohdassa x = 3?

2. Funktion jatkuvuuden tutkiminen
Tutkitaan onko maaritelméan kohdat 1° - 3° voimassa.

2X - 2 X°-2x+1
X_l,kunx:tlb){ ,kunx =1

2X -2
2, kunx=1

2. Tutki funktion jatkuvuutta, kun x = 1 a) f(x) = {
1, kunx=1

3. Jatkuvuus avoimella valilla
Funktio on jatkuva avoimella valilla ]a,bl, jos funktio on jatkuva kaikilla x € ]a,b[
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4. Toispuoleinen jatkuvuus.
f on oikealta jatkuva, kun x = a, jos 1° f(a) on olemassa, 2° lim f (X) on olemassaja 3° lim f(Xx) =f(a)
X—a+ X—a+

5. Jatkuvuus suljetulla valilla
Funktio f(x) on jatkuva valilla [a,b], jos f on jatkuva avoimella valilla, oikealta jatkuva, kun x = a ja vasemmalta
jatkuva, kun x = b.

6. Maarittelyjoukossaan jatkuvia funktioita
Olkoon funktiot f ja g jatkuvia
Talléin myos funktiotf+g,f-g,f-g,f/gja|f|ovatjatkuvia maarittelyjoukossaan

7. Vakion arvon maarittdminen, jotta funktio olisi jatkuva
Lasketaan funktion arvo ja raja-arvo tutkittavassa kohdassa.
Tehdaan yhtalé merkitsemalla nama yhta suuriksi ja ratkaistaan nain saatu yhtald.

2x°-3x-2 . ax’ - 4a ‘
3. Mika on a, kun funktio a) f(x) = { x-2 o KUNX#EZ2 sy = { x-2 o KUNX#2, tkuva 2:ssa?
a, kunx=2 1, kunx =2
8. Funktio on tai voi olla epdjatkuva, jos se on maaritelty kohdissa
Murtofunktio kohdassa, jossa nimittgja = 0
Neli6juurifunktio, kun juurrettava < 0
Parillinen juurifunktio, kun juurrettava < 0
Logaritmifunktio, kun logaritmoitava < 0
Murtopotenssifunktio, kun potenssin kantaluku < tai < 0
Tangenttifunktio, kun x = %2n + n-nt
Paloittain maaritelty funktio liitoskohdassaan.
2
4. Milla x:illa funktiota ei ole maaritelty a) f(x) = % b) f(x) = ;2% c) f(x) = ;2%

5. Milla x:illa funktio on jatkuva a) f(x) = %%(Jr—zz( b) f(x) =\/3x -6 ¢) f(x) = In (1 - x2) d) f(x) =tan (x - n) ?

9. Paloittain méaaritellyn funktion jatkuvuus
Paloittain méaaritelty funktio on jatkuva litoskohdassaan x = a, jos

1° f(a) on olemassa 2° lim f(x) on olemassa 3° lim f(x) on olemassa
X—>a+ X—a—

4°f@)= lim f(x) = lim f(x) eli kaikki edella olevat arvot 1° - 3° ovat yhta suuret.
X—a+ X—>a—

2x+3,kunx<1.

6. Onko funktio f(x) = {Xz +Ax kun x > 1 1@

tkuva kohdassa x = 1?

1.5. Suljetulla valilla jatkuvan funktion ominaisuuksia

1. Milloin funktiolla on varmasti suurin ja pienin arvo?
Kun funktio on jatkuva suljetulla valill&.

2. Suljetulla valilla jatkuvan funktion arvojoukko.
Kun funktio on jatkuva suljetulla vélilla se saa suurimman ja pienimman arvonsa ja kaikki arvot niiden valilta.

1.5.1. Piirré funktion f(x) = 3 - 2%, - 1 < x < 2, kuvaaja. Maarita funktion suurin ja pienin arvo sek& arvojoukko.

3. Funktion etumerkin vaihtuminen.
voi tapahtua vain nollakohdissa tai epéjatkuvuuskohdissa.

4. Epayhtalon ratkaiseminen kokeellisella tarkistelulla.

Etsitdan nollakohdat ja epajatkuvuuskohdat.

Otetaan jokaiselta nain saadulta valilta yksi x ja sijoitetaan epayhtaléon.

Jos epayhtald toteutuu jollakin x:lla, se toteutuu koko silla valilla jolla tama x on.

2. Funktion f(x) = x° - 2x° - 5x + 6 nollakohdat ovat - 2, 1 ja 3. Milloin f(x) > 0.
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3. Ratkaise epayhtald X;z% >0.

5. Funktion nollakohdan olemassaolo
Jos funktio on jatkuva suljetulla valilla 1° [a,b] ja 2° f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset, niin funktiolla on vélilla ]Ja,b[
ainakin yksi nollakohta

6. Osoitus, ettd funktiolla on ainakin yksi nollakohta.

Todetaan, etté funktio on jatkuva.

Lasketaan funktion arvo kahdessa eri kohdassa

Jos ndma arvot ovat erimerkkiset, on funktiolla ndiden x:ien valissa ainakin yksi nollakohta.

4. Osoita, etta funktiolla f(x) = x° + 4x° - 2 on ainakin yksi nollakohta valilla [0,1]
5. Osoita, etta funktiolla f(x) = x° + 4x° + 1 on ainakin yksi nollakohta.

7. Osoitus, ettd yhtalolla on ainakin yksi ratkaisu.
Siirretédan kaikki termit yhtalén vasemmalle puolelle.
Tutkitaan vasemman puolen maarittelem&a funktiota kuten ed. kohdassa 1.5.6

6. Osoita, etta yhtalolla a) x° = x* + 1 b) 2 = x* + 3 on ainakin yksi ratkaisu.
2. Derivaatta

2.1. Erotusosamaara

1. Keskinopeus
on matkan pituus jaettuna siihen kaytetylla ajalla=s/t=As/ At = (s, - S1) / (2 - t1)

2. Hetkellisen nopeuden saamiskonsti
Lasketaan keskinopeus hyvin lyhyella aikavalilla

3. Vk, kun s(t) tunnetaan
Vk = (s(t2) -s(ty) ) / (t2-11)

2.1.1. Kappaleen sijainti s (metreina) riippuu ajasta t (sekunteina) saannon s = 2" mukaisesti. Laske kappa-
leen keskivauhti aikavalilla 1 s - 3 s.

4. vy, kun s(t) tunnetaan
Lasketaan keskivauhti lyhyella aikavalilla

2. Kappaleen sijainti s riippuu ajasta t sé&nnon s = 2' mukaisesti. Mika on hetkellinen vauhti kohdalla 1 s?

5. Keskivauhti liikkeesta ts-koordinaatistossa
Piirretaan suora alku- ja loppupisteen kautta. Keskivauhti on tdmé&n suoran kulmakerroin.

6. Hetkellinen vauhti liikkeesta ts-koordinaatistossa
Piirretédén tutkittavan ajanhetken kohdalle kuvaajalle tangentti, jonka kulmakerroin on hetkellinen vauhti

7. EOM kohdasta a kohtaan x
EOM = f(x) - f(a)

X-a

3. Laske funktion f(x) = x° + 2x erotusosamaara a) kohdasta 1 kohtaan 2 b) kohdassa 3.

8. EOM:n geometrinen merkitys
EOM on funktion kuvaajan ko. kohtia vastaavien pisteiden kautta kulkevan sekantin kulmakerroin.

9. EOM:n fysikaalinen merkitys
EOM on funktion keskimaaréinen kasvuvauhti ( muuttumisvauhti)

10. EOM:n raja-arvon selvittaminen laskimella
Lasketaan EOM:n arvoja niin ettd tarkastelukohdat ovat aina vaan lahempéana toisiaan.
Katsotaan lahestyvatkd néin saadut arvot jotakin lukua. Jos, niin tAma luku on raja-arvo.
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11. EOM:n raja-arvon selvittdminen algebrallisesti
Suoritetaan EOM:n jakolasku ja lasketaan mika tulee osaméaaran arvoksi lahestymiskohdassa.

12. EOM:n raja-arvo ja tangentin kulmakerroin
Raja-arvo on tangentin kulmakerroin

4. Mika on funktion f(x) = x* + 2x + 3 kohtaan x = 1 piirretyn tangentin kulmakerroin?

2.2. Derivaatta

1. Derivaatan maaritelméa

Funktion f derivaatta kohdassa x =aon f'(a)=lim
X—a

eli kohdassa a lasketun EOM:n raja-arvo

fFO)-f(a)
X—a

2. Derivaatan arvon laskeminen kohdassa x = a
Lasketaan maaritelm&n mukaan raja-arvo EOM:lle.

2.2.1. Olkoon f(x) = x° - 3x. Laske a) f* (1) b) f * (2).
2. Olkoon f(x) = 3x®. Laske a)f'(1)b)f‘(-2).

3. Derivaatan arvo TI-85:1la

[2nd] [CALC] [nDer] (tai[der1]) [fx)] [] [] (| fkt , muuttuja, kohta| )

4. Derivaatan geometrinen merkitys
Derivaatan arvo on derivaatan laskemiskohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin

5. Derivaatan fysikaalinen merkitys
Derivaatan arvo on funktion hetkellinen muuttumisvauhti (nopeus) derivaatan laskemiskohdassa.

2.3. Derivaattafunktio

1. Maéaritelma
Derivaattafunktio on funktio, jonka arvot ovat annetun funktion derivaatan arvoja kaikilla kohdilla x.

2. Derivaattafunktion lausekkeen laskeminen
Lasketaan derivaatta mielivaltaisella kohdalla a.
Korvataan sen jalkeen kirjain a kirjaimella x.

2.3.1. Laske funktion a) f(x) = 2x° b) f(x) = x* + x derivaattafunktio

3. Derivaattafunktion kuvaaja TI-85:11a
GRAPH| [y(x)] |yl =fn lauseke| |y2 =nDer(yl,x,x)| ja piirrd y2.

4. EOM:n toinen esitysmuoto

EOM, = f(a + r;]) - f(a)

5. Vakiofunktion derivaatta , D(c)
onnolla,ts.f"(x) =0

6. Identtisen funktion derivaatta , D(x)
onyksits. f{x) =x=f'(x)=1

7. Derivaatan arvo EOM:n toisen muodon avulla.

Fi(x,) = ng f(x, +hg— f(%,)

f(3+ h;— {®) yjimfCHN-F@) o f(3)—r1:(3—h)

2. Funktio f on derivoituva. Mita on a) lim
h—0 h—0 h h—0
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2.4. Derivoimissaantoja

1. D(x"
= n.Xn'l)

2.4.1. Derivoi a) f(x) = x* b) f(x) = x° ¢) f(x) = x> d) f(x) = a° e) f(x) = x" - x°

2. Kaavan johtaminen
ks. kirja tai vihko. EOM:n osoittaja voidaan jakaa nimittajalla (x - a)

3.D(f+g)
=D(f) +D(9)

2. Derivoi a) f(x) = x +x° +8b) f(x) = x" - x> ¢) f(x) = x°(x° + X")

4.D(k - f)
=k - D(f)

3. Derivoi a) f(x) = 3x” b) f(x) = 4x° ¢) f(x) = -6x° d) f(x) = -¥ax" e) f(x) = x" / 8 f) f(x) = 2x°-4x"

5. Derivoimistapa
Laitetaan funktio polynomimuotoon suorittamalla kerto - tai jakolasku tai potenssiinkorotus
Derivoidaan sitten jokaista polynomin termié erikseen kuten kohdassa 2.4.4.

6
4. Derivoi a) f(x) = 2x* - 3x + 4 b) f(x) = %x3 - %x4 + % c) f(x) = (2 - 3)(X? - 3x + 4)

6. Derivaatan arvojen laskeminen
Sijoitetaan derivaatan lausekkeeseen x:n paikalle se kohta, jossa derivaatan arvo on laskettava.

5. Laske f' (-2), kun a) f(x) = 2x + 3 b) f(x) = 3x" - 4x - 5¢) f(x) = x" - 2x° + 4x" + 5

7. Tarkistus laskimella onko derivointi mennyt oikein

Laske derivoimalla saamasi derivaattafunktion arvo parissa kohdassa

Laske laskimella derivaatan arvot samoissa kohdissa.

Jos néin saadut arvot ovat yhta suuret, on todennakoéista, etta derivointi on oikein suoritettu

8. Derivaatasta saatavan yhtalon ratkaiseminen
Sijoita ratkaistavaan yhtaloon f “(x) :n paikalle derivaatan lauseke ja ratkaise néin saatu yhtélo

6. Ratkaise yhtalo f "(x) =5, kun a) f(x) = x° - 3x + 4 b) f(x) = x° - 2x" - 2x - 3
7. Mitka ovat funktion f(x) = x> + x* + x + 1 derivaatan nollakohdat?

9. Derivaatasta saatavan epayhtalon laskeminen
Sijoita ratkaistavaan epayhtaléon f “(x):n paikalle derivaatan lauseke ja ratkaise nain saatu epayhtald.

8. Milla x:n arvoilla funktion f(x) = - 3x* - 6x + 7 derivaatta on positiivinen?
9. Ratkaise epayhtald f “(x) < f(x) , kun f(x) = X2+ 2x-7

10. Kirjainmuuttujien arvojen selvittamista derivaattatiedoista
Tee annetusta tiedosta yhtalo kirjainmuuttujan arvon ratkaisemiseksi.

10. Maarita a, kunf(2) = 6jaf(x) =x° - ax” + x - 3
11. M&érita a ja b, kun funktiolle f(x) = ax® + bx + 1 patee f(1) = Ojaf (1) =1

11. Raja-arvojen laskemista derivaattojen avulla
Yritd saada lauseke jonkin funktion EOM:ksi.
Raja-arvo on talldin kyseisen funktion derivaatan arvo siind kohdassa jota x lahestyy.

. 20 _1 . XZOO _1 . XZOO _1
12. Laske a) lim b) lim c) lim
x>l x—1 x>l x—1 x>-1 x—1

2.5. Kayran pisteeseen piirretty tangentti ja normaali

1. Tangentin kulmakerroin, kun tunnetaan sivuamispiste (Xo,Yo)
kt = "(xo) eli tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo sivuamispisteen x-koordinaatin kohdalla

2.5.1. Mika on kayran y = x° - 3x + 4 kohtaan x = 5 piirretyn tangentin kulmakerroin?
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2. Mik& on kéyrany = x - 2% + 3x pisteeseen (-1,-6) piirretyn tangentin kulmakerroin?
3. Mihin kayran y = 2x* - 3x + 1 kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin on 5?

2. Tangentin yhtalén laskeminen, kun tunnetaan sivuamispiste
Lasketaan kulmakerroin tiedosta kt = f "(Xo) ja tangenttisuoran yhtalo kaavalla y - yo = ki(X - Xo)

4. Mika on kayrany = x + 2x 3 pisteeseen (2,5) piirretyn tangentin yhtalé?
5. Mik& on kéyrény = x* - 2x% + 3X - 4 kohtaan x = -1 piirretyn tangentin yhtalg?

3. Normaalin yhtalén laskeminen, kun tunnetaan normaalin ja kéyran leikkauspiste
Lasketaan ensin tangentin kulmakerroin kt = f "(Xo)

Normaalin kulmakerroin on taméan kaanteisluvun vastaluku ky =- 1/ ky

Yhtalé muodostetaan sitten pisteesta ja saadusta kulmakertoimesta

6. Mik&a on kayrany = 2x - 3x - 4 kohtaan x = 2 piirretyn normaalin yhtalg?
7. Mika on kayran y = x* - 3x - 2 sen normaalin yhtalo, joka leikkaa kayran korkeudella 2?

4. Paraabelin huipun x-koordinaatin laskeminen derivaatalla
Huipussa tangentti on vaakasuora elik; =0
Ratkaistaan yhtalo y " = 0, josta saadaan huipun x-koordinaatti

8. Laske paraabelin a) y = x* - 4x + 7 b) y = x* + 6x +4 c) y = 2x° - 3x + 4 huipun x-koordinaatti.
9. Mik& on a, kun paraabeliny = ax’-4x +5 huippu on kohdalla x = 4?7

5. Huipun y-koordinaatin laskeminen
Huipun y-koordinaatti saadaan sijoittamalla huipun x-koordinaatti paraabelin yhtaléon.

10. Laske paraabelin a) y = X° - 4x + 5b)y=2x"-3x+4c)y=3x"-4x - 5 huipun koordinaatit
11. Mik& on a, kun paraabelin y = x* - 2x + a huippu on korkeudella 3?
12. Maarita a ja b, kun paraabelin y = x°+ax +b huippu on pisteessa (-1,2)

6. Tangentin yhtalon laskeminen, kun tunnetaan tangentin suunta

Tehd&aan yhtalo f "(x) = kr , josta ratkaisemalla saadaan sivuamispisteen x-koordinaatti
Sivuamispisteen y-koordinaatti saadaan sijoittamalla x-koordinaatti kayran yhtaléon.
Tangentin yhtald saadaan Iaskemalla suoran yhtalo pisteesta ja kulmakertoimesta.

13. Mik& on paraabelin y X - 3x + 4 sen tangentin yht&ld, joka on suoran y = x suuntainen?
14. Mika on kayrany = x> - 3%% - 4x + 5 sen tangentin yhtéld, joka on suoran y = 5x suuntainen

7. Tangentti kayran ulkopuolisen pisteen kautta

Oletetaan, ettd sivuamispisteen x-koordinaatti on X, ja lasketaan y, kayran yhtalésta xq:n avulla lausuttuna
Lasketaan tangentin kulmakerroin yhdella tapaa derivaatasta f “(Xg) Xo:n lausekkeena

Lasketaan tangentin kulmakerroin toisella tapaa annetun pisteen ja sivuamispisteen avulla Ay / Ax
Merkitdan nama kulmakertoimet yhté suuriksi ja lasketaan saadusta yhtalosta sivuamispisteen x ( = Xo)
Taman jalkeen saadaan kulmakerroin ja tangentin yhtalo

15. Mika on paraabeliny = x + 1 sen tangentin yhtalo, joka kulkee origon kautta?
16. Mika on paraabelin y = X2 - 2X + 2 sen tangentin yhtalo, joka kulkee pisteen (0,1) kautta?

2.6. Korkeamman kertaluvun derivaatat

1. Toinen derivaatta
on ensimmaisen derivaatan derivaatta

2. Toisen derivaatan laskeminen
Derivoidaan ensin funktio ja derivoidaan sitten néin saatu derivaattafunktio

2.6.1. Laske funktion toinen derivaatta a) f(x) = 2x* - 3x b) f(x) = 3x" - 5x° + 6x° c) f(x) = 3x - 4

3. Korkeampien derivaattojen laskeminen
Tietyn kertaluvun derivaatta on aina edellisen kertaluvun derivaatan derivaatta.

2. Laske {7, f¥ja f  kun f(x) = x° - 7x° - 8x" + 9x° + 10x° + 11x - 12

4. Ensimmaisen derivaatan fysikaalinen merkitys
Ensimmainen derivaatta tarkoittaa hetkellisesta vauhtia (tai hetkellistd muutosvauhtia)
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5. Toisen derivaatan fysikaalinen merkitys
Toinen derivaatta tarkoittaa hetkellista kiihtyvyytta.

6. Nopeus, kun tunnetaan liikkeesta s(t)

vit) =s ()

3. Kappaleen sijainnin ilmoittaa funktio s(t) = 3t” - 4t. Mika on vauhti hetkelld a) 3 b) t?
4. Kappaleen vauhti on v(t) = 2t + 3 ja sijainti alkuhetkell& origossa. Mik& on sijainnin lauseke?

7. Kiihtyvyys, kun tunnetaan liikkeesta s(t)
a)=s" (t)

5. Kappaleen sijainnin iimoittaa funktio s(t) = 6t - 5t°. Mik& on kappaleen kiihtyvyys?
6. Kappaleen kiihtyvyys on 10 (m/s®), alkuvauhti nolla ja sijainti alussa origossa. Mik& on kappaleen vauhtia
kuvaava funktio ja kappaleen sijaintia kuvaava funktio?

|8. Toisen derivaatan eri esitystavat

7. llmoita nelja tapaa merkita funktion f(x) toisen derivaatan lauseketta.

2.7. Toispuoliset derivaatat.

1. Oikean ja vasemman puoleinen derivaatta kohdassa x = a
fo-f@ _ . fath)-f()
X—a h

h—0+

oikean puoleinen derivaatta on f,(a)= lim
X—>a+

f(x)-f(a) _ lim f(a+h)-f(a)
X—a h

vasemman puoleinen derivaatta on f (&)= lim lim
o

X—>a—

2. Derivoituvuus ja jatkuvuus
Jos funktio on derivoituva, niin se on myds jatkuva.
Jos funktio on oikealta derivoituva, niin se on myos oikealta jatkuva.

3. Derivoituvuus ja jatkuvuus toisin
Jos funktio ei ole jatkuva, niin se ei ole derivoituva
Jos funktio ei ole oikealta jatkuva, niin se ei ole oikealta derivoituva.

4. Toispuolisten derivaattojen laskeminen maaritelmaa kayttaen

Tutkitaan ensin, onko funktio ko. puolelta jatkuva.

Jos funktio ei ole jatkuva silté puolelta, niin silla ei ole mydskaan sen puoleista derivaattaa ja lasku loppuu
Jos funktio on jatkuva, niin lasketaan derivaatta maaritelméan (kohta 2.7.1.) mukaisesti EOM:n raja-arvona.

2 2
SraN s e X"+1,x<1 3-2x°,x<1
2.7.1. Laske f.’(1) jaf’(1), kun a) f(x) = {Zx +3 x>1 b) f(x) = {4 3%, x> 1

5. Lause toispuolisten derivaattojen laskemiseen ko. puolen derivaattafunktiosta
[im

Jos funktio f(x) on 1° oikealta jatkuva kun x > a ja 2° derivoituva kun x > a, niin f,’(a) = X —> at f’(x)

6. Toispuolisten derivaattojen laskeminen eo. lausetta hyvaksi kayttaen

Lasketaan funktion arvo ja ko. puolen raja-arvo. Jos ne ovat samat, voidaan laskua jatkaa.(koska on jatkuva)
Lasketaan derivaattafunktio kohdan halutulla puolella.

Lasketaan tdmén derivaattafunktion raja-arvo, kun x lahestyy ko. rajaa.

X +3,x<-1

b xS 1D =13¢ -3

2. Laske f,'(-1) ja f’(-1), kun a) f(x) = {

7. Varsinainen derivaatta ja toispuoleiset derivaatat
Varsinainen derivaatta kohdassa x = a on olemassa jos ja vain jos oikean ja vasemman puoleinen derivaatta
on olemassa télla kohtaa ja ne ovat arvoltaan yhté suuret. ts. f,’(a) = f’(a) = A &f’(a) = A

3_ 2. < 2 _ <
3. Tutki funktion derivoituvuutta kohdassa x = 2, kun a) f(x) = {XZXzX_ 73)’();_22 b) f(x) = {;(3 fox+ g )): > ;
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8. Vakioiden méaarittelyd, jotta paloittain maaritelty funktio olisi derivoituva liitoskohdassa.
Yksi ehto vakioille saadaan siitd, etta funktion on oltava jatkuva litoskohdassa.
Toinen ehto saadaan siita, ettd oikean ja vasemman puoleiset derivaatat on oltava yhté suuret.

ax’ +bx, x < -1

ax+3 x>-1 on kaikkialla derivoituva.

4. Maarita vakiot a ja b siten, etta funktio f(x) = {

3. Funktion monotonisuus

3.1. Funktion kasvu ja vaheneminen

1. Kasvava ja vaheneva funktio

Funktio f on kasvava, jos kaikilla X1, X, € Mj patee x; < X, = f(Xy) < f(x,). Joskus tdma on “ei-vaheneva”
Funktio f on aidosti kasvava, jos Kaikilla X1, X, € Mj pétee x; < X, = f(X1) < f(x,)

Funktio f on vaheneva, jos kaikilla x;, X, € Mj patee x; < X, = f(X,) > f(x,). Joskus tdma on "ei-kasvava”
Funktio f on aidosti vaheneva, jos kaikilla x;, X, € Mj patee x; < X, = f(X;) > f(Xy)

2. (Aidosti) Kasvavan funktion arvojen ja vastaavien muuttujien yhteys
Aidosti kasvavalle funktiolle patee x; < X, < f(X1) < f(X2)

3.1.1. Funktio f on aidosti kasvava. Kumpi on suurempi f(-1) vai f(-2)?
2. Kumpi arvoista (1,23456789012) vai f(1,23456789013) on suurempi, kun f(x) = -2x% + 5X + 6?
3. Funktio f on kasvava ja f(a) < f(b). Mika on lukujen a ja b jarjestys?

3. (Aidosti) Vahenevan funktion arvojen ja vastaavien muuttujien yhteys
(Aidosti) vaheneville funktiolle patee x; < X, <& f(x1) > f(x,)

4. Funktio f on aidosti vAheneva. Kumpi on suurempi f(2) vai (3)?
5. Kumpi arvoista f(-0,754321098765) vai f(-0,754321098766) on suurempi, kun f(x) = 6X° + OX + 1?
6. Funktio f on vaheneva ja f(a) < f(2). Millainen luku a on?

4. Monotoniseen funktioon liittyvan epayhtalon ratkaiseminen
Tehd&an muuttujien valinen epayhtald kohdan 3.1.2 tai 3.1.3 mukaisesti ja ratkaistaan tama.

7. Ratkaise epayhtalo f(2x + 3) < f(x*), kun f on aidosti kasvava funktio.
8. Milla x:n arvoilla toteutuu epayhtal6 f(x) > f(1 - x), kun f on aidosti vaheneva funktio?

5. Monotoniseen funktioon liittyvan epayhtalén ratkaiseminen, kun funktiolla on tietty maarittelyjoukko.
Ratkaisujoukkoon kuuluvat vain ne x:t, jotka toteuttavat epayhtalén JA kuuluvat maarittelyjoukkoon

9. Aidosti vaheneva funktio f on maaritelty joukossa R.. Ratkaise epayhtalo f(2x - 3) > f(x).

6. Monotoniseen funktioon liittyvan yhtalon ratkaiseminen
Jos funktio on kasvava tai vaheneva, niin x; = x, < f(xy) = f(x,)

10. Funktio f on aidosti kasvava. Ratkaise yhtalo f(3x - 4) = f(5x + 6)

7. Monotoniseen funktioon liittyvan yhtalon ratkaiseminen, kun funktiolla on tietty maarittelyjoukko.
Ratkaisuksi kelpaavat vain ne x:t, jotka toteuttavat yhtalon JA jotka kuuluvat maarittelyjoukkoon.

11. Funktio f on maaritelty R,:ssa ja aidosti vaheneva. Ratkaise yhtalo f(x” - 2) = f(x).

8. Funktion monotonisuuden laatu derivaatan avulla
Derivoituva funktio on aidosti kasvava, kun f “(x) > 0 ja aidosti véheneva, kun f "(x) < 0

12. Mik& on funktion a) f(x) = x° - 3x + 4 b) f(x) = 2x" - 4x” + 5x monotonisuuden laatu kohdassa x = 1?
13. Mika tulisi vakion a arvon olla, jotta funktio f(x) = x* + ax + 3 olisi kasvava kohdassa x = 2?

9. Monotonisuuden laatu tarkemmin
Derivoituva funktio on aidosti kasvava, kun f “(x) > 0 ja f "(x) = 0 vain yksittaisissa kohdissa
ja funktio on aidosti vaheneva, kun f "(x) < 0 ja f "(x) = 0 vain yksittiisessa kohdissa.

14. Milla valilla funktio a) f(x) = x* - 3x + 4 b) f(x) = x° - 3x° + 4 on aidostivaheneva?
15. Milla a:n arvoilla funktio f(x) = x* - 2x* + ax + 4 on kaikkialla aidosti kasvava?
16. Milloin funktio a) f(x) = x* - 4x* on vaheneva b) f(x) = 3x° - 5x° on kasvava?

10. Monotonisuuden tutkiminen tarkastelemalla erotusta f(x5) - f(x1)
Sievennetaan erotusta ja jos ehdolla (X, - X;) > 0 se on aina positiivinen on funktio kasvava
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17. Osoita, etté funktio a) f(x) = 2x + 3 b) f(x) = x* + 3, x>0, on kasvava.

11. Monotonisuuden tutkiminen tekemalla yhtapitavia epayhtéloita
Lahdetaan epayhtalosta f(x,) < f(x,) ja tehdaan sen kanssa yhtapitavia epayhtaloita.
Jos paastaan epayhtaléon x; < X, , on funktio kasvava

18. Osoita, etta funktio a) f(x) = - 3x + 2 b) f(x) = 4 - 5x° on vaheneva.
4. Aariarvot

4.1. Paikalliset aariarvot

1. Milloin funktion arvo on minimiarvo?
f(Xo) on funktion minimiarvo, jos kohdalla x, on sellainen ymparisto, etta sen kaikilla x patee f(x) > f(x)

2. Milloin funktion arvo on maksimiarvo?
f(xo) on funktion maksimiarvo, jos kohdalla x, on sellainen ympaéristd, etté sen kaikilla x patee f(x) < f(xq)

3. Aariarvokohtien mahdolliset paikat
1° Derivaatan nollakohta 2° alueen reuna 3° funktion epédjatkuvuuskohta 4° derivaatan epéjatkuvuuskohta

4. Lause aariarvojen laadusta.

Olkoon funktio f 1° JATKUVA kohdassa Xxq ja 2° DERIVOITUVA erdaassa xq:n ymparistossa tatd kohtaa mah-
dollisesti lukuunottamatta (funktion derivaatta voi olla nolla xq:ssa tai funktio ei ole derivoituva xq:ssa) ja

3° Jos derivaatan merkit muuttuu - = +, niin X, on minimikohta

3° Jos derivaatan merkit muuttuu + - -, niin X, on maksimikohta

3° Jos derivaatan merkki ei muutu, niin Xy:ssa ei ole aariarvoa.

5. Aariarvon tutkiminen derivaatan nollakohdassa

1° Mainitse etta funktio on JVA ja DVA seka ei ole reunoja

2° Derivoi

3° Laske derivaatan nollakohdat ratkaisemalla yhtalé f'(x) = 0

4° Laske derivaatan merkit ( derivaattafunktion kuvaajan muodon perusteella)

5° Laita taulukkoon derivaatan merkit ja hahmota derivaatan merkkien avulla funktion kulku.
6° Paattele kuvaajan perusteella aariarvon laatu

7° Anna vastaus

4.1.1. Laske funktion f(x) = x° - 10x - 11 &ariarvo.
2. Mitk& ovat funktion f(x) = x® - 3x% adriarvot?
3. Maarita funktion f(x) = x* - 4x* aariarvo.

6. Aariarvon tutkiminen alueen reunalla
Katsotaan ensin kuuluuko reuna maarittelyjoukkoon (jos ei, niin ei ole dariarvoakaan reunalla)
Derivaatan merkeista paatellaan kuinka funktio lahtee/saapuu reunalle ja tAman perusteella &éariarvon laatu

4. Laske funktion f(x) = x° - 6x + 5 &ariarvot vélilla [0,4].
5. Méaarita funktion f(x) = x* - 3x + 1 aariarvot valilla [0,3]

7. Aariarvon tutkiminen funktion tai derivaatan epajatkuvuuskohdassa
Funktion epdjatkuvuuskohdissa lasketaan funktion arvo ja raja-arvot molemmilta puolilta.
Derivaatan merkkien avulla tehdaan funktion kulkukaavio, josta paatellaan &ariarvo.

2
, . X“+4x-5,kunx<0
6. Mitk& ovat funktion f(x) = {Xz -2%-3 Kunx>0

7. Maarita funktion f(x) = x* - | 4x - 4 | aariarvot.

aariarvot?

8. Kirjainvakioiden arvon maéarittamista aariarvotiedoista
Tehdaéan yhtalo aariarvotiedon perusteella, josta ratkaistaan kirjainvakion arvo.

8. Mika on a, kun funktion f(x) = x° - 8x + a minimiarvo on 8?
9. Milla a:n arvolla funktion f(x) = x° - 3x* + a minimiarvo on 4?
10. Maarita vakiot a ja b, kun funktion f(x) = - X +ax+b maksimipiste on (3,4).
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4.2. Jatkuvan funktion nollakohdat

1. Lause, joka takaa funktion nollakohdan olemassaolon
Jos 1° jatkuva funktio saa 2° erimerkkiset arvot kohdilla x = a ja x = b, niin funktiolla on nollakohta vélilla Ja,b[

2. Osoitus, etta funktiolla on ainakin yksi nollakohta
Osoita, etté funktio on jatkuva ja saa erimerkkiset arvot vélin p&atepisteissa.
Jos paatepisteita ei ole annettu, yrita |oytaad sopivat x:t paatepisteiksi.

4.2.1. Osoita, etté funktiolla f(x) = x” - x - 1 on ainakin yksi nollakohta valilla [1,2]
2. Osoita, etta funktiolla f(x) = x - 3x + 1 on ainakin yksi nollakohta.
3. Osaoita, ettad funktiolla f(x) = x* - x% - 1 on ainakin kaksi reaalista nollakohtaa.

3. Nollakohdan likiarvon maarittdminen halutulla tarkkuudella
Haarukoi paatepisteiden x:ien valia pienemmaksi niin kauan, ettéd saat pyoristyksen haluttuun tarkkuuteen.

4. Osoita, ettd funktiolla f(xg X - x - 1 on positiivinen nollakohta. M&érita se 0,001 tarkkuudella.
5. Maarita funktion f(x) = x° - x* - 10 nollakohta 0,01 tarkkuudella.

4. Osoitus, ettd funktiolla on tdsmalleen yksi nollakohta
A. On oltava ainakin yksi nollakohta, eli f on jatkuva ja saa erimerkkiset arvot.
B. Nollakohtia on tasmalleen yksi jos viela funktio on aidosti monotoninen.

6. Osoita, etta funktiolla f(x) = x° + 2X - 6 on tdsmalleen yksi nollakohta.
7. Osoita, ettd funktiolla f(x) = 2x° - 3%* - 3 on tasmalleen yksi nollakohta ja méarita se 0,01 tarkkuudella.

5. Osoitus, ettd yhtal6lla on ainakin/tasmalleen yksi ratkaisu
Siirra termit yhtalon samalle puolelle ja tutki tamé&n puolen maéarittelemén funktion nollakohtia.

8. Osoita, etta yhtalolla x = x + 3 on ainakin yksi reaalinen ratkaisu.
9. Osoita, etta yhtalolla x* = x* + 5 on tasmalleen yksi ratkaisu.

4.3. Funktion suurin ja pienin arvo

1. Maaritelma funktion suurimmalle/pienimmaélle arvolle
f(xo) on funktion suurin arvo, jos kaikilla maarittelyjoukon x:illa on voimassa f(x) < f(xo)

2. Milloin funktiolla on varmasti suurin ja pienin arvo
Jos funktio on jatkuva suljetulla valilla, niin silla on suurin arvo talla valilla.

3. Maaritys, kun funktio on jatkuva suljetulla valilla

Totea, ettd funktio on jatkuva suljetulla valilla.

Laske kaikki mahdolliset &ariarvokohdat, 1° f “:n nollakohdat, 2° reunat 3° f ": n epé&jatkuvuuskohdat.
Laske funktion arvo kaikissa néaissé kohdissa.

Naista suurin on funktion suurin arvo.

4.3.1. Laske funktion f(x) = x - 3x - 5 suurin ja pienin arvo valilla [0,3].
2. Laske funktion f(x) = x -x? - x - 1 suurin ja pienin arvo vélilla [0,2]
3. Laske funktion f(x) = X2 - 2. | X | - 1 suurin ja pienin arvo valilla [-2,3]

4. Maaritys muissa tilanteissa

Lasketaan derivaatan nollakohdat ja merkit (sekd mahdolliset funktion ja derivaatan epédjatkuvuuskohdat).
Hahmotellaan taulukossa funktion kulku, josta paatelladn missa suurin/pienin arvo voi olla.

Lasketaan arvot mahdollisissa kohdissa ja kenties raja-arvo lahestyttdessa reunaa.

Naista tehdaan lopullinen paételmé mik& on suurin/pienin arvo

4. Mik& on funktion f(x) = x - 4x° + 1 pienin arvo?
5. Maérita funktion f(x) = X2+ 2% - Tx + 3 pienin arvo , kun x > -3.

5. Kahden muuttujan funktion suurin/pienin arvo jollakin viivalla
Sijoitetaan viivan y (x:n avulla laskettuna) kahden muuttujan funktioon y:n paikalle.
N&in saadaan yhden muuttujan x funktio, jonka suurin/pienin arvo lasketaan tilanteeseen sopivalla tavalla.

6. Mika on lausekkeen x° + y2 - 2X - 4y + 5 suurin ja pienin arvo janallay=x+ 1, x € [0,3]?
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6. Kahden muuttujan funktion suurin/Joienin arvo koko tasossa

Yritetaan saada lauseke muotoon ( )° + ( )* + vakio.

Tarkastetaan 16ytyyko sellaista paria (X,y), jolla molemmat nelién kantaluvut ovat yhta aikaa nollia.
Talléin lausekkeen pienin arvo on 0 + 0 + vakio = vakio

7. Mik& on lausekkeen x” + y* - 2x - 4y + 3 pienin arvo koko xy-tasossa, ja missa pisteessa tima saadaan?
5. Tulon ja osaméaaran derivaatta

5.1. Tulon derivaatta

1. Kahden funktion tulon derivaatta D(f-g)
=f". g+f-g (eliensimmaisen derivaatta kertaa toinen plus ensimmainen kertaa toisen derivaatta)

5.1.1. Derivoi funktio f(x) = x"-x> a) tulon derivoimissaannslla b) muuttamalla se ensin potenssiksi.
2.0Olkoonf(1)=2,9(1)=3,f(1)=4jag (1) =5. Laske F (1), kun F(x) = f(x) - g(x).

2. Kolmen funktion tulon derivaatta D(f-g-h)
=f~g-h+f-g”-h+f.g-h’ (eliderivoidaan vuorotellen yksi tekija muiden pysyessa samana, kaikki tulot
yhteen)

3. Derivoi funktio f(x) = x®-x"-x® a) tulon derivoimissaannélla b) muuttamalla se ensin potenssiksi.

5.2. Funktion potenssin derivaatta

1. Derivoimissaantd D[ ()" ]
=n- ()" f

5.2.1. Derivoi a) f(x) = (x + 1)° b) f(x) = (2x + 3) ¢) (5 + 4x - X°)°
2. Derivoi f(x) = (2x + 3)3.(3x + 2)*

2. Derivoimissaanto nelidjuurifunktiolle f(x) = \/?(
1

f'(x):ﬁ

3. Derivoi a) f(x) = \/x + x b) f(x) = X ¢) f(x) = \/x-(2x + 3)?
4. Laske f’(4), kun f(x) = \/x (¥2x - 1)?

5.3. Osamaaran derivaatta

Lo f
1. Derivoimissaantd D( a)

_fg-g°f

g
(eli osoittajan derivaatta kertaa nimittaja - nimittdjan derivaatta kertaa osoittaja per nimittéja toiseen )
o 3x-4 X2 2x-3 X X
5.3.1. Derivoi a) f(x) = Ex + 6 b) f(x) = % +3 c) f(x) = Z-3x+4 d) f(x) = (m )3 e) f(x) = (ﬁ% )2

5.4. Potenssin derivaatta, kun eksponenttina on negatiivinen kokonaisluku

1. Derivoimissaantd D( x™)
=on- X—n-l

><<TI w

5.4.1. Derivoi a) f(x) = x? + x b) f(x) = x% + ;25 -

2. Laske f'(2) , kun f(x) = 3—XX£—4
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6. Murtofunktio

6.1. Murtofunktion nollakohdat ja asymptootit

1. Asymptootti
on suora (tai muu viiva esim. paraabeli), jota funktion kuvaajan pisteet tulevat sitd lahemmaksi, mitd kauem-
maksi x- tai y-akselin suunnassa mennaan.

2. Pystysuora asymptootti
on pystysuora suora, jota funktion kuvaajan pisteet lahestyvat, kuny > + «

3. Pystysuoran asymptootin yhtalén laskeminen
Yhtél6 on : y = nimittdjan nollakohta,
silla edellytyksella ettei nimittajan nollakohta ole ainakin yhtamonikertainen osoittajan nollakohta

6.1.1. Laske funktion a) f(x) =31 b) f(x) = —z— c) f(x) = Z;_ pystysuorat asymptootit.

T - 2X 2x-1 .
2. Laske kayran a) y =X » b) Y= 3x+ 1 c)y= -3+ 1 pystysuorat asymptootit.

4. Vaakasuora asymptootti
on vaakasuora suora, jota funktion kuvaajan pisteet lahestyvat, kun x > + o

5. Vino asymptootti
on vino suora, jota funktion kuvaajan pisteet lahestyvat, kun x 2> + «

6. Vaakasuoran ja vinon asymptootin laskeminen
Jaetaan osoittaja nlmlttajalla Asymptootin yhtalo on: Yy =vaillinainen osamaara

2z
3. Laske funktion a) f(x) = —z— b) f(x) = XX 1 c) f(x) = _gx_ vaakasuorat tai vinot asymptootit.

2x + 3X _ x3 -1 :
X+ 1 c)y= 2+ 1 asymptootit.

4. Maarité kayran a) y = 2

x+1 b)

7. Milloin murtofunktiolla on x-akseli, vaakasuora suora, vino suora tai kayraviivainen asymptootti
Asymptoottina on x-akseli, jos osoittaja on alempaa astetta kuin nimittaja

Asymptoottina on vaakasuora suora (muu kuin x-akseli), kun osoittaja ja nimittdja ovat samaa astetta
Asymptoottina on vino suora, kun osoittaja on yhta astetta korkeampi kuin nimittgja

Asymptoottina on paraabeli, kun osoittaja on kahta astetta korkeampi kuin nimittaja
2 3 4

I : ol X _ X X
5. Millainen asymptootti on kayralla a) y = Z+1 b)y= Zt1 c)y= 1

6.2. Murtofunktion kulun tutkiminen

1. Kuvaajan mielenkiintoisten ominaisuuksien selvittdminen
Mielenkiintoisia kohtia murtofunktion kuvaajalla on y-akselin leikkauspiste, nollakohdat, asymptootit ja aariar-
vopisteet

2
6.2.1. Maarita kayréany = x-1)a akselien leikkauspisteet, asymptootit ja aariarvopisteet.
2
X -4. . . . . . .
2. Laske kayrany = o% . 512 akselien leikkauspisteet, asymptootit ja &ariarvopisteet.

2. Kuvaajan piirtdminen

Laske y-akselin leikkauspiste, nollakohdat, asymptootit ja &ariarvopisteet sekd muutama muu tarpeelliseksi
katsomasi piste.

Aariarvo laatua varten laskemastasi funktion kulun hahmotelmasta néet kuvaajan suurin piirtein.

Piirrd naiden perusteella murtofunktion kuvaaja.

2 2
3. Piirrd kayrd a) y = 2xX+ 2 b)y= ))((z +12
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7. Aariarvoprobleemoja

1. Aariarvoprobleeman ratkaisemistapa

Lue tehtava ja piirra mahdollinen kuvio

Mieti aluksi mik& on maksimoitava suure (tavoitteena on saada talle suureelle funktio)
Valitse jokin timan suureen arvoon vaikuttava suure X:ksi.

Lausu muut funktion muodostamiseen vaikuttavat suureet x:n ja annettujen lukujen avulla
Muodosta funktio maksimoitavalle suureelle

Mieti ( tai laske ) x:ien vaihteluvéli

Laske maksimoitavan funktion suurin arvo talla valilla

Pohdi vastauksen jarkevyyttd ja anna vastaus.

7.1. Suorakulmion muotoiseen aitaukseen on kaytéssa aitaa 600 m. Mik&a on suurimman tallaisen aitauksen
pinta-ala?

2. Suorakulmion muotoiseen aitaukseen on kaytéssa aitaa 600 m. Mika on suurimman tallaisen aitauksen
pinta-ala, kun aitaa tarvitsee rakentaa vain kolmelle sivulle?

3. Suorakulmion muotoiseen aitaukseen on kaytdssa aitaa 600 m. Mika on suurimman tallaisen aitauksen
pinta-ala, kun kolmelle sivulle tulee rakentaa kaksinkertainen aitaus ja neljannelle yksinkertainen aitaus?

4. Kolmion kanta on 60 cm ja korkeus 30 cm. Sen sisaan piirretdan suorakulmio siten, etta yksi sivu on kan-
nalla ja kaksi muuta kérked muilla sivuilla. Mik& on suurimman suorakulmlon pinta-ala?

5. Suorakulmion yksi sivu on x-akselilla ja kaksi karkeé paraabelillay =9 - x? x-akselin ylapuolella. Mika on
suurimman téllaisen suorakulmion pinta-ala?

6. Luokkalehtea saadaan myydyksi 10 mk:n hinnalla 100 kappaletta. Jokainen markan hinnannousu vahen-
tda myyntia 5 kappaletta. Milla hinnalla lehdistd saadaan suurin summa rahaa?

7. Mika on positiivisen luvun ja sen kaanteisluvun summan pienin mahdollinen arvo?

8. Suorakulmion muotoisen laitumen ala on 100 m?. Mlten paljon aitaa vahintaan tarvitaan?

9. Isolta laitumelta erotetaan sen aidan vieresta 100 m? suuruinen alue, jolloin aitaa tarvitaan vain kolmelle
sivulle. Mik& on aidan pituuden pienin mahdollinen maara?

Vastauksia E-tehtaviin.

1.1.1.a)1b)1c)1 1.4.1.% 4.a) 4x - 3b) 2% - 23 + 2x°
2. a) 2,302585093.. b) 1 2.a) JVA b) El JVA c) 6x%- 18x + 17
3. korkeintaan 0,002:n p&assa 3.a)5b) % 5.a)2b)-16¢c)-72
4. vahemman kuin 0,0005 4. a)x=2b)x=3,x=-1 _ _ 1
c) ei ole 6.a)x-4b)x--1,x-23

1.2.1.a) 3 b) 2%2 5,a)x#0jax#2b)x>2 7. eiole

S c)-1<x<1ld)x=#%n+nn 8.x<-1

1 =

2.2)1%Db) g 6. ON 9.x>3taix<-3

1 10. a=1%
3.a)%2b)-§ 151.S=5,p=-1, Aj=[-1,5] 11.a=2,b=-3

4.2)0b)-2c)2

. . 1
5.c:31allm:1% tai c=-3

2.-2<x<1,x>3
3.-3<x<-2,0<x<2,x>3

12. a) 20 b) 200 c) - 200

251.7
jalim=15 2.11.3mls 2.10
6.a=3,jolloin lim=-3 2. l,4m/S i.xzé ;
taia= 2, jolloin lim=2 2x 15 .Yy =6X-
7.-1tai-2 3.2)50) "3 5.y = 10x
8.a=-%b=1% 4.4 6.x+5y+8=0
9.a=-2b=-3 7.x-5y+11=0tai
221.a)-1b)1 Xx+5y-14=0
1.3.1.ad) - bc) ol 2.a)6b)-12 8.a)x=2b)x=-3¢C)x=%

.a-c)ood)-0ve)0
.a)-1b) %C)-11/4c)1/4

.a)0b)-oc)od)0
.a)4b) -
.a) ¥ b) 1y,
.5, 2, eiole

a=3

on

0. ei

POONOUA W N

231.a)d4xb)2x +1
2.a)f(3)b)2:f°(3)c) f'(3)

2.4. a)2xb)3x c)5x
d)0e) 15x14

2.a) 10x° + 9x®

b) 100x* - 99><98 c) 5x* ¥ 6x°
3.a) 6x b) 12x c) - 30x*

d) - 3x° e)—f) 64x’

9.a=%

10. @) (2,1) b) (4, 8) c) (3, 63)
11.a=4

12.a=2,b=3

13.y=x

14.y=5x +10taiy =5x - 22
15.y=2xtaiy =-2x
16.y=1taiy=-4x+1
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2.6.1. @) 4 b) 36x° - 30x + 12
c)0
2. f9(x) = 120x° - 420%” - 192x
+54 , f9(x) = 360x* - 840x -
192 , {9 = 720x - 840
.a) 14 b)6t-4
.s=t"+3t
.-10
.v=10t,s =5t

@, D d—zg fo
R Ve

N OO0~ wW

2.7.1. a)f’ (1) eiole, f'(1)=2
b) f,(1)=-3,f'(1)=-1
2.a)f,’(-1) eiole, f'(-1) =-2
b) f,'(-1) =-6,f’(-1) =6
3.a)f,/(2)=f(2)=f(2)=8
b) f.'(2)=8, f’(2)=7, f ’(2) ei ole
4.,a=-3,b=-9

3.1.1. f(-1)

2. 1(1,23456789013)

3.a<h

4. 1(2)

5. f(-0,754321098766)

6.a>2

7.x>3taix<-1

8.x<¥

9.1%<x<3

10.x=-5

11.x=2

12. a) vah. b) kasv.

13.a>-4

14.a) x<1%b)0<x<2
4

15.a> 3

16.a) x<3b)x>1taix<-1

4.1.1. min =f(5) = - 36

2. max=f(0)=0, min=f(2)= -4
3. min =1(3) =- 27

4. max=f(0)=5, max=f(4)=-3,
min f(3) = -4
5. max=f(0)=1, max=f(3)=19,

min=f(1)=-1

6. max=f(0)=-3, min=f(-2)=-9
min=f(1)=-4

7. max=f(1)=1, min=f(2)=0,
min=f(-2)=-8

8.a=24

9.a=8

10.a=6,b=-5

4.2.4.x~1,325
5.x=2,54
7.x~191

5.1.1. f(x) = 9x°
2.22
3.f/(x) = 21x*°

521.a)f (x) =2(x + 1)

b) f "(x) = 8(2x + 3)°

0) f/(x)=3(5 + 4x - x?)(4 - 2X)
2. 6(2x+3)%(3x+2)*(7x+8)
3.a) 2%& + 1 b) 3¥x*x

(2x + 3)(10x + 3)

C

T
4. 2Y4

531 38 2X(X + 3)

(5X + 6)° b) (2x + 3)°

2x% 4+ 6x - 1
©) (x2 -3x + 4)Z
(L-x) . 3-4x
oG+ 1)F &) @x+ 3y

d)

5.4.1.a) - 2x°3- 3x™

b 4 10+18
)= XX
2. Y

6.1.1.a)x=1b)x=1,x=-1
c)x=1
2.a)x=0b)x=1,x=%
c)x=1
3.ay=0b)y=x+1
c)y=2

4. x=-1y=2
byx=-1,y=2x+1c)y=x
5. a) vaakasuoray =1

b) vino suora y = x

c) paraabeliy = x* - 1

6.2.1.(00);x=1,y=x+1;
max = (0,0) min = (2,4)
2.(2,0), (-2,0), (0; 0,8)
X=2% ,y=%x+ 1%

max = (1,1) , min = (4,4)
3.a)(0,0);x=-1,y=YXx-Y%;
max = (-2,-2) , min = (0,0)

b) (il,O) ’ (o!'l/z) Y= 1 ;

min = (0,-¥2)

7.1.2,25 ha
.4,5 ha
.75a

. 4,5 dm”
124/3

15 mk
p=2
40m
.28,3m

©ENDU AN

Aiempien vuosien koetehtavia

: X*-3 4
91.1.1. Laske liM_———— [¢]
x>22X°—3X—-2

91.1.2. Milla x:ill4 funktio a) In (< + x*) b) /3- 4 on jatkuva? [a) X > - 1 jax = 0 b) - /3 < x < ¥n\[3 ]

3—/9+ x?

91.1.3. Laske lim——— [0]
x—0 4X

Xx+1 ,kunx<a
3x2-x,kunx2a

Wl

91.1.4. Milla vakion a arvoilla funktio f(x) = { on jatkuva kohdassax =a?[a=1taia=-

]

4 -2.3"

4 -2.3" .
lim ————
x>-05.4%+6-3"

91.15. Laskea) lim———— b)

1 1
_b =
X—>005.4X+6.3X [a)5 ) 3]
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91.1.6. Osoita, etta yhtalolla sinx=e* —x on positiivinen ratkaisu. Laske sen likiarvo kahden desimaa-
lin tarkkuudella. [ 0,35 ]

2%° - ax + 2

91.1.7. M&arité a ja f(2), kun funktio f(x) = 2% -8

on jatkuva kaikkialla. [a =5, f(2) = %]

. 5 10 2 - 3X 4,5 9
91.2.1. Derivoi a) x\1-x b)(x°+7).[a) 2\/ﬁ< b) 50x"(x° + 7)” ]

: X+x+2
91.2.2. M&arita funktion f(x) = +2 derivaatan nollakohdat. [ + \/E]

91.2.3. M&arité paraabelin y=1 - 2x + 3x° se piste, johon piirretty normaali on suoran x +y = 9 suuntainen.
[ (2,%) ]

91.2.4. Laske paraabelin y=x*- 2x - 3 ja x-akselin leikkauspisteisiin piirrettyjen tangenttien yhtalot.
[y=4x-12,y=-4x-4]

91.2.5. Maaritd aja b, kunf(x):ax2+bx+3, f(l)=2ja f'(2)=5.]a=2,b=-3]

91.2.6. Pisteesta (1,1) paraabelille y = x* + 1 piirretadn tangentit. Maarita naiden tangenttien yhtalét.
[y=1,y=4x-3]
o . . i _ f@+2h)-f@-h)
91.2.7. Derivoituvalle funktiolle f on voimassa f ' (1) = 10. M&érita raja-arvo r!"r(]) oh [15]
—

91.3.1. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = x* - 6x on kasvava? [x < -2, x >/2]

91.3.2. Laske funktion f(x) = 2x® - 3x* - 12x + 10 suurin ja pienin arvo valilla [-2,1]. [S=17 ,p=- 3]

2
91.3.3. M&arité kayran y = x)i 1 asymptootit ja dariarvopisteet. [x =1, y = x + 1; max = (0,0), min = (2,4)]

91.3.4. Osoita, etta epayhtalo 3x* - 4x% + 1 > 0 on aina tosi.

91.3.5. Maarita funktion f(x) =x|x - 3|-5x+ 6 A&éariarvot. [max=7,min=-10]

91.3.6. Madrita 11l asteen polynomifunktio, jonka dariarvopisteet ovat (-1,20) ja (3,-12). [ X* - 3x* - 9x + 15 ]
91.3.7. Rautalanka, jonka pituus on 34 cm, jaetaan kahteen osaan, joista toisesta tehdaan nelio ja toisesta
suorakulmio, jonka kanta on kaksi kertaa niin pitk&a kuin korkeus. Mik&a on nelién ja suorakulmion alojen

summan pienin arvo? [ 34 sz]

x2+ax+2,kunx<3
ax? + 4x - 5, kun x > 3

wIN

on jatkuva kunx=3.[a=

92.1.1. Maarita vakio a siten, etta funktio f(x) = { ]

. 3x%—4x+1
02.1.2. Laske I|m3—
x—1 X =X

92.1.3. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = In(3 - x°) + tan nx/2 on jatkuva?

92.1.4. Osoita, etta yhtalolla e* = cos x + 1 on positiivinen ja negatiivinen ratkaisu. Maarita positiivinen rat-
kaisu kolmen desimaalin tarkkuudella.

: 4°+7x-15
92.1.5. Mika on f(-3), kun funktio f(x) = ﬁ on jatkuva kohdassa x =- 3 ?

92.1.6. Maarita valilté [0,27] ne x:t, joilla toteutuu epayhtald cos 2x < sin X.
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a>(+1 +bx+1
92.1.7. Olkoon a ja b positiivisia kokonaislukuja seka lim ———

- = 2. Méaaérita vakiot a ja b.
x>x gt —p”

1. lim(x*+ax+2) =3a+11 ; lim(ax’* +4x-5) =9a+7 ;:f(3)=9a+7;
X—>3- X— 3+

jotta jatkuva, on oltava9a+7=3a+ 1lelia=2/3

2— —_ — —_ -
3X*—4x+1 lim (x-1)(Bx-1) _ lim 3x-1 3-1

2. lim

= = = =1
o1 X —x oLx(x+1)(x=1)  oix(x+1) 1D

3. 3-X*>0 ja ¥%nx # Yem+nm < |x|<\3 jax= 1+2n

—\/:_3<x<\/§ jax=+1

4., e“=cosx+1 < e“-cosx-1=0 tutkitaan funktioa f(x)=e"-cosx-1
fjatkuvajaf(0) =-1<0 jaf(-r) =e™ >0 = f:ll& on ainakin 1 nollakohta valilla ]-r,0[
f jatkuva ja f(0) =-1 <0 jaf(r) = e"> 0 = f:llda on ainakin 1 nollakohta valilla ]0,x[
Haarukoimalla f(0,6010) = -0,0008< 0 ja f(0,6015) = 0,0003> 0 siis x = 0,601

2 - - - -
5.1 jatkuva = f(-3) = lim 2% X715 _ iy (HEXIYNAZX+2) 472 +2) g
>3 J1-X-2 x> -3 1-x-4

6. CO0S 2x <sin X <> cos 2X - sin x < 0. Tutkitaan funktioa f(x) = cos 2x - sin x
f on jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa

CosS 2x=sin X ; €0s 2x =cos (Yan-X) ; 2Xx=Yn - X + N27n tai 2x = X - Y2n + n2n
X = 7/6 + n-2n/3 tai X = -Y2r + n2n , joista valilla [0,2x] on n/6 , 57/6 ja 9n/6

Mika on funktion merkki, saadaan laskemalla arvo jollakin valilla olevalla x:lla

X 0.2 1,0 3,0 6,0

f(x) 0,72 -1,26  +0,82 +1,12 Vastaus:. w/6 < X < 5n/6
@bt . asa*+b-b* . a+b-(b/a) _

7. lim———— = lim ———=lim ~— =a,josh<a
x—»o g% —p x>o g*—p X—> 00 1_(b/a)

Jos b > a, on raja-arvo negatiivinen eli -b. Jos b = a, on nimittdja = 0. Nama mahdottomia
Siis a = 2 ja koska b < a ja positiivinen on sen oltava 1. Vastaus:a=2,b =1

92.2.1. Laske paraabeliny = X - 6x + 8 huippu. Onko huippu paraabelillay = - x> +3x-19 ?

2
92.2.2. Derivoi funktiot ja laske derivaattojen nollakohdat a) f(x) = ;Xf: b) f(x) = \[3x2 + 4x

92.2.3. Laske funktion f(x) = (2x - 3)3 - 6X suurin ja pienin arvo valilla [0,3].

92.2.4. Laske sen kolmion ala, jota rajoittavat kayralle y = x® - 10x + 15 kohtaan x = 2 piirretty tangentti ja
normaali seka y-akseli.

92.2.5. Olkoon f(x) = (ax + 1)*(bx - 1)* . Maarita vakiot a ja b, kun f ( %) =27jaf'(0)=4.

92.2.6. Maarita vakion a arvo , kun suora y = 3a - x sivuaa kayraa y = x* - 5x + a’.

92.2.7. Maanviljelija aitaa kdydella pitkdn navetan seinan viereen suorakulmaisen kolmion muotoisen alueen,
missa yksi kateetti on osa navetan seinasta. Mika alueen suurin mahdollinen pinta-ala, kun koyttad on 30 m
eika koytta tarvita seinan viereen?

1. y'=2x-6 ;y'=0;2x-6=0;2x=6;x=3;y=9-18+8=-1H=(3,-1)
Sij. Il yhtaléon -1=-9+9-19;-1=-19 V:Ei

_(2x-3)(2x+4) - 2(X° - 3x) _4x"+8x-6x-12-2x"+6x _ 2X° +8x-12

22) 1" (x) = (2x + 4)? = 2x + 4)2 = T (2x+ )
f'=0 2x°+8x-12=0; X*+4x-6=0 ;x =-2+4/10
6X + 4 3x+2 2
b)f'(x)= = ;f'(xX)=0; 3x+2=0 ;x=-3
)09 20/3x° + 4x \[3x" + 4x ) X X773

. . . 4 . .
Mj: 3x*+4x>0 elix>0taix < - 3 Vastaus: Derivaatalla ei ole nollakohtaa
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3. Funktio on jatkuva suljetulla valilla. Se saa suurimman ja pienimman arvonsa. TAma tapahtuu jossakin
paikallisessa aariarvokohdassa . Funktio on derivoituva.

fr(x)=6(2x-3)°-6 ; f'(x)=0; (2x-3)°=1 ;2x-3=+1 ; x=2taix=1

f(0) = - 27 = pienin ; f(1) =-7 ;f(2) =- 11 ; f(3) =9 = suurin

4. Piste:x=2;y=8-20+15=3;P=(2,3) ;y'=3x"-10 ;kr=y'(2)=2 ;ky=-%
Tangentti: y-3=2(x-2) ; y=2x-1 = y-akselin leikkauspiste on A = (0,-1)
Normaali : y-3=-Y%(x-2) ;y=-%x+4 = y-akselin leikkauspiste on B = (0,4)
Kanta=AB=1]-1-4]=5;Korkeus =|xp|=2;Ala=%-5.2=5

5. f'(x)=3a(ax + 1)°(bx - 1)" + 4b(ax + 1)°(bx - 1)°
{f(2/b) =27 {(Za/b +1)°=27 {Za/b +1=3 { a=b {a =-4
f'(0)=4 3a-4b=4 3a-4b=4 |3a-4b=4 |b=-4

6. y'=2x-5; y'=ks ; 2x-5=-1; 2x=4 ;x=2
Suoran piste : x =2 ;y=3a-2 ; Paraabelin piste : x =2 ;y:a2-6
Pisteet samat:a°-6=3a-2 ;a°-3a-4=0; a=4 taia=-1

7.
Piirretaan peilikuva aitauksesta seinan toiselle puolelle. Aitauksen ala on suurin koko ison kolmion ala on
suurin. Kun kolmion piiri on vakio, on kolmio alaltaan suurin, kun se on tasasivuinen kolmio.

X+2x=30 x=10 ;2x=20. Kanta=+/400-100=10\3 Ala=2%"10/3 10 =503 = 86,6 (m?)

92.3.1. Maarita funktion f(x) = x® - 6x° - 15x + 6 dariarvot
92.3.2. Olkoon x; = 1,234567890, x, = 1,234567891 ja f(x) = 2X°- 5X+ 7. Kumpi on suurempi f(x,) vai f(x,)?
92.3.3. Mika on funktion f(x) = x° - 2x* + x + 3 pienin arvo, kun x > 0 ?

92.3.4. Méaaritd kolmannen asteen polynomifunktio, jonka kuvaajan aariarvopisteet ovat (-1,12) ja (2,-15).

. ax’ + bx + 2 . . . .
92.3.5. Funktion f(x) = T x+c kuvaajan asymptootteina ovat suorat y = 2x + 3 ja x = 2. Mik& on kuvaa-
jan minimipiste?
1

92.3.6. Osoita, etta X" +y°>75 , kunx+y=1.

92.3.7. Tulitikkulaatikon kuori on tehty suorakulmaisen sarmion muotoiseksi ja se on avoin kummastakin
paastaan. Laatikon tilavuus on 24 cm?® ja sen pituus on puolitoistakertainen leveyteen verrattuna. Mika on
kuoren pinta-ala, kun se on mahdollisimman pieni?

[1] fx)=x>-6x*-15x+6 , f'(x)=3x*-12x-15 , f' (X)=0<=x=-1taix=5

Kuvaaja ylosp. auk. paraabeli, jonka merkit
f': +4++-1---5+++

f: -~ N7 Maksimi = f(-1) = 14 ja Minimi =f(5) =- 94

f’(x) = 10x”* - 10x = 10x(x3 - 1), joka on positiivinen alueella x > 1, joten silloin funktio on kasvava. Kun
X2 > Xp, 0on f(Xp) > f(xy) .

fjvajadva. f’(x) = 3’ -4x+1 f’(x)=0 ; 3x*-4x+1=0 ;x=1taix=1/3; KUV: ylésp. auk. par.

f': O+++ 1/3 --- 1 +++

f: ~» T N~ _ ~ pieninarvoonf(l) =3ellei lim f(X) ole pienempi lim x*—2x*+x+3 =3
x— 0+ x— 0+

Vast: pienin arvo =3

Polynomit jatkuvia, derivoituvia eiké reunoja. Siis aariarvot ovat derivaatan nollakohdissa.
Olkoon P(x) = ax® + bx’* +cx +d ; P’ (x) = 3ax” + 2bx + c

f(1)=12 ( -a+b-c+d=12 ) a=2
f(2) = -15 8a+4b+2c+d:-15{9a?’;_3gg ol 627{ 3b=-9 |b=3
f(-1)=0 3a-2b+c=0 loa+db+c=g (Qa+6b=0 |c=-12

f(2) =0 12a+4b+c=0
P(x) =2x>-3x*-12x +5

d=5
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Asymptootti on x = 2 = ¢ = -2 ; Toinen asymptootti saadaan jakamalla
Caxttbx+2  axHbx+2 ‘o +b+4a+2b+2{ a=2 {a:2
=7 x+c | x-2 C&rea X-2 2a+b=3 |b=-1

2 o4 2
—% ;y’=%§- 1 y’=0; 2x°-8x=0 ;2x(x-4)=0 ;x=0, x=4

KUV: YAP. +++ 0 --- 4 +++ , joten min, kun x =4 , jolloin y = 30/2 = 15 ; Minimipiste = (4,15)

1 1
X5+y52E c>x5+(1-x)5-E >0
Tutkitaan funktioa f(x) = x° + (1 - x)° - 1—16

' (x)=5x"-51-x)%F'x)20:;x* 2 (1-x)%|x|2]1-x|;X¥*=21-%°; 2x=21;x>%
f'o-—- 1o +4+
f: N~ 7 Pieninarvo =f(¥2) =1/32 + 1/32 - 1/16 = 0, siis kaikki arvot > 0

Olkoon leveys = 2x, jolloin pituus = 3x. Olkoon korkeus = h. Tilavuus = 24 ; h-2x-3x = 24 = h = 4/x?
A(X) = 2:3x-2X + 2:3x-h = 12X° + 24/x , x>0

A'(X) = 24x - 241x% = (24%% - 24)IX* A'(x)20;24x°>24 x*>1;x>1

Al - 1 +++

A: N 7 = Apienin, kunx=1;A=236 (cm?

X°-1
2Xx+1

94.1.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 3x* - 5X% - X + 2 b) f(x) =/4x - 3 ¢) f(x) =

2
94.1.2. Olkoon funktio f(x) = ;z’frz'—xg_3 . MAdrita f(x):n raja-arvo, kun a) X — 3 b) X — -3 .

94.1.3. Laske funktion f(x) = x> - x* - x - 1 suurin ja pienin arvo valilla [0,2].

x*-3,kunx<a

94.1.4. Maarita positiivinen vakio a siten, etta funktio f(x) = {x ~Ua kunx > a

on jatkuva kaikilla x € R.

94.1.5. Milla a:n arvoilla funktion f(x) = x? - 3x% + ax + 1 derivaatta on kaikkialla positiivinen?

94.1.6. Osoita, etta funktiolla f(x) = In x - X + 2 on ainakin kaksi reaalista nollakohtaa. M&arita niista suurempi
kahden desimaalin tarkkuudella.

4 +2 " . , : )
94.1.7. Kayran y =~ 7~ pisteeseen (1,3) on piirretty tangentti ja normaali. Laske néiden suorien sekéa x-

akselin rajoittaman kolmion ala.

94.1.8. Funktiolla f(x) = X +ax-a+3 ja sen derivaatalla on yhteinen nollakohta. Maarita vakio a ja ratkaise
sitten yhtalo f(x) = f ' (x).

94.1.9. Miten pitaisi maarittaa funktion f(x) = ﬁ - x73_4x arvo silloin, kun x = 4 , jotta funktio olisi jatkuva

kohdassa x = 4.

94.1.10. Urheilukilpailujen jarjestajat arvioivat, etté jos padsymaksu on 40 mk, kilpailuihin tulee 800 katsojaa.
Edelleen he arvioivat, ettd jokainen yhden markan alennus lipun hinnassa lisaa yleista 40 katsojalla.
a) Kuinka suuret voivat paasylipputulot korkeintaan olla? b) Mika on talldin lipun hinta ja yleisomaara?

e and Lo 14 2 Lo 2X(2x+1)-2(xX°-1)  2X°+2x +2

lL.ayf'x)=12x"-10x -1 b)f (x)—2 A3 4X_gc)f x) = 2x + 1)’ ST X+ 17
2

. X“=9 9-9 0

> M ax g %63 127
2
. X“—=9 . (x+3)(x-3 . X=-3 -

b) lim = |Im¢— I|m—=%=11/2

o>ax242x—3 o3 (x+3)(x=1) ~-2x-1
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3. f on polynomina jatkuva suljetulla valilla , f on derivoituva , f' (x) = 3x° - 2x - 1

f':O:3x2-2x-1:O;x:1(x:-%) ;f(0)=-1;f2)=1 ;f(1)=-2 V:Suurin=1, pienin=-2

4. funktio on polynomina jatkuva , paitsi ehka liitoskohdassaan, joka tutkitaan
lim (x> -3)=a’-3ja lim(x-%x*)=a-va’=f(a);a’-3=a-Y%a’;1%a’-a-3=0|| -4
X— a— X— a+

5a°-4a-12=0,jostaa=2tai (a=-1,2)

5.f' (x) = 3x” - 6x + a, jonka kuvaaja on ylspain aukeava paraabeli.
Jos sen kuvaaja ei leikkaa x-akselia, niin kuvaaja on aina x-akselin ylépuolella ja saa siis positiivisia arvoja.
Ei leikkaa x-akselia, jos D<0,;36-12a<0 ; -12a<-36 ;a>3

6. f(X) =In x - x + 2 on jatkuva, kun x >0 & f(0,1) =- 0,4 & f(1) = 1 = ain. 1 nk valilld ]0,1[
fjatkuva & f(1) =1 & f(4) =- 0,6 = ain. 1 nk valilla ]1,4][ .

Koska valit erillisia, on funktiolla ainakin 2 nollakohtaa.

X 3 3,1 3,2 3,14 3,15 3,145

f(x) 0,099 0,03 -0,037 0,004 -0,003 0,0008 joten nk on valilld]3,145;3,15[ x ~ 3,15

LBX(XTH1)-2x(AX°+2) A _

7.y'= o+ 1) —(Xz+1)z,kt—y 1)=1pkPky=-1

Tang:y-3=1(x-1) ;y=x+2 Norm:y-3=-1(x-1) ;y=-x+4

Suorat leikkaavat x-akselin kohdissa x = - 2 ja x = 4, joten kannan pituus on |4 - (- 2) | = 6, Korkeus = 3
A=%-6-3=9

8.f'(x) =2x + a ; f':nnollakohta 2x+a:(g ;X =-Ya

Kun taméa on f:n nollakohta f(-¥2a) =0 ; ¥a -%a’-a+3=0]|-(-4); a°+4a-12=0 ;a=2taia=-6
Josa=2, fx)=f"'(x) ; x2;2x+1:2x+2 : xle cx=+1

Josa=-6 ,f(x)=f"(X) ; Xx -6x+9=2x-6 ; X -8x+15=0 ; x=5 taix=3

x4 X—4 x2—4x) o4 x*—4x x*—4x

= |im[ﬂj = |in1[W] - |im(2(x+4)] _ 2'8:

x~>4| X2 —4x X(x—4) -4\ X 4

2
9. Jotta f on jatkuva , kun x = 4 , on oltava f(4) = Iim(ﬂ— 32 j = Iim( 2x 32 ]

10. x = alennus ; lipun hinta = 40 - x ; yleis6d = 800 + 40x ; Tulot ovat T(x) = (800 + 40x)(40 - x)

T(x) = 32 000 + 800x - 40x* ; - 20 < x <40 , T(x) on jatkuva suljetulla valilla , DVA

T'(x)=800-80x ; T'=0 ;800-80x=0 ;x=10 T(-20)=0; T(40)=0 ; T(10) =36 000, joka suurin
V : a) tulot <36 000 mk b) lipun hinta on 30 mk ja yleis6a 1200

94.2.1. Derivoi funktiot @) f(x) = 4x> - 2x* + x b) f(x) = (2x - 3)* ¢) f(x) = X(x - 1)(X - 2)

. 2x*+3x-5
94.2.2. Laske lim=————
x>13X°+2X-5

94.2.3. Laske funktion f(x) = x> + 2x* - 20x suurin ja pienin arvo valilla [0,3]

2
ax -3x,x>2

94.2.4. Maarita a ja f(2), jotta funktio f(x) = {4 3ax x<2

94.25. Laske  lim (X++/x%+3x+4)

X—> —00

olisi jatkuva kohdassa x = 2.

94.2.6. Maarita aja b, kun f(x) = ax’ + 2 sekaf(l)=5jaf' (1) =4.

94.2.7. Osoita, etta funktiolla f(x) = sin x - x + 1 a) on ainakin yksi reaalinen nollakohta b) ei ole nollakohtaa,
joka olisi suurempi kuin 2.

94.2.8. Missa pisteessa kayrany = x>+ x% - 3x pisteeseen (1,-1) piirretty tangentti leikkaa kayran?

94.2.9. Funktiot f ja g ovat derivoituvia seka f(x) = X2 - g(x). Maarita f' (2) , kung(2) =-3jaf'(2)=g'(2).
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94.2.10. Pihaan aidataan ponille 5 aarin suuruinen suorakulmion muotoinen alue. Tien viereen tuleva sivu
aitaa joudutaan tekemaan 50% kallimmasta materiaalista kuin muu osa. Kuinka pitkaksi alueen tien vierei-
nen sivu on tehtava, kun se on oltava vahintdan 10 m ja enintdén 30 m pitk& sek& aidan kustannukset halu-
taan mahdollisimman pieniksi?

1.a)f(x) =4x° - 2x° + x; f' (x) = 12x° - 4x + 1 b) f(x) = (2x - 3)* ; f'(x) = 4(2x - 3)° - 2=8(2x - 3)°
C) f(X) = X(X - (X - 2) = X(X* - 2X - X +2) = x> -3x° + 2X ; f'(X) = 3x*-6X + 2

2x* +3x-5 (x=1D(2x+5) ,. 2x+5 2+5
2 limE5 2003 gy RS _ 220 245
H13x +2X-5 1 (x-1)(@Bx+5) =13x+5

7
8

3.f(x) = x +2x% - 20x on polynomina jatkuva suljetulla valilla [0,3] . f on polynomina derivoituva.
fr(x)=3x°+4x-20 ;f'=0 ;3x°+4x-20=0 ;x:2tai(x:-3%)
f0)=0 ;f(3)=-15 ;f(2)=-24 .V:Suurin =0, pienin =-24

4. Funktio on jva kohdassa x = 2, jos 1) on olemassa raja-arvo 2) on funktiolla arvo 3) ne ovat yhta suuret
raja-arvo on olemassa, jos IIm f(x)= IIm f(x) ; IIm (4 3ax) = IIm (ax —-3x)

4-6a—4a-6,-10a—-10,a 1 f(2) 4 - 61—-2

5. lim (x-+ 7 +3x+4) = lim (X X T d) | KK -3xd

X X— «/x +3Xx+4 X+°"x \/x +3x+4
—3x—4" —3-4/x _ -3-
lim = |lim (Huom. neg. luku juuren alle) = 7 = - 1%
Kooy — \/x +3x+4 * °°1+\/1+3/x+4/x
6.1 = ax+2 : £ (x) = 2ax - 2 {ff((li)"_ -{g;bb 54IH,3a:9;a:3;3+b:5;b:2

7.a) f(x) =sin x - x +1 ( HUOM.! reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio = x on radiaaneja).
fonjatkuva. f(0) =sin0-0+1=1>0 ;f(n)=sinn-n+1=0-n+1=1-n<0.

Siis vélilla 10, =[ on ain. yksi nollakohta

b)josx>2onf(x)<sinx-2+1=sinx-1<0, koska sin x < 1. Siis f(x) <0, joten funktiolla ei nollakohtia

8.y =3x +2x 3, kr=y(1)=3+2-3=2 ;TANG..y+1=2(x-1) ; y=2x-3

2
+ X° -
LP: {y yX 2XX 33X X+ x2-3x=2x-3 ; X +x°-5x+3=0 ; huomataan x = 1 on yksi ratkaisu

(X-1)(X*+2x-3)=0 ;x-1=0 tai x¥’+2x-3=0 ; x=1taix=1 taix=-3 ;y=-27+9+9=-9
V: Piste on (- 3, - 9)

9.1 =x"-g(x) , T () =2x-gX) +x>g'(x) ; f'(2=9'(2) & 2:2:g(2)+49'(2)=g'(2) < 4(3)+
49'2=9'2 ©49'(2-9'(2=12 © 39'(N=12 ©9'(2)=4=f"'(2

10. x = tien suuntaisen aidan pituus dekametreissd . A=5 ; x-h=5 ;h= g

Tavallisen aidan yksikkdhinta olkoon a ; tien viereisen aidan yksikkéhinta on 1,5a
5 5 10 . . .
Kustannukset K(x) = 1,5a - x + a - (X tit —) =—a-(25x+ 7) 7 1<x<3 5 K(X) on jva sulj. valilla

K'(x):a(Z,S-%g) K'=0 ;25- 10 =0 ;25x°=10 ;x*=4 ;x=+2

K(1) =12,5a ; K(3)=10,83a ; K(2) = 10a , Joka on pienin. V: Sivu on 20 m

94.3.1. Milla x:n arvoilla funktiot — a) f(x) = —2T35 b) f(x) = Ig( 3x - x*) ovat jatkuvia?

X*—X—6 . X*—X—6 . X2—x-6
94.3.2. Laske raja-arvot a) IIm— b) im ——— ¢) lim————
~>22x*-3x-14 x>-22x°—-3x—-14 x>o 2x°—3x—14

94.3.3. Osoita, etté funktiolla f(x) = e* + cos x - 3 on ainakin yksi positiivinen nollakohta. Maarita téllaisen
likiarvo 0,1 tarkkuudella.

X

likiarvo. Mik& voisi olla tarkka arvo?

94.3.4. Maarita kokeellisesti raja-arvon lim
x>0 2X




Pitka matematiikka. Kurssi 6. Differentiaalilaskenta 1. 23

94.3.5. Mika arvo pitaa olla reaaliluvulla a, kun yhtalolla X + (a2 - 1)x =100 on ainakin yksi ratkaisu valilla
0<x<1?

X2 -4 x-1]-2x+1
| 2x -2 |

94.3.7. Mika arvo on a:lla, kun lim(y/2x* +ax — X\/E) =
X—0

94.3.6. Onko funktiolla f(x) = raja-arvoa, kunx —» 1 ?

+1/16 + +
1.a) Nim ¢0;x2—4x—5¢0;x¢4_ 126 20:456

b) Logaritmoitava >0 ; 3x-x°>0 ; NKx(3-x)=0 ;x =0 taix =3 Par: alasp. aukeava, josta V: 0 < x < 3

i X#5jax#-1

im_ X ~X=8 _ _2°-2-6 VAN
28) M —ay_14  22-32-14~ -12~ 3
by lim X0y XY X3 5.5
x>-22X°=3x-14 =-2(x+2)(2x-7) =>-22x-7
X —x—6% . 1-1/x-6/x? 1-0-0 1
lim——— = lim = ==
O o _ax—14  *2_3/x—14/xC 2-0-0" 2

3.f(x) =e*+ cos x-3 onjatkuva JAf(0)=1+1-3=-1<0 JA f(2):e2+c052-3:3,97>0 , jolloin
funktiolla on ainakin yksi positiivinen nollakohta, joka on valilla 0 < x < 2

x | 080 0,90 0,85

fx) | -0,08 0,08 -0,004 , jotennkon valilld0,85<x<0,90 elix=~0,9

X

2°-1
4. Lasketaan lausekkeen % arvoja lahella lahestymiskohtaa 0

X | 0,01 0,001 0,0001 0,00001 -0,01 -0,001 -0,0001
f(x) | 0,3477 0,34669 0,346586 0,34657 0,345 0,34645 0,34656
tasta paatellaan etta raja arvo voisi olla likim&arin 0,34657 = ¥:In 2

5.x° + ga 1)x =100 ; x>+ (@" - 1)x - 100 = 0 tutkitaan vasemman puolen maarlttelemaa funktloa

f(x) =x" + (a 1)x - 100 joka on polynomina jatkuva ; f(0)=-100<0 ;f(1)=1+ (a -1)-100= a’- 100,
jonka pitéa olla positiivinen, jotta funktiolla f olisi ainakin yksi nollakohta vaI|IIa O<x<1

Ts.a’-100>0 NKa’=100 ; a=+10 PAR: ylosp. aukeava, josta a> 10taia<-10

_Jx-1,kunx>1 _ ) 2x-2,kunx>1
6.1x-1]= {x+1 kunx<1 ' I2X'Zl_{-2x+2,kunx<1

X2 -4 x=1]-2x+1 . xX*—4(x-1)-2x+1 . xX*-6x+5 . (x-1)(x-5) -4
lim = lim = lim = lim—>=——>=2=-2
X—1+ | 2X —2 | x—1+ 2X—2 x>l 2X—2 X—1+ 2(X _1)

2 2 _ _ 2 _ _
lim X —4[x-1|-2x+1 _ lim % Ax+1D)—-2x+1 _ lim % +2x-3 _ lim (x=1)(x+3) :%:_2
x—1- |2x—2| x->1- —2X+2 x>l —2X 42 - —2(x-1) i

Koska oikean ja vasemmanpuoleiset raja-arvot ovat samat varsinainen raja-arvo on olemassajaon = - 2

. Iim(\/M—x\/i) _ Iim(\/2x +ax — X+/2)(+/2x? +ax+x\/_) 2x° +ax —2x°
X x> (V2x2 +ax+x\/_) H"’\/2x +ax+x\/_

(x

lim

ax
,Joten =2 ; a=2n2 -\2=4
oo J2X% +ax + X2 X*w\/2+a/X+«/_ \/_

94.4 1. Ratkaise yhtalé f * (x) = 0, kun f(x) = x> -6x-7

94.4.2. Derivoi a) f(x) = (2x + 3)* b) f(x) = 3X2§ 2 c) f(xX) = x/2x + 1.

94.4.3. Funktion f(x) = x* - ax® - 9x + 5 derivaatan nollakohta on x = - 1. Maarita a sekéa funktion f suurin ja
pienin arvo valilla [0,4].

94.4.4. Laske kéyrany = X? - 5X - 4 sen normaalin yht&l6, joka on suoran x + 3y + 4 = 0 suuntainen.
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6 2
94.4.5. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = —21—5 saa positiivisia arvoja? Mika on funktion suurin arvo?

. e . OO -[f @
94.4.6. Funktiosta f tiedetaan, etta f(1) =2 jaf ‘ (1) = 3. Laske raja-arvo Iqu 1
X—> X j—

94.4.7. Joen rantaa vasten rakennetaan suorakulmion muotoinen aitaus. Rantaa vasten olevalle sivulle tarvi-
taan piikkilankaa vain yksinkertainen kerros, kun taas muille sivuille tarvitaan piikkilankaa kaksinkertainen
kerros. Mika on suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala, kun piikkilankaa on kaytossa kaikkiaan 240 m?

1A) =X -6x-7:F () =3x*-6;f (x)=0;3x*-6=0;x°=2;x=+2

2X 2(3x +4) - 3-2X 8
2.8) 1(x) = (2x+ 3)* £ (x) = 4:(2x + 3)* 2= 8-(2x + 32 b) 1) = oo s T (x) = ((3X+)4)z =G a7
2 2x+1 X 3x+1
f \/2 F1f X+ 1+ = ¥ =
€) () = x-\2x XL N2x+1 \2x+1 y2x+1
3900 =X -ax - 9x+5; 1 ()= 3¢ -2ax-9;f (-1)=0;3+2a-9=0;a=3; 1) =x -3 -9 +5

f on ja sulj. valilld. Dva. f* (x) = 3x*- 6x -9 ; f* () 0;3x°-6x-9=0; (x—-l)talx 3
f(0) =5;f(3) =-22; f(4) =- 15 Suurin arvo =5, pienin arvo = - 22

4. Kulmak.:N||x+3y+4:o;3y:_x_4;y:_%x_%;kN:_%

Piste: k1=3;y =3;2x-5=3;2x=8;x=4;y=16-20-4=-8
Yhtald:y+8:—%(x—4);3y+24:-x+4;x+3y+20:0

2
5.1(x) = —XZGz(r—S on posit. , kun osoittaja on posit, koska nim. Aina posit.
7-6x-x"=0;x=1taix=-7;KUV: alasp. auk. par. --- -7 +++ 1 --- ;- 7<x<1

Suurin arvo avoimella valilla on sama kuin suljetulla valilla, ellei sitd saavuteta alueen reunalla.

F on jva sulj vaI|IIa[ 7,1] . Dva.

. (- 6 - 2x)(X° + 5) - 2x(7 - 6x - X %) _-6x*-30- 2x° - 10x - 14x + 12x* + 2x° _ 6x° - 24x - 30
(x)= oC +5)° oC + 5 =T (C+5)

f'(x)=0;6x"-24x-30=0;x=-1tai (x =5)

f-7)=0;f(1)=0;f(-1) =2=2 = suurin

o timLF O -[FOF _ i (PO - @I+ @ _ w [f(x)+ f(1)]=

x—1 X—=1 x—>1 X-=1 x—1

mlf - ::(_1)].|irq[f(x)+ F@] =F (1) (1) + (1)) = 3[2 + 2] = 12

x—>1

7. Olkoon jokea vastaan kohtisuora sivu = x. Jokea kohtisuorasti on aitaa 4x, joen suuntaisesti 240 - 4x

. ) 240 -4 4
Joen suuntainen sivu = % =80 - §x

A(X) =(80 - %x )-x = 80x - %-xz ,0<x<60 ; A(x)on jvasulj. valilla , dva .

A‘(x)=80—g-x ; A’=0;80-%-x=0;240-8x=0;x=30
A(0) =0; A(60) =0 ; A(30) = 1200, joka on suurin. V: Alaon 12 a

2 +2
94.5.4. Etsi kédyrany = ;x 1 asymptootit ja &ariarvopisteet.

94.5.6. Milla vakion a arvolla funktion f(x) = ax® + 12x +a suurin arvo on 9 ?
94.5.7. Osoita, etta yhtalélla 2x* +2x* - x*- 1 =0 on tasmalleen kaksi reaalista ratkaisua.
94.5.10. Suihkukaivon altaan pohja on nelion muotoinen, seinét pystysuorat ja tilavuus 4000 I. Seinat ja pohja

kaakeloidaan. Mitka arvot taytyvat altaan leveydelld ja syvyydella olla, jotta kaakelia kuluisi mahdollisimman
vahan?
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2 + 2
4y = ;(x T 1 Pystysuora asymptootti, kunnim=0;2x+1=0; x =- %, jolloin os = 0

. . 2Y. . .
vino asymptootti jakamalla 'y = ¥2x - ¥4 + ﬁ eli asymptootti on suoray = %2x - ¥4

C2X(2x+1)-2(x*+2) 22X +2x-4
- (2x + 1)° T o(2x+ 1)

-1+/1+8 -1+3
> -

y’=O;2x2+2x—4:O;x2+x-2:0;x: > ;x=1taix=-2. KUV: YAP

y' it -2 - Y 1t
y: 2 N | N 72
- 4+2 S
Maksimi: x=-2; y:_4+1:—2; Maksimipiste =(-2,-2)

N 1+2 L
M|n|m|:x:1;y:m:1;M|n|m|p|ste:(1,1)

6. f(x) = ax” + 12x + a . Jotta funktiolla olisi suurin arvo, sen kuvaajan taytyy olla alaspéin aukeava paraabeli

(siis a < 0), joka saa suurimman arvonsa paraabelin huipussa. Huipussaonf’=0;2ax+12=0;x=-_

a
+\/ + +
f(-g):g;a%g+12-(-g)+a:9;3;6-%2+a:9;a-%:Q;a2-9a-36:O;a:9_ 821 144:9_215

;(a=12) taia=-3

7.2x" + 2x° - x° - 1 = 0 ; Tutkitaan funktion f(x) = 2x" - 2x° - x° - 1 kulkua.

£ (x)=8x>+6x°-2x=2x(4x° +3x-1).f =0;2x=0tai4x’+3x-1=0;x=0taix=-1taix =%
KUV: Il asteen polynomi

f'o-—-1+4+++0 - Yy +++

fi_ 2 TN 7

1°Kun f(0) = -1, ei valilla [-1,%4] ole nollakohtia.(Suurin < 0)

2° f(-1)<0 & f(-2)>0 & f jva & f aid. vdheneva = valilla x < - 1 on tdsm. 1 nollakohta

3° f(¥4)<0 & f(1)>0 & f jva & f aid. kasvava = valilla x > ¥ on tasm. 1 nollakohta

Siis tdsm. 2 nollakohtaa.

: ) . V 4000
10. Olkoon pohjanelién sivu = x ; korkeus on = AT
3
A(X) = x* + 4-x-%(2)9 =x%+16000x™" ;x>0 A'(X) = 2x - 16000x > = %m
A’>0;2x*-16000> 0 ; x*> 8000 ; x > 20
Al - 20 +++
A:~ 7~ = alaonpienin,kunx=20 Leveys=20dm =2 m , korkeus=10dm=1m

2

2 - .
94.6.4. Laske kayrany = ))(( 2 X asymptootit ja aariarvot.

94.6.6. Laske funktion f(x) = 3 + 2x* - x* suurin arvo.

94.6.7. Milla a:n arvoilla yhtalolla x* + 3x* + a = 0 on kolme reaalista ratkaisua?

2X° - 6X
4.y= <-4 Pystysuora asymptootti: nim=0 ;x-4=0 ;x=4

. 8 . . .
Jaetaan jakokulmassa y=2x + 2 + X - 4 Josta vino asymptootti y = 2x + 2

. (4X-6)(X-4)-1-(2x°- 6X) _4X*- 16X - 6X + 24 - 2x° + 6x _ 2x°- 16X + 24
y = (x- 4y - (x - 4Y° T (x-4y
y' =0 ;2x2-16x+24:0 ;X=2 tai X=6 ;
y':n nimittdja nelibna positiivinen, joten osoittaja maarad merkin. Osoittaja YAP
Yy +++ 2 - 6 +++

y: 2 N _ 7 Max:y(2):—82__142:2;Min:y(6):7§:26:18

6.f(x) =3+2x"-x" ; f (X)=4x-4x"=4x(1-x°) ; f’=0;4x=0tai1-x"=0 ;x=0taix=1taix=-1
f’:n kuvaaja Il asteen polynomi, jonka kuvaajasta (ylhdaltd vasemmalta alas oikealle)
fro+++-1--—-0+++1---

f: 2N _ 7 = fin suurin arvo on joko (1) tai f(-1)

f(1)=3+2-1=4 ;f(-1)=3+2-1=4 ; siissuurin arvo on 4
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7. Tarkastellaan funktioa f(x) = x>+ 3x° +a ; f (x)=3x"+6x ;f' =0:3x(x+2)=0 ;x=0taix=-2

f’ :n merkit ylospain aukeavasta paraabelista

f':+4++-2---0 +++

f: 27~ _ 7~ = max=1f(-2)jamin=f(0)

= f:lla on 3 nollakohtaa, jos jokaisella monotonisuusvalilléa on yksi nollakohta, eli f saa joka valilla erimerkki-
sia arvoja. Ehto tayttyy, jos max>0jamin<0 ; f(-2)>0jaf(0)<0 ;-8+12+a>0jaa<0
a>-4jaa<0; -4<a<o0

94.7.1. Milloin funktio f(x) = (x2 - 2x)3 on kasvava?
94.7.2. Laske funktion f(x) = x> - 2x? - 7x + 5 suurin arvo, kun x < 3

. . X2+ 2x +3 .
94.7.3. a) Mitka ovat funktion f(x) = .2 asymptootit?
b) Muodosta jokin funktio, jonka asymptootit ovaty = 2x + 3 ja x = 4.
94.7.4. Osoita, etta yhtalolla 2x* + x - 40 = 0 on tasmélleen kaksi reaalista ratkaisua.
94.7.5. Kolmannen asteen polynomifunktiolla f(x) on &ariarvo f(1) = 3, ja f(0) = 0 ja f’(0) = 1. Maarita f(x).
94.7.6. Paikat A, B ja C sijaitsevat vaakasuoralla maan pinnalla tasakylkisen kolmion karkipisteissa. Kolmion
kanta AB on 8,0 km ja kantaa vastaan piirretty korkeusjana CD on 9,0 km. Talle janalle suunnitellaan kes-
kuspaikkaa K, josta aiotaan rakentaa suorat tiet paikkoihin A, B ja C. Mihin kohtaan janalla CD paikka K on
sijoitettava, jotta tien rakennuskustannukset olisivat mahdollisimman pienet? Kustannukset ovat suoraan

verrannolliset tien pituuteen.

94.7.7. Milla a:n arvoilla funktio f(x) = x> - 5x* - 60x° + ax on kaikkialla kasvava?

1.f(x) = (X° - 2x)° ; f'(x) = 3(x° - 2x)*-(2x - 2) ; fon kasvava, jos f’ >0 ; Koska 3(x° - 2x)° > 0, on toisen
tekijan oltava vahintddn nolla 2x-2>0 ;2x>2 ; x2>1

2.f(X)=x°-2X°-7x+5 ; f' (X)=3x" -4x - 7

4++[16+84 4+10
5 =

7. . . .
6 X3 taix =- 1. KUV: ylospain aukeava paraabeli

f'=0 ; 3x°-4x-7=0 X =

f'o4++-1---7/3 +++

f: »~ 7 ~ _ 7 = funktion suurin arvo on joko f(-1) tai f(3)
f(-1)=-1-2+7+5=9 ; f(3)=27-18-21+5=-7 Siis: Suurinarvoonf(-1)=9
3 a)f _x2+2x+3_x2—2x+4x—8+11_x2-2x+4x-8+ 1 _ ., 1

-a) () = x-2 = X-2 T ox-2 x-2 x-2 X X-2
V:asymptootit x =2jay=x+4 ,

1 2 -8x+3x-12+1 2x°-5x-11

b) g(x) =2x +3+ 577 = X-4 T x-4
4.2x" +x-40=0 ; tutkitaan funktion f(x) = 2x” + x - 40 kulkua
fre)=8x+1;f'>20:8+120 ; x32-%|| %/_ © X >-Y% : = f:lla on kaksi monotonisuusvalia

f(-12) <0 f(-12) <0

f(:fS}VZO = tasmalleen yksi nollakohta valilla x > %2 f(_fBj)v; 0 = tasmalleen yksi nk valilla x < %2
f aid. monot. f aid. monot.

Siis kaikkiaan tdsmaélleen kaksi nollakohtaa eli yhtalolla on tdsmaélleen kaksi ratkaisua.

5.f(x)=ax" +bx"+cx+d ; f'(x)=3ax" +2bx +c
f(1) =3 atb+c+d=3

f'A)=0 |3a+2b+c=0 _{a+b=2||-(-2) _
f0)=0 ° d=0 ' 3a+30=-11°
£1(0)=1 c=1

a=-5;b=7 V:f(x):-5x3+7x2+x
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6. OlkoonDK=x , CK=9-x ; KA=KB =/x"+16 ; K(x):Z\/x2+l6+(9-x);Osxsg
. P, 2X 2X 2
Konjvasulj. valilla. K'(X)=2-—=——=-1; K'=0 ; =——==1; 2x=4/X"+ 16
jva sulj () =27 ST V1611 ()

4x*=x*+16 : 3x*°=16 ;X 2_16. : X=X
3 \3

K(0) =17 ; K(9) = /97 =198 ; K(%) =9+ 4/3 =159, joka on pienin

= T = 2,3 km kannalta AB
5

7. f(x) = x° - 5" - 60x° + ax on kasvava, jos f ' (x) = 5x” - 20x - 180x° + a > 0 kaikilla x ja tama on totta, jos
derlvaattafunktmn plenln arvoon>0 ;f'"'(x) = 20x° - 60x* - 360x = 20x(x - 3x - 18)

f* =0; 20x=0taix’-3x-18=0 ; x:0taix:-3taix:6

f"n kuvaaja [l asteen polynomi (alhaalta vasemmalta ylos oikealle)

f":--—--3+++0--6 +++

fro 7~ ~_ 7 Pieninonjokof' (- 3)taif'(6)

f'(-3)=405+540-1620+a=a-675 ; f'(6)=6480-4320-6480+a=a- 4320, joka on pienin
a-4320>0 ; a>4320

95.1.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 2x> + 4x* - 5x + 6 b) f(x) = (2x° - 5)°

95.1.2. Muodosta jokin funktio f(x), joka toteuttaa ehdot f(1) =2 jaf (2) = 3

x* -9 . (8-7x)x
95.1.3. Laske a) lim——————b) lim——"—
x>32x°—x-15 x> YT —2

95.1.4. Laske funktion f(x) = x® - 3x® - 9x suurin ja pienin arvo valilla [0,4]

95.1.5. Ratkaise yhtalo f(x) +2=x -~ (X) , kunf(x) =1 - x + 3x°.

95.1.6. Milla a:n arvolla funktio f(x) = —zﬁ on epéjatkuva vain yhdella x:n arvolla? Milla a:n arvoilla

funktio on kaikkialla jatkuva?

95.1.7. Osoita, etta yhtalolla x* + x + 1 = 5x° on ainakin yksi reaalinen ratkaisu. Maarita jokin niista 2 desi-
maalin tarkkuudella.

95.1. 8 Milla vakion k arvoilla paraabeliny = 4x - X2 pisteeseen (1,3) piirretty tangentti sivuaa myds paraabelia
y= X2 - 6X + k?

95.1.9. Erdan tanhuseuran jasenmaksu on 75 mk. Seura maksaa kattojarjestdlleen 6% jasenmaksutuloistaan
mikali jasenia on alle 150. Jos jasenia on vahintdan 150, maksetaan 4% jasenmaksutuloista ja liséksi kiinte&
maksu. Esita kattojarjestolle meneva maksu funktiolausekkeena. Paljonko kiintean maksun on oltava, jotta
maksua kuvaava funktio ei muuttuisi "hyppaysenomaisesti”?

95.1.10. Mehilaistarhurilla on 6 mehildispesaa, jotka tuottavat hunajaa 20 kg/pesa. Jokainen yhden pesan
lisdys vahent&aa tuottoa pesaa kohden 2 kg. Milla pesamaaralla tarhuri saa suurimman kokonaistuoton?

1.a)f(x) = 2X° + 4x°-5x+6 ; f (X) = 6X° +8X - 5
b) f(x) = (2x° - 5)° ; £ (x) = 3(2x® - 5)* - 6x° = 18x°(2x° - 5)°

2. Esim. f "(x) = 3 kaikilla x, jolloin f(x) voisiolla=3x+a ;f(1)=2 ;3+a=2 ; a=-1
Vif(x)=3x-1

2— —

3.a) lim X9 = lim (x+3)(x=3) = IimM :%
=>32x* —x—-15  =3(2x+5)(x—3)  x>3(2x+5)
(8-TX)X . 8x—7x**  8/x-7 0-7

b) lim = lim = lim———_ =—~~-.

e T e Tl T
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4. f(x) = x* - 3x" - 9x on JVA sulj. valilla [0,4] . DVA.  f(x) =3x" - 6x-9

24~[4+12 244
5 =

f'=0;3x-6x+9=0; x*-2x-3=0 ; x= 5> x=3tai(x=-1)
f(0)=0=S ;f(4)=-20 ; f(3)=-27=p V: Suurin arvo =0 , pienin arvo = - 27

5.f(x)=1-x+3x" ; f (x)=-1+6x
fX)+2=x-F(X) ; 1-X+3x°+2=xX(-1+6X) ; 1-X+3x+2=-x+6X
=3 ; x*=1; x=%1

6. Murtofunktio on epéjatkuva, kun nim = 0. Funktio on epajatkuva vain yhdella x:lla, jos nimittajalla on vain
yksi nollakohta. 1l asteen polynomilla on vain yksi nollakohta, jos sen

D=0 ;4a’-12=0 ; a°=3 ;a=+ \/1_3 . Funktio on kaikkialla jatkuva, jos nimittéjalla ei ole nollakohtaa, ts.
D<0 ;4a°-12<0 ;-y3<a<+/3

7.x"+x+1=5x ; X'-5x°+x+1=0 Tutkitaan funktioa f(x) = x* - 5x° + x + 1, joka on jatkuva. Kun se saa
erimerkkiset arvot f(0) = 1 ja f(1) = -2, on funktiolla ainakin yksi nollakohta valilla 0 <x < 1

X 0 1 0,7 0,8 0,75 0,74 0,745

f(x) 1 -2 0,23 -0,35 - 0,04 0,01 -0,01

siis nollakohta x on valilla 0,740 <x < 0,745, joten x =~ 0,74

8.y=4x-X ; y=4-2x ; ky=y(1)=4-2=2

YHT:y-3=2(x-1) ; y-3=2x-2 ; y=2x+1

y=xX'-6X+K ; Yy =2x-6 ; ky=2 ; y'=2 ; 2x-6=2 ;2x=8 ; x=4;y=2.4+1=9 Koska piste
paraabelilla 9=16-24+k ; k=17

9. Olkoon x = jasenien maara. Kunx <150, onM=x - 750,06 =4,5x .
4,5x , kun x < 150
Kunx>150,onM=x-75-0,04+a=3x+a. M(X):{3x+a Kun x > 150 -
w am I _lim _
Ei "hyppaystad”, jos X — 150- M(x) = X —5 150+ M(x) = M(150)
45-150=3-150+a =3-150+a ; a=225

10. Olkoon pesia x. Tuotto/pesa=20- (x-6) - 2=32 - 2X.

Tuotto T(X) = x - (32 - 2x) = 32X - 2x%.0<x <16 on JVA sulj valilla. DVA.
T'(x)=32-4x ; T'=0; 32-4x=0 ; x=8.

T(0)=0 ; T(16)=0 ; T(8) =128, joka on suurin. V: Pesia on 8 kpl.

95.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 2x° + 3x + 4 b) f(x) =+/2x + 3 ¢) f(x) = (2x + 3)*

95.2.2. Mika on kayran y = x® - 4x* + 5 kohtaan x = - 1 piirretyn normaalin yhtalo?

2

. x“ =1 . X—+/3x-2

95.2.3. Laske raja-arvot a) lim———— b) lim———.
x->12X°=X-=1 "~ x2 2x-4

-3-X,kunx<-1
95.2.4. Tutki, onko funktio f(x) = x>, kun-1<x<2 jatkuva kohdassa a) -1 b) 2.
-+ 5, kunx > 2

95.2.5. Madrita vakio a siten, etta funktiolle f(x) = x* - ax® - 2a’x - 1 on voimassa f *(a) = f(1).
95.2.6. Laske funktion f(x) = x® - ¥ax” - x suurin ja pienin arvo valilla [0,1].

95.2.7. Osoita, etta kayrilla y = e*jay = - x> + 2 on ainakin 2 leikkauspistetta.

fF()-f(0)
X

95.2.8. Muodosta jokin sellainen funktio, joka toteuttaa ehdot: 1° lim =2 ja 2° jonka ainoa

x— 0

epéajatkuvuuskohta on x = 1.
95.2.9. Osoita, etta kayrat y=x"+3x*+2x ja y=2x-1 eivatkohtaa. Mika on niiden lyhin etaisyys?
95.2.10. Jana on jaettu kahteen osaan, joista toinen on nelidn lavistdja ja toinen ympyran halkaisija. Maarita

janan suuremman ja pienemman osan pituuksien suhde silloin, kun nelién ja ympyran alojen summa on
mahdollisimman pieni.
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2 1
2[2x+3 +[2x+3

1.a)f(x) =2x* +3x+4 ; f°(x) =4x + 3 b) f(x) = \2x+3 ; f(x) =
f'(x) = 4(2x + 3)°-2 = 8(2x + 3)°

c) f(x) = (2x + 3)*

2.Piste:x=-1; y=-1-4+5=0;P=(-1,0) ;Kulmak:y =3x*-8x ; ky=y(-1)=3+8=11; kN:-i

11

. 1
Normaal|:y—0:—ﬁ(x+1) [[-111 ; 1ly=-x-1; x+1ly+1=0

x* -1  (x+D(x-1D . x+1 1im x+1
3.9) lim——— = lim———~———_ =
e x1 ol(2x+1)(x—1) o12x+1 X>12x+1

X— «/3x—2_“m —\3x=2)(x++/3x-2) _ lim X2 —3X+2

2
3

b) lim

x>2  2x—4 =2 (2X—4)(X+3x—2) x>2 (2% — 4)(X +/3x — 2)
(x—2)(x-1) _ 2-1 1

im = -
=2(x—2)(Xx++/3x—=2) 22+\6-2) 8

4. a) Iin] (-3—-x)=-3+1=-2 JA Iirq (x*) =1 JAf(-1)=-3+1=-2 EIJVA
X— —1— X— =1+

by lim(x?) =4 JA lim (—¥%x*+5) =-1+5=4 JA f(2)=-1+5=4 ONJVA
X— 2— X— 2+

5.f(x)=x"-ax"-2ax-1 ; f (x)=3x°-2ax-2a" ; f(@=f(1) ; 3a°-2a°-2a°=1-a-2a"-1
a®+a=0; a@@+1)=0;a=0 tai a=-1

6. f(x) = X - ¥ax’ - X , X e [0,1] ; fon jvasulj. valilla. DVA . f(x) =3x*-%x-1 ; f'=0 ; 3x°-%x-1=0

l+\/1+48 1+7

6x>-x-2=0 ; 12 ;X —§(ta|X— )
13
f(0) =0 SUURIN ; f(1)=-% ; f( ) -Ya- g%— EPIENIN

7.LP:y=e*JAy=-x"+2 ; =-%X° +2 ;e +x -2=0 ; Tutkitaan fkt:a f(x) = €+ x° - 2
JVA &f(0)=-2<0 &f(1)=e-1>0 = valilla]0,1] on ainakin yksi nk ts. ain. 1 x ts. ain. 1 Ip
JVA&f(0)=-2<0&f(-2) = x2+2>0= valila ]-2,0[ on ainakin 1 Ip

Véleilld ei yhteisia pisteitd = kayrilld on ainakin 2 leikkauspistetta.

f(x) (O 50 t0)-2

8.1° lim———~=~ ; 2°EJKx =1 = fktvoisi olla f(x) = 3~ 7
x—0 0 X -
0- 1a -2 2
f(x)——z(x ) cf0)=2; ——2 =-2;f0=537"T-x

9. LP: y=x"+3x"+2x JAy=2x-1; X" +3x°+2x=2x-1 ; X' +3x°+1=0 , jolla ei ole ratkaisua ,

koska x*>0jax®>0jal>0, joten kayrilla ei ole leikkauspistetta
L&hin piste on se, johon piirretty tangentti on suoran suuntainen.

kr=y =4x+6x+2=2 ; 2x(2x*+3)=0 ;x=0 ; Piste = (0,0) d = JO\/O——lll \/g

10. Olkoon janan osat X ja a-X, josta x on nelién Iawstaja X = S\/E ; S= ? ; =5

2
anx_ _§a4_nx)_ A(x)- M(O<x<a)JVAsulj val. DVA

A'(x)=x+2a-zn' 1 =x+%;A'(x)-O 2nix+x-a=0 ; 2:+1

2 2

a a a 1 a (4n + 1)a
A(0) =4, =00796a"° [ A@) =%a" ; Ay 1) = 2n 12 T an @ 2+ 1) Td@n+ )"

X __aPr+1) 1
a-x a-a@rn+1)"

= 0,0639a°

PIENIN.

96.1.1. Derivoi funktiot a) f(x) = x° - 4x> + 2x - 1 b) f(x) = (2x - 3)(4x + 5) c) f(x) = (3x - 2)°.

_ 3x* —4x—4 _3x*—4x-4
96.1.2. Laske raja-arvot a) lim———— b) lim ———
x>24x* ~5X—6 x>» 4X° —5X -6
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96.1.3. Kirjoita funktiolle f(x) = x? + 3x erotusosamaaran lauseke kohdassa x = 1 ja maarita sen avulla tassa
kohdassa olevan derivaatan arvo.

2
96.1.4. Mika on funktion f(x) = 24); ; 88 epdjatkuvuuskohta? Maarittele funktiolle lisdehto niin, etta nain saatu

funktio on jatkuva kaikkialla.
96.1.5. Osoita, etta yhtaldlla 2* = 2x + 3 on positiivinen ratkaisu. Laske sen 2 desimaalinen likiarvo.

96.1.6. Laske kayran y = x° - 2x pisteeseen (-1,1) piirretyn tangentin yhtalo. Missa pisteessa tama tangentti
viela leikkaa kayran?

96.1.7. Laske funktion f(x) = 2x% - 4x% - 8x + 5 suurin ja pienin arvo valilla [0,3].

96.1.8. Maarita a ja b, kun piste (1,2) on funktion f(x) = x> +ax® + bx + 3 kuvaajan minimipiste. Mik& on talléin
maksimipiste?

4%° - 8X + 4
96.1.9. Maarita kayrany = “ox-3 asymptootit ja &ariarvopisteet. Piirrd kayra paapiirteittéin naiden tieto-

jen perusteella.

96.1.10. Suorakulmio, jonka piiri on 12 cm, pyorahtaa yhden sivunsa ympari. Mika on muodostuvan suoran
ympyralierion suurin mahdollinen tilavuus?

1.a)f(X) =x"-4x° +2x - 1; f x) = -12%° + 2
b) f(x) = (2x - 3)§4x +5)= 8x + le 12x 15= 8x -2x-15;f"(x) = 16x - 2
c) f(x) = (3x - 2); f(x) = 5(3x - 2) -3 =15(3x - 2)

X -4x-4 . (x=-2)(3x+2) .. 3x+2 8
2.a) lim = lim =lim——= 37
x>24x* ~5x—6 x>2(x—2)(4x+3) x24x+3
2 Ay A0 _ _ 2
b) “msx 4x—4 :Iim3 4/x-41x :%

x>0 4X° —5X—6 x>24-5/x—6/X*

f(x)—f(l)_x +3x-4 (x-1)(x+4)

3. EOM =

=x+4>1+4=5=f"(1)

x-1 = x-1 x-1
2
4.f(x):i);_§,Mj:4x—8¢0;x¢2.EJK:x:2.
2x° -8 . (x=2)(2x+4) . 2x+4
Jotta f JVA, kun x = 20no|tavaf(2)-|lm = lim————~ = |lim =

24x-8 2 4(X—2) w2 4

5.2%=2x+ 3 ; 2"- 2x - 3 = 0. Tutkitaan funktioa f(x) = 2* - 2x - 3, jonka nollakohta on myds annetun yhtalén
ratkaisu. f on jatkuva & f(3) = -1 & f(4) = 5 = f:ll& on ainakin yksi nk, joka on valilla ]3,4[ ja siis positiivinen

x 32 33 325 3,24 3,245

fx) -0,2 0,2 0,01 -0,03 -0,009 téten nk on valilld 3,245 < x < 3,250 x » 3,25

6.y=x"-2x;y=3x" -2 kr=y(-1)=3-2=1.Tang. yht:y-1=1(x + 1) ;y =x + 2
LPZ{y)/::Xx-_I-ZZX;X3-2X2X+2;X3-3X-2:0;(X+1)(X2'X'2):O
X+1=0taix’-x-2=0;(x=-1taix=-1ta)x=2;y=4;P=(2,4)

7.f(x) = 2x°-4x°-8x +5,X € [0,3]. f on jva sulj. vélilla, joten silld on suurin ja pienin arvo. f "(x) = 6x° - 8X - 8 ;

4++/16+48 4+8

f'(X)=0;6X°-8x-8=0;3x"-4x-4=0;x= 6 =76

X=2(taix=- % ). f(0) =5, f(2) = -11, f(3) = -1. Pienin = -11, suurin = 5.

8. f(x) = x* + ax” + bx + 3; f (x) = 3x” + 2ax + b. Jva, dva, ei reunoja = &ariarvo f:n nk:ssa

{f(l)- {1+a+b+3=2_{a+b--2||(1) = 1:p=-1
f'(1)=0'] 3+2a+b=0 '|2a+b=-3| 1'% )
f(x) = X2 -x-X+3; f(x) = 3x*-2x-1:f=0; 3x -2x 1=0;x=1taix=-1/3

Maksimi = f(-1/3) = - 2—17 % % +3= @V P=( §,3ﬁ)




Pitka matematiikka. Kurssi 6. Differentiaalilaskenta 1. 31

2
9.y= % . Pystysuora asymptootti 2x - 3=0; x = 1%
Muu asymptootti jakamalla (4x° - 8x + 4):(2x - 3) = 2x-1jaal;y=2x-1
. (8x-8)(2x-3)-2(4x"-8x +4) 8x -24x+16
y= (2x - 3)? =T (2x-37F
Yy =0;8x°-24x+16=0;X°-3x+2=0;x=1taix=2
Yy :n merkit ovat samat kuin osoittajan: PAR:
Minimipiste on (2,4) , maksimipiste on (1,0)

10. Kanta = x , Korkeus = 6 - x. Suorakulmio pyérahtaa korkeussivunsa ympari
V(X) = nx2(6 -X) = 11(6x2 - x3) , 0<x<6.Jvasul. valilla. Dva . V "(x) = n(12x - 3x2)
V' =0:12x-3x2=0;3x(4-x)=0;x=0taix=4

V(0)=0;V(®6)=0; V(@) =n16(6 - 4) =327~ 100 (sz) on suurin

O 4 3 2 X° +1

96.2.1. Derivoi a) f(x) = x" - x* b) f(x) = (3x + 4)(5x" + 6x) ¢) f(x) = 3. 7.
. XP—4x+3 X —4x+3
96.2.2. Laske @) lim———— b) lim————
x>3 X% —2X° —3X x> X% —2X° —3X

96.2.3. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = x® + 2x% - 4x - 5 on vaheneva?

96.2.4. Osoita, etta polynomilla P(x) = x* - 11x + 9 on nollakohta valilla [0,2]. Laske taman likiarvo 2 desimaa-
lin tarkkuudella.

96.2.5. Laske funktion f(x) = x? + 4x erotusosamadara kohdasta 1 kohtaan x ja taman avulla derivaatta f "(1).

2

96.2.6. Olkoon f(x) = 32()( ; 82’ kun x = 2. Miten f(2) on maaritettéava, jotta funktio f olisi jatkuva kaikkialla?

96.2.7. Misséa pisteessa suoran x - 2y + 3 = 0 suuntainen paraabelin y = x* normaali leikkaa x-akselin?

2
96.2.8. Laske funktion f(x) = x)f 1 asymptootit ja aariarvot.

96.2.9. Kahden positiivisen luvun summa on 36. Maarita nama luvut, kun niiden nelididen tulo on mahdolli-
simman suuri.

96.2.10. Olkoon X ja X, funktion f(x) = ax® + bx + ¢ reaaliset nollakohdat.
Osoita, etta f "(x1) + f (x,) = 0.

1. f(x) = x* - x°; £ (x) = 4x° - 3x°
b) f(x) = (3x + 4)(5%% + 6X) = 15X° + 18x° + 20X° + 24X ; f (X) = 45X° + 76X + 24

X+ 2x(3x+1)-3(°+1) 6xX +2x-3x° -3 _3x°+2x-3
QI =3x+1: T ()= Bx + 1)’ =T Bx+1)’ T (Bx+1)
2_ — f— — — f—
2.2 lim X°—4x+3 i (x=3)(x-1) _ lim (x=3)(x-1) _ lim x-1 :L:%

o3x3—2x2—3x  =3x(x2—2x—3) 3x(x—3)(x+1) 3x(x+l) 34

X2 —Ax+3% . 1/x—41x*+3/X° 0-0+0 0
b) ||m3—2=||m 2 ~1-0+0_1_
x>0 X° — 2% —3Xx x> X—2[/x-3/x )

-4+~\[16+48 -4+8
= -

B3 =X+ 2 -4x-5;f (X)=3x"+4x-4;f=0;3x° +4x-4=0;x= 6 x=%tai

wIiN

x=—2.KUV:YAP:>f‘;+++-2---%+++ f on vaheneva, kun f '<0 V:-2<x<

4. P(x) = x>-11x + 9 on polynomina JVA, P(0) = 9 ja P(2) = - 5 = 3 ainakin 1 NK

X | O 1 0,5 0,8 0,85 0,9 0,87 0,88 0,89 0,885
Px) | 9 -1 3,6 0,7 -0,17 0,26 0,09 0,001 -0,09 -0,04
joten nollakohta on valilla 0,880 < x < 0,885 V x ~ 0,88
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f(x)-f(1) x"+4x-5 (x-1)(x+5) _
x-1 - x-1 = (x-1)
f7(1) = IirqEOM = |irq(x+5) =6

5. EOM = =X+5

6. Jotta funktio f olisi JVA kohdassa x = 2 on oltava

2 r _ '
x>2 4X—8 X2 4()(_2) x—>2 4(X—2)
7.x-2y+3=0;y=%x+1% ;ky=% ;ky=-2;y=-2;2x=-2;x=-1;y=1P=(-1,1)

NORM.:x-2y+¢c=0;-1-2+¢=0;c=3;x-2y+3=0
x-aks.LP:y:O;x+3:0;x:-3 V:(-3,0)

8.Pystys.as.:NIM=O;x-4:0;x:4
_X__ 16
Vinoas.:y = 4° x+4+X 2 Y= X+4

y'= ZX()((X'_421)_41X = E(X-f))g y=0;x"-8x=0;x(x-8)=0;x=0taix=8

Os. maaraa merkin. KUV: YAP. Merkit : +++ 0 --- 8 +++
Max = y(0) = 0. Min =y(8) = 16

9. Olk. 1. luku = x, 2. luku = 36 - x ; T(x) = x°(36 - X)* = 1296x° - 72x° + X", 0 < x < 36
Toivotaan, ettei suurm arvo tule reunallaja tutkitaan sulj. valia [0,36], jolla fkt on jva
T "(X) = 2592x - 216X° + 4x° = 4x(X” - 54X + 648)

54 £1/2916 - 2592 54 +18
5 =

T'=0;x=0taix= > ;x=36taix =18
T(0)=0; T(36)=0; T(18) = 104 976, joka on suurin arvo

10. f(x) = ax” + bx + c = a(X - X)(X - Xp) ; f (X) = a-1(x - Xp) + a(x - X1)-1 = a(x - Xp) + a(X - X;)
f (X)) +f (X)) =alXy-x)+a-0+a-0+a(x,-x)=0

-2
4x+5

96.3.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 3X° +4x-5 b) f(x) = 3(2x - 1) c) f(x) =

2x* —5x+2 _ 2x*—5x+2
96.3.2. Laske raja-arvot a) IIm— m_————-r
>23x*—5x—2  x>=3x*—5x—-2
96.3.3. Ratkaise yhtald f(x) = f (x), kun f(x) = xZ + 3x + 1.
96.3.4. Laske funktion f(x) = x® - 3x* + 4 suurin ja pienin arvo valilla [1,3].

96.3.5. Milla valilla funktio f(x) = x® - 2x* + x - 3 on vaheneva?

96.3.6. Mika on funktion f(x) = x° - 2x% + 3x - 4 erotusosamaara valilla [1,3]. Kuinka monta prosenttia se poik-
keaa derivaatan arvosta kohdassa 27?

96.3.7. Laske kayrany = 2x%- 3x* + 4x - 1 kohtaan x = 1 piirretyn normaalin yhtald. Miten suuri on tdméan
normaalin ja koordinaattiakselien rajoittaman kolmion pinta-ala?

3
96.3.8. Laske kayrany = ;2)(—3 asymptootit ja ariarvot seka piirrd naiden perusteella kdyra paapiirteittain.

96.3.9. Perunaviljelija arvioi kesalla varhaisperunaa olevan pellossa 300 kg, kun niiden hinta markkinoilla oli
12 mk/kg. Han arvioi perunaméaéran kasvavan 25 kg paivassa ja hinnan laskevan 50 p paivassa. Jos han
myy kaikki perunat kerralla, niin milloin myynti on kannattavinta kahden seuraavan viikon aikana?

96.3.10. Milla a:n arvoilla funktiolla f(x) = a* + ax - 3 on ainakin yksi nollakohta valilla [1,2]?

1.a)f(x) =3x“ +4x-5;f () =6x+4 b)f(x) =3(@2x-1)" ; f'(X)=3-4(2x - 1)° -2 = 24(2x - 1)°

X-2 _3(4x+5)-4(3x-2) 23
O =ax+5: T O="""ax357  ~(@x+5y
2
2 a) I 2 —5x+2 Iim(x—2)(2x—1) _ Iirn2x—1 _3

X—>23x —5x—2 ©2(x—2)(3x+1) *23x+1
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b lim 2x% —5x+2% Iirn2—5/x+2/x2 2
oo 3x2—bx—2  ==3-5/x-2/x* 3

1++1+8 -1%3
=

Bf) =X +3x+ 1 f(X) =fF (X) ;X2 +3x+1=2Xx+3;X°+x-2=0;X= > ;x=1taix=-2

4.f(x) = x° - 3x” + 4 on jatkuva suljetulla vlilla [1,3] ja derivoituva. f “(x) = 3x” - 6x
f'(X)=0;3x°-6x=0;3x(X-2)=0;(x=0)taix=2
f1)=2;f2)=0;f3)=4V:Suurin=1(3) =4, pienin=f(2) =0

5.f(x) = x> - 2x* + x - 3 ; f (X) = 3x” - 4x + 1. f on vaheneva, kun f (x) < 0

+\/ - +
NK:3x2—4x+1:O;x:4_ 16 12:4_2;x:1taix:l KUV:YAP.Merkit+++l---1+++
6 6 3 3

Wl
IA
x
IA
-

6.f(x) =x°-2x°+3x-4;f (X)=3x"-4x+3;f(2) =7

EOM. = f("g - fl(l) -1 '2('2) =8 poikkeama=1;1=755-7:x=143  V:14,3%

7.y=2x>-3x+4x-1Piste:x=1;y=2-3+4-1=2=P=(1,2)

Kiy =6x°-6x+4;kr=y(1)=4;ky=-Y
YHT:y-2=-Y%(x-1);4y-8=-x+1;x+4y-9=0
AKS.LP:x=0=y=2%=h;y=0=>x=9=a; ALA: A=%-2%-9=10,125

3
8. Pystysuora asymptootti: X*=3;x= i\/§ Vino asymptootti: jakamalla y = XZX_ 3=X+ Xz?’i(3 ;Y =X
,_3x2(x2-3)-2x-x3_x4—9x2 .4 2 _ 2,2 o S
= -3 = -3 =0X -9 =0;x(X"-9)=0;x=0taix=%3
y':n merkit: samat kuin (x* - 9):n. KUV: YAP.
y' o+ -3 o= 3+t
y 2 7 N 7 Min=y(3) = 4% ;Max = y(-3) = -4%

9. Olkoon x = paivia alkutilanteesta. Hinta = 12 - ¥2x. M&ara = 300 + 25x
T(x) = (12 -¥2x)(300 + 25x) = 3600 + 150x - 12%x° ; 0 < x < 14

T(x)on VA sulj. val. T "(x) =150 - 25x ; T '=0;x=6

T(0) = 3600 ; T(6) = 4050 ; T(14) = 3250 V: Kuudentena paivana.

10. f(x) = a* + ax - 3 on jatkuva suljetulla valilla [1,2], joten silld on ainakin yksi nollakohta, jos f saa erimerkki-
set arvot tai arvon nolla valin paatepisteissa.

Eksponenttifkt:n kantaluku >0 = a >0

JOKO 1°f(1) <0 JAf(2) >0« a+a-3<0JAa’+2a-3>0
sa<l%hJA@=21TAla<-3)<a<-3TAIl<a<ly%; V:1<a<ly

TAI2°f(1) > 0JAf(2) <0< 2a-3>0JAa°+2a-3<0

< a>1%JA(-3<a<l), mitd ehtoja ei yksikdan a toteuta.

97.1.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 5x° - 10x* + 12x - 13 b) f(x) = (3x* + 4)® ¢) f(x) = S%‘;—g

97.1.2. Osoita, etta funktiolla f(x) = x° - x2 + 2 on ainakin yksi nollakohta.

e _ 2x*+3x-5 . 2x-6
97.1.3. Maarita raja-arvot a) lim——— —_—
x>13X"—4X+1 x>34/3x -3

97.1.4. Laske funktion f(x) = x° - 6x° + 9x - 5 aariarvot
. : X2 - x .
97.1.5. Mitk& ovat funktion f(x) = & - x - 2 asymptootit?

97.1.6. Mika on kayran y = (2x° - x)*- 1 suurempaan nollakohtaan piirretyn tangentin yhtal?

97.1.7. Milla valilla funktio f(x) = x> + 3x” - 2x + 5 kasvaa voimakkaammin tai vahenee hitaammin kuin funktio
ag(x) = 5x% + 2x - 7?

97.1.8. Maarita vakiolla c sellainen arvo, etta funktion f(x) = x> -x*-x+¢C pienin arvo valilla [0,2] on 12.

97.1.9. Tasakylkisen kolmion huippu on origossa ja kannan péétepisteet x-akselin ylapuolella paraabelilla 'y =
3 - x*. Mika on tallaisen kolmion alan suurin mahdollinen arvo?




34 Pitka matematiikka. Kurssi 6. Differentiaalilaskenta 1.

. ax’ +bx + 3 - . . .
97.1.10. Olkoon f(1) = 2 ja f(x) = T x-1 kun x = 1. Maéarita vakioiden a ja b arvot, kun funktio f on jatku-
va kohdassa x = 1.
1.a)f(x) = 10x +12x-13 ; f (x) 15x° - 20x + 12
b) f(x) = (3x + 4) ; F(x) = 5(3x +4)" - 6x= 30x(3x + 4)
; _3x 4 (x 3(x° +5) 2x(3x 4) 3x° + 15 - 6X° +8x _ -3x% + 8x + 15
©) 109 = X 45 W=""+5° = (X+5° ~_ (K+5

2. f(x) = x° - X° + 2 on jatkuva, koska polynomit ovat jatkuvia.
f(0)=2>0jaf(-2) =-32 + 8 + 2 = -22 < 0. Tall6in valilla [-2,0] on ainakin yksi nollakohta

3.2 lim 2x? +3x-5 :"m(x—l)(2x+5) :%:31/2
o132 —4x+1 =1 (x-1)(3x-1)
| lim 26 (2x-6)(V3x+3) _|. 2(x-I(/3x+3) . 2x-(3x+3) _23+3) _

MJ— 3 N a3 B ax—e A8 3x-3 3

4. f(x) = x° - 6x° + 9x - 5 on JVA ja DVA eika reunoja. f'(x) = 3x* - 12x + 9

12 + \1144 108 12+6

f(x)=0: 3x?-12x+9=0; 6 ;x=3taix=1

f':n merkit:
Max=f(1)=1-6+9-5=-1;Min=1(3)=27-54+27-5=-5

3 2
XX X(X+D(x-1D)  xT-x 2
510 =37 % 27 (x+1)(x-2) " x 2 =X+1+375

Pystysuora asymptootti on x = 2 ja vino asymptoottiony=x + 1

6.y=(2x"-X) -1 NK: (2X°-X)°-1=0;(2X°-x)°=1;2x"-x=1;2Xx"-x-1=0

_1++\1+8 1+3
B 4 T4

‘x=1(taix=-%) y=32x-x)%4x-1)
kr=y(2)=32-1*4-1)=9 ;. YHT:y-0=9(x-1);y=9x-9

7.6 =x>+3x"-2x+5;f(X) =3x" + 6x - 2 ; g(X) =5xX" + 2X - 7 ; g'(X) = 10x + 2
f kasvaa voimakkaammin kuin g, josf' > g ; 3 +6x-2210x+2;3x*-4x-4>0

_4++16+48 48
6 =

NK: x = 6 ,x:2taix:-% PAR: +++-2/3 ---2+++
V:x<-2/3taix>2

8.f(x) =x° - x“ - x + ¢ on jatkuva suljetulla valilla [0,2]. DVA ; f'(x) = 3x" - 2x - 1

2+~\[4+12 2%4
5 =

f=0:x= 6 x=1taix=-1/3
f0O)=c ; f(2)=c+2 ; f(1) =c-1,jokaonpienin;c-1=12 ; c=13

9. Mak5|m0|tava suure on ala. OIkoon | neljanneksessa olevan kark|p|steen x-koord. = x
Kanta = 2x ja korkeus =y = 3 - X2

AX)=%-2x - (3-X ) 3x - x ,0< x < \/§ A(X) on jva sulj. valilla

A(X) = 3 32 A'= 03 3x° -Ox-lx +1

A(0)=0 ; A(\/§) =0 ; A(M) =2, joka on suurin

_ _ . ax’+bx+3
10. f on jatkuva kohdassa x = 1, jos f(1) = 2 = liIm———
x—1 X—-1
Ei raja-arvoa, ellei (x - 1) supistu. Jaetaan jakokulmassa (ax2 +bx+3):(x-1)=ax+(a+hb)yjdda+b+3
{Iim=2 {a-1+(a+b)= {2a+b 2 - 5:b=.8
jakoj=0la+b+3=0 a+b=-3]- 1a ="

2

97.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = x*(x - 1) b) f(x) = c) f(x) = (x* - x)°

“x-1
97.2.2. Ratkaise yhtalo f(x) = 2 - f/(x), kun f(x) = 2x* + 3x - 1.

97.2.3. Mika on funktion f(x) = x* - 5x* + 7x - 9 suurin ja pienin arvo valilla [-1,2]?

x-1 x*—x

97.2.4. Laske raja-arvot a) lim

3X2+4x-7 i 1 1
——— b lim
x>15x% 4+ 6x —11

97.2.5. Maarita funktion f(x) = x* - 8x* + 2 aariarvot.
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97.2.6. Mika on kayran y = x* - 4x + 5 se tangentti, joka on suoran 2x +y = 5 suuntainen?

2
97.2.7. Olkoon f(x) = 4); ; ]?2’ kun x = 3. Onko funktio kaikkialla jatkuva, jos méaaritellaén, etté f(3) = 1%?

2X - 2Y5 . . . . .
97.2.8. Laske kayrany = —;(2—12 asymptootit, nollakohdat ja &ariarvot seka piirréa naiden perusteella kayra.

97.2.9. Osoita, etta yhtalolla x° - 3x* + 4x + 10 = 0 on tasmalleen yksi reaalinen ratkaisu.

97.2.10. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 3 ja 9. Kolmion sisdan on piirretty suorakulmio, jonka kaksi
sivua ovat kateeteilla ja yksi karki hypotenuusalla. Kolmio pydrahtéda suuremman kateettinsa ympéri, jolloin
kolmio muodostaa suoran ympyrakartion ja suorakulmio suoran ympyralierién. Mika on ympyrélierién suurin
mahdollinen tilavuus?

1.a)f(x) = X x-1)=x-x;F(x) = 3x -2x ¢) f(x) = (X* - )% ; F(X) = 2(x° - X)(2x - 1)
2Xx(X - 1) 1-x° x - 2X
b) f(x) =5~ 1*f() x- 17 (x 1)’

2.f() = 2x"+3x-1;f(x) = 2-F(X) ; 2x° +3x-1=2(4x +3) ; 2x° +3x-1=8x + 6

5+\/25+56 5+9

4

2X2-5X-7:0;X— =3%taix=-1

3.f(x) =x°-5x"+ 7x - 9 on polynomlnajatkuva suljetulla valilla [-1,2]. F on DVA.
f(x)=3x°-10x+7,f(X)=0 _10+ “100 84 _ 10 4 T(x=7/3)taix=1

f(-1) = -1-5-7-9 = -22 ; f(1) = 1-5+7-9 = -6 ; f(2) = 8-20+14-9 =-7.V:S=-6,p=-22

3 +4x-7 . (x=-D)Bx+7) . 3x+7
4.a) lim————— = lim——*——~ = lim =
—15x% 4+ 6x—11  1(x=1)(5x+11) x>15x+11

1 1 . 1-x 1 . ox-1 1
b) lim| ———— = lim — =lim——— =Ilim= =1
x>\ x-1 X" —X x>1 (x=1)-x x(x-1) x=>1xX(Xx=1) x>1x

oo|un

5. f(x) = x" - 8x° + 2 JVA, DVA, ei reunoja. f'(x) = 4x° - 24x" = 4x°(x - 6)

f'(x) =0;x=0taix=6.KUV: lll asteen polynomi (alhaalta vasemmalta yl0s oikealle, sivuaa 0:ssa)
f'i-—-0--6+++

f i~ -N 72 = Minimiarvo = f(6) = 1296 - 6-216 + 2 = -430.

6.2x+y=5;y=-2x+5;kr=-2=f(X);-2=2x-4;2x=2;x=1;y=1-4+5=2

YHT:y-2=-2(x-1);y-2=-2Xx+2;y=-2X+4;2x+y=4
2

-9 . Lo
7.1(x) = 4); 120N jatkuva kun x = 3, koska nimittaja ei ole suuruudeltaan nolla.

f on jatkuva kun x = 3, jos raja-arvo, kun x — 3 on yhté suuri kuin f(3)

x* -9 (x+3)(x=3) _3+3 _ , )
lim = lim 7 = 1%=1(3), joten f on jatkuva mys kun x = 3
=>34x-12 3 4(x-3)
8.y= —2—2)): - 21 vaakasuora asymptootti y = 0 (koska os alempaa astetta kuin nim)

Pystysuora asymptootti kun X2 - 1 O0;x=21NK:2x-2%=02x=2%;x=1Y,
2(x -1) - 2x(2x 2Y5) -2x% + 5x - 2

(x* - 1)° T (xX-1)

-5 4+ - B +
0S=0;-2x*+5x-2=0;x= S+ 4315 16 _ S_Zs;le/ztaixzz
y ' :n merkit samat kuin osoittajan, jonka kuvaaja AAP
y' - Yot 2 -

y N 7 N = Viminimi=y(¥) =2, makS|m| y(2) =%
9.X-3x +4x +10 = 0, tutkitaan funktioa f(x) = x° - 3x° + 4x + 10
6 ++/36-48

f(x)=3x"-6x+4;f=0;x= ¢ R; KUV:

6

= "> 0 ja siis f on kasvava ja saa siis jokaisen arvonsa kerran (=1°).
fIVA&f(0)=10>0&f(-2) =-8-12 -8 + 10 =-18 < 0, joten f:ll& on ainakin yksi nk. (=2°)
Taten kohtien 1° ja 2° perusteella nollakohtia on tdsmalleen yksi
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10. Olkoon kolmion kateetit AC = 3 ja BC = 9. Suorakulmio olkoon CDEF, missa D on AC:lla ja E AB:lla. Ol-
koon EF = x ja CF = h. AFEB ~ACAB ; 5 =~5—; h=9 - 3x.

V(X) = rcX2(9 -3x) = 311(3x2 - x3) , 0<x<3; V(x) on jva sulj. valilla ; V' (x) = 3n(6x - 3x2)
V'=0;6x-3x"=0;3x(2-X)=0;x=0taix=2
V(0)=0;V(3)=0; V(2) = 127 on suurin. V: Suurin tilavuus on 12x = 37,7

97.3.1. Derivoi a) f(x) = 2x(3x + 4) b) f(x) = 3x2i 2 c) f(x) = (2x + 3)4
e . x*-2x-3 . x*-2x-3
97.3.2. Maarita raja-arvot @) lim——— by lim————
x>1X°-3x—-4 x>-1xX°—-3X—-4

97.3.3. Osoita, etta funktiolla f(x) = x° - 3x% + 4x - 5 on ainakin yksi nollakohta. Mé&érita jokin niista 0,01 tark-
kuudella.

97.3.4. Ratkaise yhtald 5-f(x) = (3x - 1) - f'(x) , kun f(x) = x* + 3x - 3.
97.3.5. Mita arvoja funktio f(x) = 1 + 3x” - x° saa valilla [-2,1]?
97.3.6. Méaarita vakio a, kun funktion f(x) = x® - 12x + a minimiarvo on 1. Mika on talléin maksimiarvo?

97.3.7. Miten maatritellaan funktion jatkuvuus kohdassa x = a? Anna esimerkki funktiosta, joka on maaritelty
koko reaalilukujoukossa, mutta ei ole jatkuva, kun x =1 ja x = 2.

97.3.8. Laske sen kolmion ala, jota rajoittaa koordinaattiakselit ja kéyran y = x?-3x + 4 se tangentti, joka on
suoran y = 5x + 6 suuntainen.
2

ax” +bx+c

97.3.9. Maarita vakiot a, b ja c siten, ettd suoray =2x + 3 on kdyran y = -1 asymptootti ja kayran

minimikohtana on x = 2.

97.3.10. Suorakulmion piiri on 12. Suorakulmio pydrahtaa yhden sivuista ollessa pyorahdysakselina. Mika on
syntyvan ympyralierion suurin mahdollinen tilavuus?

1. @) f(x) = 2x(3x + 4) = 6x" + 8x ; ' (x) = 12x + 8
U 2X ., _2(3x+4)-32x___ 8
L) IX) = 3%+ 2T ()= (Bx+4)° T (3x+4)°

c) f(x) = (2x + 3)*; f(x) = 4(2x + 3)%.2 = 8(2x + 3)°

X*—2Xx-3 1-2-3 -4 2

2.a) lim=— —=1-3-4%"3
2
b) |imw = |imw = lim x-3 :ﬁ:g

x>Ax?-3x—4 o 1(x+D)(x-4) —Ax-4 -

3.f(x) = x* - 3x* + 4x - 5 on jatkuva & f(2) = -1 < 0 & f(3) = 7 = J ain. 1 nk valilla [2,3]
Haarukoidaan, jolloin huomataan, ettd f(2,210) < 0ja f(2,215) >0.x~ 2,21

4.f(x) =x° +3x-3;f(x) =2x + 3;5f(x) = (3x - 1) - f'(x) ; 5(x° + 3x - 3) = (3x - 1)(2x + 3)

8+64-48 8zx4
5 =

> (X=6taix=2

5x° + 15X - 15 = 6X° +9x - 2X - 3 X°-8Xx +12=0;

5. f(x) = 1 + 3x° - X° on JVA suljetulla valilla [-2,1].
f(x)=6x-3x";f=0;6x-3x"=0; 3x(2-x)=0;x=0(taix=2)

f(-2) =21 ; f(0) = 1 ; f(1) = 3, joten suurin = 21 ja pienin = 1.

Kun funktio on jatkuva se saa myds kaikki arvot talté valiltd. Arvojoukko =[1,21]

6.f(x) =x -12x+a;f(x)=3x°-12;f=0;3x°-12=0;3x" =12 ;X =4 ; x = + 2 KUV: YAP
fro+++ -2 - 2 +4+
f: 72 N 7 = Min=f2=8-24+a=a-16;a-16=1;a=17 Max=f(-2)=-8+24+17 =33

7. Méaaritellaén funktio f siten, ettd f(1) = f(2) = 0 ja muualla f(x) = m

Talléin Mj = R ja raja-arvoa kun 1 ja 2 ei ole, joten f ei jatkuva.
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8.Tang.||ly=5x+6;kr=5;y=5;2x-3=5;2x=8;x=4;y=16-12+4=8;P(4,8)
YHT:y-8=5(x-4);y-8=5x-20;y=5x-12
x-akselinlp:y=0;5x-12=0;x=2,4=kanta ; y-akselinlp: x=0;y=-12 ; kork. = 12
Ala=%.24:12=14,4

9Jaetaan(ax +bx+c): (x- 1)—ax+(a+b) 2x+3;a=2jaa+b=3;b=1
2x +x+cC (Ax+1D(x-1)- 1(2x +X+C)

o x-1 Y= (x-1)°

X =2 on minimikohta =y (2)=0;9-1-(10+¢c)=0;c=1;V:a=2,b=1,c=1

10. Olkoon kanta=x = h =6 - x. OIkoon korkeUSjana pyodrahdysakselina, jolloin lierion korkeus = 6 - x ja
pohjaympyrén séde = x ; V(X) = nix (6 X) = rr(6x - X ) 0<x<6

V(x) on jatkuva suljetulla valilla ; V'(x) = (12 - 3x?) = 23x(4 - X) ; V'=0; x = 0 tai x = 4
V(0)=0;V(®6)=0; V(@) =n16-(6 - 4) = 327, joka on suurin.

98.1.1. Maarita kayran y = 2x - X pisteeseen (2,0) piirretyn tangentin ja normaalin yhtalot.

X*+X—6
98.1.2. Laske raja-arvo lim———
x>2x? —7X+10

98.1.3. Maarita funktion f(x) = 2x® - 3x? - 12x suurin ja pienin arvo valilla [-2,0].

98.1.4. Ratkaise yhtald f'(x) = 0, kun f(x) = (x + 1)(x - 1)3 .

2
+
98.1.5. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = —2—42 on vaheneva?

2%2 + 4x

98.1.6. Olkoon f(x) = -2 kun x = 2. Maarita f(2) siten, etta funktio f on jatkuva kaikkialla.

2 +3x°+ 4

98.1.7. Maarita funktion f(x) = - x

asymptootit.

98.1.8. Mika on funktion f(x) = 2x% - 3% - 36x + a minimiarvo, kun maksimiarvio on 582
98.1.9. Osoita, etta yhtalélla x2(x - 5) = 6(x - 2) on valilla [1,3] tAsmaélleen yksi ratkaisu.
98.1.10. Kolmion kanta on 16 ja korkeus 10. Kolmion sisdén on piirretty suurin mahdollinen suunnikas siten,

ettd sen erisuuntaisista sivuista toinen on kannalla ja toinen kyljella. Montako prosenttia taman suunnikkaan
ala on koko kolmion alasta?

1. (2,0) on kayrallay = 2x - x° ,silla0=2-2-2°.y=2-2x ; ky =y (2)=2-4=-2; ky=%
T.y-0=-2Xx-2) @ y=-2x+4 . N:y-0=%(x-2) @ y=%x-1

2. Koska sijoitus antaa 0/0, on x = 2 OS:n ja NIM:n nk eli niiden tekijana on (x - 2)
X +X-6 _iim (x=2)(x+3) _im (x+3) 5

lim— =-3
x>2x*—7x+10 HZ(x 2)(x=5) x>2(x-5)

3. f(x) = 2x° - 3x” - 12x on JVA sulj. valilla [-2,0] . f "(x) = 6x° - 6x - 12 on DVA
f7=0;6¢-6x-12=0;x-x-2=0;x= 8223 —0) =g

f(-2)=-16-12+24=-4;f(0)=0; f(- 1)—-2 3+12 7 V Suurin =7, pienin = -4

4f(x)—(x+1)(x 1)° ;£ () = 1-(x - 1)° + (x + 1)-3(x - 1)°-1 = (x - 1)7[(x - 1) + 3(x + 1)]
f(x)—(le) [4x+2]=0;x-1=0taidx+2=0;x=1taix=-%

+
5.f(x) = X—Xz_l_;"zx on kaikkialla jatkuva, koska nimittaja > 0

£00 = (2x + 4)(x° +2)- 2x(x + 4x) 2x3+2x+4zx2+§_2x3-8x:8+Z4x-4£x2

(X +2)° (x*+2) x°+2)
Nim> 0 > OS maaraa merkin NK: 8 + 4x - 4x* =0 ||: (-4) ; X*-x-2=0;x=2taix =-1
KUV: AAP. f’:n merkit --- -1 +++ 2 --- = f vdhenee kunf'<0 V:x <-ltaix>2
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-2x° + 4x e . .
6. f(x) = Tx.o X# 2 on méaarittelyjoukossaan jatkuva, koska nim = 0
22X +AX L =2X(x=2) .
f on jatkuva, kun x =2, jos f(2) = lim—— = I|m¥ = lim(-2x) =-4
x>2 X — X— 2 X—2 X—>2
S+ 3+ +
7. f(x):ZX—XZ¥:2X+5+§X§_—;1

Pystysuorat asymptootit : X2 -x=0; X(x-1)=0;x=1taix=0
Vino asymptootti y=2x+5

8. f(x) = 2x -3x%- 36x +aon JVA DVA, ei reunOJa = &édriarvoja voi olla vain f ":n nk:ssa
f'(X)=6x>-6x-36;f=0;6x-6x-36=0;X-X-6=0;x=3taix=-2KUV: YAP +++ -2 - 3 +++
MAX = 58 ; f(2)—58 -16-12+72+a=58;a=14 MIN—f(S) 54 -27-108 + 14 = - 67

9.1° x°(x - 5) = B(X - 2) & X° - 5X” - 6x + 12 = 0 . Tutkitaan funktioa f(x) = x° - 5x° - 6x + 12
f on polynomina jatkuva JA f(1) = 2 JA f(3) = -24 - f:ll& on ainakin 1 nollakohta.

0+\/100+7210+131

2°f'(x) = 3x*-10x-6;f=0; 6 X~ 39taix~-05, KUV: YAP

f’:+++-0,5--- 3,9 +++ = f on vaheneva vaI|IIa [1,3] = f saa jokaisen arvonsa kerran.
Kohtien 1° ja 2° perusteella funktiolla on nollakohtia ja yhtél6lla on ratkaisuja talla valilla tdsmaélleen yksi.

10. Olkoon kolmion ABC kanta AB, kannalla piste D, sivulla BC piste E ja sivulla AC piste F, siten, ettd ADEF
on suunnikas. Olkoon suunnikkaan kanta AD =X ja korkeus =h
10-h X

AFEC ~ AABC(kk)——E,lo h—— h= 10-

A(X) = x(10 - g) =10x - gxz , 0<x <16 JVA sulj. valilla. A'(x)=10-1%x ;A" =0;10-1%x=0;x=8
A(0) = A(16) = 0, A(8) = 40, joka on suurin. Koko ala on %2-16-10 = 80, joten suunnikas on siita 50%

98.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 3x* - 5x + 6 b) f(x) = (x* - 4x)° ¢) f(x) = %2%
) X2 -2X +4 . .
98.2.2. Méaarité funktion f(x) = -1 kuvaajan asymptootit.

98.2.3. Mitk& ovat funktion f(x) = (2x - 1)(x + 1)2 derivaatan nollakohdat?

98.2.4. Laske funktion f(x) = 4x3 - 15x% + 12X - 4 Aariarvot.

2
98.2.5. Laske raja-arvo IIm—(1+—)
11-x X—2

98.2.6. Mik&a on vakion a arvo, kun funktion f(x) = x* - 3x + a suurin arvo valilla [-2,0] on 47

98.2.7. Anna esimerkki jostakin funktiosta, joka on jatkuva kaikilla muilla reaaliluvuilla paitsi luvulla 3 ja silla
on raja-arvo samassa kohtaa 3 ja tdméan raja-arvon suuruus on 4.

98.2.8. Osoita, etta yhtalélla x*-1= 3x(x - 2) on tdsmalleen yksi reaalinen ratkaisu. Maarita taman likiarvo
0,001 tarkkuudella.

98.2.9. Paraabeliny = x? kohtaan x = a asetettu tangentti ja normaali rajoittavat y-akselin kanssa kolmion,
jonka ala on 1,25. Mika on vakion a arvo?

98.2.10. Kayraty = 4 - x* jay = ¥%x° - 2 rajoittavat aarellisen alueen. Sen sisaan piirretaan suorakulmio, jonka
sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Mik& on suurimman téllaisen suorakulmion pinta-ala?

1.a)f(x) =3x*-5x+6 ; f () = 12x° - 5 b) f(x) = (X* - 4x)° : £ 7(x) = 3(X° - 4%)*(2X - 4)

2x-1 ., . 2(x +1)-2x(2x-1) 2+2x-2X
Sl S 3
2.f(x) == 2X1+4—x (x+-X1)(x4 ) Asymptootit ovat x =1, x = -1jay = x

3f(x)-(2x DX +1) = (2x-1)X+2x+1) =2 + 4 +2x-X - 2x-1=2xX"+3x° - 1
f(X)=6x°+6x=6x(x+1);f=0;6x=0taix+1=0;x=0taix=-1
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4.f(x)=4x°-15x" +12x -4 f (x)=12x°-30x+12 f'=0;12x°-30x+12=0;2x"-5x+2=0

_5+4[25-16 _5+3
= 4 =72

; X =2 tai x = %, KUV. YAP

for+++ % -2 +++
f . 2 7N 2 Max=f()=-1%Min=f2)=-8

.2 X .2 (x=2 X .2 2x=2 .2 2(x-)
5 lim——|1+—— | = lim + = lim—- = lim— —~— 2 =
x>11—X X—2 x>1]—-X\ X—2 X-2 x>11-X X-2 x>11-X X-2

.2 2 4
lim—- = =
x1-1 x-2 -1-(-1)

6. f(x) = x -3x+a on jatkuva suljetulla valilla [-2,0] ; f "(x) = 3x° - 3
f'=0;3x°-3=0;%x°=1;x= =1, joista vélilla [-2,0] on vain -1.
f(-2)=a-2,f0)=a, f(- 1)—a+2 jokaonsuurina+2=4;a=2

7.f(x) =x + 1, kun x = 3. f ei ole jatkuva, kun x = 3, koska silla ei ole arvoa f(3). lim f(x) = lim (x+1) =3+ 1=4

8.x°-1=3x(x-2) © X’ -3x° + 6x - 1 = 0. Tutkitaan funktioa f(x) = x” - 3x" + 6x - 1
fon JVA & f(0)=-1<0 & f1))=3>0=1: Ila on ainakin yksi nollakohta valilla 10,1
f(x)= 3x*-6Xx+6=3x"-6x+3+3= 3(x-2x+1)+3 3(x - 1)+3>0

Siis f on aidosti kasvava ja saa jokaisen arvonsa kerran, siis my¢s arvon nolla.

X 0,1 0,2 0,18 0,19 0,182 0,183 10,1825

f(x) —0 4 0,09 -0,11 0,04 -0,001 0,003 0,001 x=~0,182

9.y=x" plste(aa) y'=2X; kT—y(a)—Za
TANG: vy - a’ —2a(x a);y= 2ax a’ , joka leikkaa y-akselin pisteessa (0, a)

NORM:y - a’= -(x-a);y= i ax™t a’+%, joka leikkaa y-akselin (O, a’+ 14):ssa

Ala=125;%-a- (a +1/z+a)—125||2 2a’+%a=25|2;4a>+a-5=0, josta huomataan etta a = 1
toteuttaa yhtalon vp:n deriv. = 12a +1 > 0, joten vp kasvaa ja tdten a = 1 jaa alnoak3| yhtalon ratkaisuksi.

10. LP:y =4 -x° =1x° - 2; 1%x° = 6 ; X" = 4 ; x = #2. Kuvaaja symmetr. y-aks. suhteen.
Olkoon muuttuja x nellkulm|on 0|kean reuna x koordlnaattl
kanta = 2x, korkeus = (4 - x%) - (¥2x* - 2) = 6 - 1%x* ; A(X) = 2x(6 - 1¥5x°) = 12x - 3x°, joka on jatkuva suljetulla

valilla [0,2] A"(x) = 12 - ox®; A'=0 12 = 9x%; x —192,x:i%é

A(0)=0;A(2)=0; A(i) 3i(4_9)_ﬂé

, joka on suurin.

99.1.1. Maarita derivaatan nollakohdat funktiolle f(x) = (2x° - 4x)°.

99.1.2. Maarita funktion f(x) = 2x® + 15x° + 24x - 8 suurin arvo valilla -5 < x < -3.

99.1.3. Milla valilla funktio f(x) = —28:_(—4 on kasvava?

2
X°—4
99.1.4. Laske raja-arvo IIm—
x>23x* —4x—4

99.1.5. Madarita paraabelin y = -x* - 2x + 4 sen tangentin yhtald, joka on suoran y = 2x suuntainen.
99.1.6. Méaarita funktion f(x) = 2x° + 6x° paikalliset aariarvot.

99.1.7. Maarita funktion f(3) siten, etta funktio f(x) = 2—9%% on jatkuva kohdassa x = 3.

99.1.8. Osoita, etta yhtalélla x> + 4x = 3x* + 1 on tasmalleen yksi reaalinen ratkaisu.

99.1.9. Maarita lausekkeen 5x° + y2 suurin ja pienin arvo sen ympyran kehdlla, jonka keskipiste on (-1,0) ja
séde on 2.

99.1.10. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 3 ja 4. Hypotenuusalla olevasta pisteesta piirretdan kateettien
suuntaiset suorat, jolloin kolmion sisddn muodostuu suorakulmio. Osoita, etta suorakulmion ala on korkein-
taan puolet kolmion alasta.
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1. f(x) = (2x° - 4x)°; f(x) =2(2x" - 4x)(4x -4) ; ' =0:2x°-4x=0taid4x-4=0
2X(x-2)=0tai4x-4=0;x=0taix-2=0tai4x=4;x=0taix=2taix=1.

2. f(x) = 2x° + 15x° + 24x - 8 on jva suljetulla vélilla [-5,-3]. f on dva. f '(x) = 6x° + 30x + 24
£'20;6x2+30x+24=0x2+5x+4=0;x= 2% “55'16 '5+3

f(-5) =-3, f(-4) =8, f(-3) = 1. V: Suurin arvo on f(-4) = 8.

;(Xx=-1tai)x=-4

2
3.f(x) = —28X— ;F(x) = B0 (;44)_ 4)2X 8x —g(zz +84);z ; fon kasvava, kunf’ > 0.

Koska nimitt&ja on > 0, on oltava 32 - 8x°>0.NK:32-8x°=0.32=8x";4=x*;#2=xX.
Kuvaaja on alasp. aukeava paraabeli, joten posit. nollakohtien vélilla -2 < x < 2

2_ —
4 lim X°—4 _ lim (x=2)(x+2) _ lim X+2 zgig_%
H23x —4x—-4  ~2(x-2)(3x+2) *x>23x+2

5.y=-x"-2x+4;T|y=2x;ks=2; eli sivuamispisteessa y ’ = 2
2X-2=2;-2x=4;x=-2;y=-4+4+4=4ts.kr=2japiste (-2,4) ;y-4=2(x+2) ; y-4 =2x+4 ; y = 2x + 8.

6. f(x) = 2x + 6x°. f on jva, dva , ei reunoja. Aériarvoja voi olla vain f :n nollakohdissa.

f'(x) = 6x° + 12X f’ + | - |+
f’=0:6x(x+2)=0;x=0taix=-2 f 2 - N - 2
Kuvaaja ylosp. auk. par. -2 0
Max =f(-2) =-16 +24=8.min =f(0) =0

2x2 —-12x+18 . 2(x*—6x+9) _

7. fon jatkuva kohdassa x = 3, jos f(3) = lim f (x) = liM———— = lIMm————=
x—>3 x>3  9x -81 X3 9(X _9)
m 2(x-3)* lim 2(x-3) _2(3-3) _

x'»39(x-3)(x+3)"x»39(x+3) 93+3) ~°

8.X° +4x =3x" + 1 © x° - 3x” + 4x - 1 = 0. Tutkitaan funktiota f(x) = x° - 3x° + 4x - 1.

f on polynomina jatkuva & f(0) = -1 & f(1) = 1 = valilla ]0,1[ on ainakin yksi nollakohta (A).
f/(X)=3x°-6x+4=3(x"-2X) +4=3(X"-2x+1) +4-3=3(x - 1) + 1 > 0 = f on kasvava, joten f saa jokai-
sen arvonsa vain kerran (B).

Kohtien (A) ja (B) perusteella f:lla on tdsmalleen yksi nollakohta ja siis yhtalolla on tasmaélleen yksi ratkaisu.

9. Ympyran yhtalé: (x + 1)° + (y-0)°=4; (x +1)° +y* = 4ts.y* =4 - (x + 1)°

x:n mahdolliset arvot v0|vat olla valn kp:nx £ sade ts. 1 2<X < -1+2© -3 < x<1
Tutkittava lauseke 5x% +y* = 5x° + 4 - (X + 1)° = f(X) = 5x° + 4 - X* - 2x - 1 = 4x* - 2x + 3
f(x) on jatkuva suljetulla valilla. f on derivoituva. f’(x) =8x-2;f'=0;8x-2=0;x=%
f(-3) =45 ,f(1) =5, f(¥s) = 2% . V : Suurin arvo on f(-3) = 45, pienin arvo on f(¥a) = 2%

10. Olkoon kolmiossa ABC sivut AC = 4 ja BC = 3. Hypotenuusan AB pisteestd P on piirretty suorat PD || BC
ja PE || AC. Olkoon nelikulmion CDPE sivu CD =EP =xjaPD =h

Talléin DA = 4 - x ja yhdenmuotoisista kolmioista ADP ja ACB saadaan verranto

h 4- . ;

3= TX ; h = %(4 - x). Nelikulmion CDPE alalla on lauseke

A(X) = ¥(4 - X)-X = ¥a(4X - xz), joka on jatkuva suljetulla valilla 0 < x < 4.
AX)=%@4-2x);A=0:4-2x=0;x=2.

A(0) = A(4) =0 ja A(2) = ¥%-2-2 = 3, joka on suurin mahdollinen ala suorakulmiolle.

Kolmion ABC ala on %2-3-4 = 6, siis suorakulmion ala on korkeintaan puolet kolmion alasta.

99.2.1. Laske funktion f(x) = x> + x* — x — 1 derivaatta ja derivaatan nollakohta.

x?+3x-10

99.2.2. Laske raja-arvo |Im—
22x% —3x -2
99.2.3. Laske funktion f(x) = 2x% + 6x° paikalliset &ariarvot

99.2.4. Anna jokin esimerkki funktiosta, joka on jatkuva kaikilla x:n arvoilla, joka on kasvava ja joka saa arvon
1, kun x = 0.

99.2.5. Laske paraabelin y = x* — 3x + 4 ja suoran y = x + 1 leikkauspisteisiin piirrettyjen paraabelin tangent-
tien kulmakertoimet.

99.2.6. Maarita funktion f(x) = 8x® — 3x* suurin arvo valilla -1 < x < 1.
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. . X+ 4x- 4 . .
99.2.7. Milla valilla funktio f(x) = ~—Z3+2  on vaheneva?

99.2.8. Milla vakion a arvolla yhtalolla 6x”> — x* + a = 0 on kaksi reaalista ratkaisua?
99.2.9. Tutki onko epayhtald x* + 10x* > 8x* — 125 identtisesti tosi.

99.2.10. Suorakulmaisen kolmion kateettien summa on metri. Kun tdma kolmio pyérahtaa kateettinsa ympari
kierroksen syntyy kappale. Mik& on kateettien pituuksien suhde, kun kappaleen tilavuus on suurin?

1f)=x>+x°-x-1;f(x)=3x"+2x-1

2++\J4+12 _2+4
5 =

D S
6 ,X—3taIX—-l

f'(x)=0;3x°+2x-1=0:x=

2

. X“+3x-10
2. I|m2— , koska sijoitus antaa 0/0, on x = 2 osoittajan ja nimittdjan nollakohta ja siis tekijana on

x>22X°—3Xx—2
kummassakin (x - 2). Toinen tekija saadaan jakamalla.

2

. X“+3x-10 . (x=2)(x+5 . X+5
lim = lim ( X ) _ lim——

>22x2—3x—2 x>2(x=2)(2x+1) *>22x+1

1A
5

3. f(x) = 2x° + 6x” on jva, dva, ei reunoja. f’(x) = 6x° + 12x ;f'(x) =0 ; 6x(x +2) =0 ; x =0, x = -2. f :n kuvaa-
ja ylosp. aukeava paraabeli, jonka merkit +++ -2 --- 0 +++ , jolloin f:n kulku kasvaa -2 vahenee 0 kasvaa.
Max =f(-2) =8, min=f(0) =0

4. Esim. f(x) = 2x + 1, joka on polynomina jatkuva kaikkialla, f’ =2 > 0O, joten f on kasvava
sekd f(0) = 2-0 + 1 = 1. joten f tayttda vaaditut ehdot.

5. Leikkauspisteessa on molemmilla sama y-koordinaattits. y = x° - 3x + 4 = x + 1

4+£+16-12 4%2
> =

> (Xx=3taix=1

X*-4x+3=0:x=

y'=2x-3 ;knn=y'(3)=3jakp=y’(1)=-1

6. f(x) = 8x° - 3x” on jva sulj. vélilla [-1,1] , jolloin se saa suurimman ja pienimman arvonsa
f'(x) = 24x% - 12x* = 12x*(2 - x) ; f ' = 0, kun x = 0 tai x = 2, joka ei kuulu tarkasteluvalille
f(-1) = -11 pienin, f(0) = 0, f(1) = 5 suurin

2 2 2 2z
X" +4x-4 . : , (-2x+4) (X" +2) - (X" +4x-4)2x _ -4x"+4x+8
7.1(x) = X+ Ja (nim > 0) f’(x) = 0C + 2)2 = 0+ 2)

Vaheneva, kun f’ (x) <0 eli kun -4%* + 4x + 8 < 0 (koska nim > 0).

_-4++[16+128 -4+12
B -8

NK: x = X=-1ltaix=2KUV.;----1+++2---V:x<-1taix>2

-8

8. 6x" - x° + a = 0 ; Tutkitaan funktioa f(x) = 6x” - x° + a, jolla on kaksi nollakohtaa, jos toinen nollakohdista on
maksimi- tai minimikohdassa. f on jva, dva, ei reunoja, joten aariarvot voivat olla vain derivaatan nollakohdis-
sa.f'(x):12x—3x2,f':0;12x-3x2:0 ; 3X(4-x)=0;x=0taix=4.

f :n kuvaaja alaspdain aukeava Earaabeli merkit --- 0 +++ 4 --- | joten adriarvot nk:issa.
f(0)=0;a=0taif(4)=0;64"-4°+a=0;96-64+a=0;a=-32

9.x* +10x* > 8x> - 125 < x” - 8x° + 10x” + 125 > 0. Olkoon f(x) = x* - 8> + 10x° + 125
Epayhtéld on aina tosi, gos funktion f pienin arvo on nolla tai suurempi.

fonjva, dva. f* (x) = 4x° - 24x% + 20x = 4X(X” - 6X + 5)
f'=0,x=0taix"-6x+5=0;x=0taix=1taix =5. kuvaaja lll asteen kayra

f' ——-0+++1-- 5+++

foo~N A TN /7 _joten pienin arvo on joko f(0) = 125 tai f(5) = 0, joka pienin

10. Olkoon kanta = x, jolloin korkeus =1 - x. Pyorahtédessa syntyy suora ympyrakartio
V(X) = /3 - x*(1 - x) = 1/3 - (x* - X°), jva suljetulla valilla [0,1]

V(X)=7/3-(2x-3x%) ;V'=0;2x-3x*=0 ;x(2-3x)=0;x=0taix = 2/3
V(0)=0,V(1)=0;V(2/3)=n/3 - (4/9 - 8/27) = 4n/81, joka on suurin

kanta : korkeus =2/3:(1-2/3)=2:1.

00.1.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 2x3-x®+5x-1 b) f(x) = (4x5 - 2x4) . 5x°
00.1.2. Muodosta kayrany = X* - 3x + 4 se tangentti, joka on suoran y = 2 - x suuntainen.

x2-2,kunxsa

00.1.3. Milla vakion a arvoilla funktio f(x) = {Zx +1 kunx>a

on jatkuva kaikkialla?
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00.1.4. Ratkaise yhtalo f(x) = f ' (x), kun f(x) = x> - x> + x + 1.

00.1.5. Laske sen kolmion ala, jonka kayrany = - X2+ X+ 4 pisteeseen (2,2) piirretty normaali muodostaa
koordinaattiakselien kanssa.

3 2
: . , . -xX"-4 . . :
00.1.6. Mé&arita vakio a siten, etta lim ————— onolemassa ja laske sitten raja-arvo.
x>2 X°—5X+6

00.1.7. Muodosta jokin funktio, joka on méaaritelty koko reaalilukujen joukossa ja joka on epajatkuva kohdas-
sa 2 ja muualla jatkuva seka jonka arvo kohdassa 2 on 1. Perustele, etté funktiosi tayttaa vaaditut ehdot.
Piirrd kuvaaja.

l.a)f(x)=2x°-x"+5x-1;f' (X)=6Xx°-2x+5
b) f(x) = (4x> - 3x") - 5x> = 20x® - 15x" ; f' (x) = 160X’ - 105x°

2.y=X"-3x+4;y'=2x-3 .
Tlly=2-x :>kT:-1ts.y':-1;2x-3:-1;2x:2;le.TéIIﬁiny:12-3-1+4:2
y-2=-1(x-1);y-2=-x+1;y=3-X

2
_Ix*-2,kunx<a
3.1(x) = {Zx +1,kunx>a
Osaset ovat polynomina jatkuvia, joten f voi olla epgjatkuva vain litoskohdassa.
fay=a®-2, lim(x*-2)=a’-2, lim(2x+1) =2a+1
X— a— X— a+

2+~\[4+12 2+4
5 =

2 ra=3taia=-1

fonjatkuva, josa’-2=2a+1;a’°-2a-3=0;a=

4.f)=x° - X +x+1;f (X)=3x"-2x+1
f(x):f'(x);x3-x2+x+1:3x2-2x+1;x3-4x2+3x:0;x(x2-4x+3):0

4+£+16-12 42
> =

> (Xx=3taix=1

Xx=0taix =

5.y=-Xx"+x+4,jolla on piste (2,2)
Kulmak.y'=-2x+1;kr=y'(2)=-2.2+1=-3; ky=+1/3

Normaalin yhtald :y-2=1/3 - (x-2)||-3;3y-6=x-2;x-3y+4=0
x-akselin leikkauspiste A:y=0;x+4=0;x=-4

y-akselin leikkauspiste B: x=0;-3y+4=0;y=4/3
Kanta=0OA=|-4|=4 ; Korkeus=0B=4/3 ; Ala=%-4-4/3=8/3

3 2
6. lim axz_—x_4 on olemassa, jos osoittaja — 0, koska nimittajakin — 0 kun x — 2
x>2 X°—5X+6
a-2°-4-4=0;8a=8;a=1
lim X-x -4 L (X=2)(X°+X+2) lim X*+X+2 _4+2+2 s
—2x? —5x+6 x>2  (x—2)(x—3) 2 x-3 2-3
7. Esim. f(x) = {i ESR i Z g , joka saa arvon 1, kun x = 2

f on jatkuva , kun x # 2, koska se on vakiofunktio, ja sellaiset ovat jatkuvia.
Iim2 f(x) = Iirr;Z =2+ 1=1(2), joten f ei ole jatkuva kohdassa 2.
X—> X—

Kuvaaja on vaakasuora viiva korkeudella 2, jossa on aukkopaikka kohdalla x = 2 ja télla kohdalla funktion
arvoa kuvaava piste on (2,1).

3x°
4x +5

00.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = (3x* - 4x)° b) f(x) =

00.2.2. Laske funktion f(x) = 3x* - x* suurin ja pienin arvo valilla [-2,3]

00.2.3. Milloin funktio f(x) = 3x* - 60x - 120 on kasvava?
Kumpi funktion arvoista f(9 + 8,7-10'15) vai f(9 + 8,6-10'15) on suurempi?

00.2.4. Osoita, etta yhtalélla x>+ x - 100 = 0 on tasmalleen yksi reaalinen ratkaisu.

00.2.5. Maarita vakio a siten, ettd funktion f(x) = x> + 4x° - 3x + a on maksimiarvo on 6.
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00.2.6. Osoita, etta epayhtalo vix* - x* -2x% + 33 > 0 on tosi kaikilla x:n reaaliarvoilla.

00.2.7. Keitaan omistaja kauppaa vettd Saharan karavaanitiella. Lahtiessaan keitaalta kamelilla hanella on
100 litraa vetta. Han tarvitsee itselleen ja kamelille joka kilometrilla (my6s paluumatkalla) 0,1 litraa vetta. Ve-
desta saa keitaalla on 20 rahaa litralta ja jokainen kilometri keitaalta poispain nostaa hintaa 1 rahalla. Kuinka
kaukana hanen kannattaa myyda vesi, jotta han saisi mahdollisimman suuret tulot ja pystyisi tulemaan viela
takaisin keitaalle?

1. a) f(x) = (8" - 4x)°; f' (x) = 5(3x° - 4x)" - (6x - 4)
b) () = 3x° BX(4X +5) - 4-3x° _ 24x° + 30x - 12x° _ 12x° + 30x

ax+5 1 (X)= (4x + 5)° ~ (4x + 5)° T (4x+5)°

2.f(x) = 3x” - x>, x e [-2,3] on jatkuva suljetulla vlilla . f dva.
f'(x):6x-3x2:3x(2-x).f'zO;sztaiZ-x:OeIix:Z
f(-2)=12+8=20;f(0)=0;f(2)=12-8=4 ; f(3)=27-27=0 .
V: Suurin arvo = f(-2) = 20 ja pienin arvo =f(0) =f(3) =0

3. f(x) = 3x” - 60x - 120 ; f(x) = 6x - 60

fon kasvava, kun f'>0;6x-60>0;6x>60;x>10

9+8,7-10™° ja 9 + 8,6-10™ ovat alueella, missa f on aidosti vaheneva (x < 10)
Nain ollen f saa suuremman arvon pienemmalla x:lla V: f(9 + 8,6:10™) suurempi

4.x% +x - 100 = 0 . Tutkitaan funktiota f(x) = x° + x - 100 joka on jatkuva

f(0) = -100 < 0 ja f(10) = 910 > 0 = f:lI& on ainakin yksi nollakohta.

fr(x)= 3X*+1>0, joten f on aidosti kasvava. f saa talloin jokaisen arvonsa kerran.
Koska edellisen osan perusteella f saa arvon nolla, saa f arvon nolla tdsmélleen kerran.

5.f(x)=x"+4x"-3x+a,f (x)=3x"+8x-3

-8+1/64+36 _-8+10
= =

6 ;x:%taix:-3

f':O;3x2+8x-3:0;x:

f':n kuvaaja YAP +++ -3 --- 1/3 +++ , joten maksimiarvo = f(-3)
f(-3)=6,;-27+36+9+a=6;a=-12

6. Vax" - x° - 2x° + 33 > 0 . Tutkitaan funktiota f(x) = ¥ax" - x° - 2x° + 33
f'(x):x3-3x2-4x:x(x2-3x-4)

3+9+16 3%5
= -

> iX=4taix=-1

f'=0;x=0taix=

f':n kuvaaja 3° kayra , joka tulee alhaalta vasemmalta ja menee ylds oikealle tehden kaksi mutkaa. f ' :n
kuvaaja leikkaa x-akseli kolmesti, koska on kolme nollakohtaa.

f'----1+++0---4+++

f N 7 N Ve

Pienin arvo on joko f(-1) tai f(4) . f(-1) = 32 ¥ ja f(4) = 1. Siis pienin arvo on 1

Koska pienin arvo > 0, niin kaikki arvot ovat > 0, joten epéyhtald on tosi kaikilla x.

7. Olkoon myyntipaikka keitaalta x (km) etéisyydella. Vetta tarvitaan kamelille ja itselle 2x - 0,1 = 0,2x
Myyntiin jaa vetta 100 - 0,2x ; Vesilitran hinta = 20 + x

Tulot T(x) = (100 - 0,2x)(20 + x) = 2000 + 96X - 0,2x* , Missa 0 < X < 500

T(x) on jva suljetulla valilla. T(x) on dva.

T'X)=96-0,4x;T'=0 ;96-0,4x=0;-0,4x=-96; x =240

T(0) = 2000 ; T(500) = 0; T(240) = 13520, joka suurin. V: 240 km p&assa keitaalta.

20x° - 25x*

00.3.1. Derivoi funktiot &) f(x) = 5x* - 4x* + 3x - 2 b) f(x) = =&~

X’ —4
00.3.2. Laske raja-arvo lim ———
x>-22X° +3X—2
00.3.3. Olkoon f(x) = x* + ax + b. Maarita vakiot a ja b siten, ettd f(0) = 3 ja f '(3) = 2.
00.3.4. Laske funktion f(x) = x* - 2x* - x - 2 kuvaajan kohtaan x = - 1 piirretyn tangentin yhtalo.
00.3.5. Méaarita funktion f(x) = 2x° - 3x* - 36x + 5 aariarvot.
00.3.6. Osoita, etta funktio f(x) = 7 - 12x + 6x* - X° on kaikkialla vaheneva.

00.3.7. Méaarita vakio a siten, etta paraabelin y = x> + ax + 5 huippu on suoralla x + 2 = 0. Mika on talléin hui-
pun y-koordinaatti?
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-x+a,kunx<0
00.3.8. Madrita vakiot a ja b siten, etta funktio f(x) = { x° - 2, kun 0 < x < b on jatkuva kaikkialla.
3,kunx>hb
00.3.9. Osoita, etta epayhtalo x* - x> + 0,3 > 0 on tosi kaikilla reaalisilla x.

00.3.10. Milla vakion a arvolla ympyran X2 + y2 - ax + 3ay + a = 1 ala on mahdollisimman pieni? Laske ala.

20x° - 25x”

1.a) f(x) =5x° - 4x* + 3x - 2 , f’(x) = 15x° — 8x + 3 b) f) ==& —=4x-5,f'(x)=4
2
5 “m2x—4: "mw _ |imx_2:%:%:g
—>-22x2+3x—2  o-2(x+2)(2x-1) x>-22x-1 2(2)- i

f(0) = 3 { b=3 {b:3

3.f(x) =x*+ax+b,f'(x)=2x+a ; {f‘(a):z' 6+a=2 la=-4

4.f(x)=x—2x"—x—2;f'(x)=3x"—4x—-1 . Piste:x=-1;y=-1-2+1-2=-4;P=(-1,-4)
Kulmakerroin: k; =f’(-1)=3+4-1=6 Yhtalo:y+4=6(x+1);y+6=6Xx+6;y=6x+2

5. f(x) = 2x° - 3x” - 36x + 5 on jva, dva , ei reunoja. f '(x) = 6x° - 6x - 36

1+\1+24 1%5
5 -

> i X=3taix=-2

f'=0:6x>-6x-36=0:%X°-X-6=0;x=

f’ :n kuvaaja on YAP, jonka merkit f’ +++ -2 - 3 44+
f:n kulku f o VIR
Max =f(-2) =-16 —12+72+5=49jaMin=f(3) =54 -27-108 +5=-76

6.f(X) =7-12x+6X° - X° . f'(x)=-12 + 12x - 3x° = -3(4 - 4x + X°) = -3(x - 2)° < 0 = f on vaheneva

7.y=x"+ax+5.y’ =2x+a . Huipussa tangentti on vaakasuora elikr =0 eliy’ (x) =0
Huipg)u onsuorallax+2=0elix=-2.y’(-2)=0;-4+a=0;a=4
y=X"+4x+5, joten huipuny=y(-2)=4-8+5=1

-X+a,kunx<0
8.f(x) =1X° - 2x, kun 0 <x < b on polynomina jatkuva, paitsi ehka ei litoskohdissaan
3,kunx>b

x=0: lim(-=x+a) =a. lim(x*-2x) =0.f(0)=a. Siisa=0
X— 0— X— 0+
x=b: lim(x* —2x) =b?- 2b, Iirps = 3. f(b) = 3.
X— b+

x— b—

b®-2b=3 ; b?’-2b-3=0:b=3taib=-1

9.x*-x*+0,3>0 ; Tutkitaan funktiota f(x) = x* - x* + 0,3, joka on JVA ja DVA
fr(x)=4x3-2x = ax(x*- %).f' = 0; x = 0 tai x = £/
f ’:n kuvaaja alhaalta yl6s meneva 3. asteen polynomifunktion kuvaaja

L £ R

fo~ 7 N 7
= pienin on joko f(~\/%2 ) = 0,05 tai f(\/*2 = 0,05
= pienin arvo > 0, joten kaikki arvot > 0 eli epayhtald on tosi kaikilla x

10. X" +y -ax+3ay+a-1=0® x" -ax+%a +y +3ay+%9a° =¥10a°-a+1 e

(X - ¥2a)” + (y + ¥a-3a)” = ¥4(10a° - 4a + 4). Ala pienin, kun r ja r* on pienin

Tutkitaan funktiota f(a) = 10a%- 4a +4, joka ylospéin aukeavana paraabelina on pienimmillaén huipussa eli,
kunf’=0;f’(a)=20a-4=0;a=1/5

_ 2 1 .1 _9n
Ala = nr —1t-1/4(10-25 -4-5 +4)= 10

2

01.1.1. Derivoi funktiot &) f(x) = 2x" - 3x* + 5x - 6 b) f(x) = (3x* - 4)° ©) f(X) = 5 ;3

o 2x%=3x-2
01.1.2. Maarita I|m2—
X— 2 X _4

01.1.3. Maarita funktion f(x) = x® - X - x + 1 suurin ja pienin arvo valilla [0,2]




Pitka matematiikka. Kurssi 6. Differentiaalilaskenta 1. 45

2
X" -2x-8
01.1.4. Maarita vakio a, siten, etta funktio f(x) = { X+2 kun x# -2 on kaikkialla jatkuva.
a,kunx=-2

01.1.5. Laske funktion f(x) = 2x® - 3x* - 12x - 4 aariarvot.
01.1.6. Maarita vakiot a ja b siten, etta funktiolla f(x) = x> + ax® + bx on aariarvo f(1) = 4.
01.1.7. Olkoon f(x) = 4x° - 6x° + 3x. Osoita, etta f(x;) < f(X,), kun X; < X,.

01.1.8. Osoita, etta yhtalolla x* + x + a = 0 on tasmalleen yksi reaalinen ratkaisu. Milla a:n arvoilla tamé rat-
kaisu on valilla 11,2[?

01.1.9. M&arita origosta kayrélle y = 3x - Yox? piirrettyjen normaalien yhtalot.

01.1.10. Litranvetoinen kanneton astia on muodoltaan s&annéllinen nelisivuinen sarmid, jonka pohja on nelié.
Astia on valmistettu kahdesta eri materiaalista ja pohjaan kaytetty materiaali on pinta-alakustannuksiltaan
kuusitoista kertaa niin kallista kuin sivutahkoihin kaytetty materiaali. Maarita astian mitat, kun sen materiaali-
kustannukset ovat mahdollisimman pienet.

1. f(x) = 2x42- 3 +5x-6 ;f'(x)=8x -6x+5 b)f(x)=(3X°-4)° ; f’(x) = 5(3x° - 4)"-6x = 30x(3x" - 4)"

X5 2x(2x+3)-2:X° 22X+ 6x
O =553  TW="x37  ~(@x+ay

2
2 tim2X 32 _ iy X2 D@XAD XL 4+l
-2 X" =4 =2 (X=2)(X+2) *x>2x+2

3.f(x) = x° - X - x + 1 on jatkuva suljetulla valill [0,2]. f on DVA.

20[4+12 244
5 =

6 ;x=1(taix=-

Wl

f'(x)=3x"-2x-1;f"=0;3x°-2x-1=0;x=
f(0)=1;f(2) =3, f(1) =0 V: Suurin arvo on f(2) = 3 ja pienin arvoon f(1) =0

)

2
X" -2X-8
4.f(x):{ x+2 o kunxz-2
a,kunx=-2

f on jatkuva, kun x = -2, koska murtofunktio on jatkuva kun nimittaja = 0

2
. . X°—2x-8 . 2)(x-4

f on jatkuva, kun x = -2, jos f(-2) =a = lim f(x) = lim ——— = lim M =
X— -2 X— -2 X+ 2 X— -2 X+ 2

2-4=-6

5. f(x) = 2x° - 3x” - 12x - 4 on JVA, DVA, ei reunoja. f’(x) = 6x° - 6x - 12

1+\/1+8 1+3
o =

> (X=2taix=-1

f’(x)=0;6x2-6x-12:0;x2—x-2:0;x:

f:n merkit: YAP +++ -1 --- 2 +++
f: 2 TN 7 MAX =f(-1) =3 jaMIN =f(2) =-24

6. f(x) = x° + ax’ + bx fon JVA, DVA, ei reunoja = Aa on f :n NK:ssa f ’(x) = 3x* + 2ax + b

f(1)=4_{1+a+b=4 _{a+b=3||-(-1)_ _ - —ah=
{f'(l):O’ 3+2a+b=0|2a+b=-3| 1 '2=6:6+b=3;b=9

7.f(x) = 4x% - 6X° + 3x; f'(x) = 12x% - 12x + 3 = 3(4x° - 4x + 1) = 3(2x - 1)° > 0 = f kasvava
Kasvavan funktion maaritelman mukaan X; < X, = f(x1) < f(x»)

8.x° +x +a=0. Tarkastellaan funktiota f(x) = x° + x + a..

1° lim f(X) =- o = f saa negatiivisia arvoja ; 2° lim f(X) =« = f saa positiivisia arvoja
X—> —00 X—> +00

3° fon jatkuva ; 4° f’(x) = 3x*+ 1> 0 = f on aidosti kasvava

1° - 4° = f saa jokaisen arvonsa tdsmalleen kerran ja siis my6s arvon 0 tdsmalleen kerran

Ratkaisu on valilla 11,2[ jos f(1) <0 JAf(2) >0 ts.1+1+a<0JA8+2+a>0

a<-2JAa>-10. V:-10<a<-2

9. Olkoon normaalin ja kayran leikkauspisteen P x-koordinaatti x = a. y = 3a - ¥:a”
y’=3—2x:>kT=y’(a)=3—ajakN=—1/(3-a)ToisaaItakN=kop=(3a—1/za2—0)/(a—0)

-1
Sa- e __1_ a=(3a-%a’)(a-3);a=3a"-9a-%a’+1%a’; ¥a’ - 4%a° + 10a =0

a “a-3°
9++/81 - 80 ~9+1
> =

2 ;a=4taia=5

Ya(@®-9a+20)=0;a=0taia’°-9a+20=0;a=
a=0;ky=-1/3;y=-1/3-x;a=4;ky=1;y=x; a=5:ky=%;y=%xX
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10. Olkoon pohjanelién sivu = x. Pohjan ala = x*, korkeus = 1/x” .

Sivuseinamien ala = 4-x - 1/x* = 4/x. Olkoon sivujen nelidhinta H, pohjan nelibhinta = 16H
K(X) = 4/x -H + x* - 16H = H( 4/x + 16x%) , x > 0

K’(X) = H(-4/x* + 32x) ; K’ (X) <0 ; -4/ix* +32x <0 || - X* ;-4+32x°<0;x’<1/8;x<%
K’0 --- 15 +++

K ~ 2~ = Kpienin, kun x =% . V: Mitat ovat 0,5 dm x 0,5 dm x 4 dm

01.2.1. Derivoi funktiot a) f(x) = 5x*° - 10x'® - 20x> b) f(x) = (x* + 3)* ¢) f(x) = %Zz(:—f
4x° - 4x + 1
01.2.2. Maarita X5l -1
X + 2x N
01.2.3. Milla vakion a arvolla funktio f(x) =1 3X + 6 on jatkuva kohdassa x = -2?
a,x=-2

01.2.4. Laske g'(-1), kun g(x) = x - f(x) ja f(-1) = f’(-1) = 1.

01.2.5. Milla x:n arvolla funktio f(x) = 4x° - x* on kasvava?

01.2.6. Maarita vakiot a ja b siten, etta funktiolla f(x) = x> + ax* + bx on aariarvo (1) = 4.

01.2.7. Kayralle y = ¥x* piirretaan suoran y = 8x - 1 suuntainen tangentti. M&arita sivuamispiste.

01.2.8. Maarita funktion f(x) = - x® + 12x% - 45x suurin arvo, kun x > 1.

01.2.9. Maarita vakiot a ja b siten, etta kayraty = X2+ X jay= ax® - bx - 1 sivuavat toisensa kohdassa x = 1.

01.2.10. Kun laiva kulkee vakionopeudella v km/h, niin kustannukset ovat (9200 + 0,046v3) mk/h. Mik& nope-
us tietylla matkalla on kustannuksien kannalta edullisin?

1. a) f(x) = 5x*° - 10x™° - 20x" ; f ’(x) = 100x™ - 100x" - 100x"
b) f(x) = (x* + 3)* : f'(x) = 4(x* + 3)°-2x = 8x(X* + 3)°

C2X+3 ., 20 +1)-2x(2x+3) 2 +2-4x7-6X _2-6x-2X°
c) f(x) =+ 1 ' (x) = o+ 1) = oC + 1) =T+ 1)
2 _ —_1)? — EVA
2 lim DXLy (@7 2l 2ol 0
=% 4x° -1 x>% (2x—1)(2x+1) =% 2x+1 <72
2
3.fonjva,jos 1(2) = lim () ;a= lim X H2X i XE2D) i X Z

x>-2 3Xx+6  >-23(x+2) x>-23

4.9X)=x-fx);9’x)=1fx) +xf’'xX); g’ =1f(-D)+(-)f’(-1)=1-1+(-1):1=0

5.f(x) = 4x° - x* ; kasvava, kun f'(x) 20 f'(x)=12x*-4x’=4x°(3-x)>0,kun3-x>0 & x<3

6. f(x) = x° + ax” + bx ; f(1) = 4 on &ariarvo, jos myds f’(1)=0.  f’(x)=3x"+2ax+b
{1+a+b=4 _{a+b=3 a6 b=9
3+2a+b=0"|2a+bh=-3'37°.07

7.kr=8;y’'=8;x"=8;x=2;y=Ys- 2" =4 .V Sivuamispiste on (2,4)

8.f(x) = - X° + 12X° - 45x ; f'(x) = -3X° + 24x - 45 = -3(X" - 8x + 15)

8+/64-60 8+2
> =

f’=0;x= 5> ;X=5taix=3 fol---+++]---
f ’:n kuvaaja alaspain aukeava paraabeli N D VI
Suurin on joko f(1) =-1+12-45=-34 1 3 5

tai f(5) = -125 + 300 - 225 = -50 V: Suurin on f(1) = -34

9. Kasyrét sivuavat, jos niilla on sama y-koordinaatti ja ky, kun x =1
y=x +x7;y’ =3x"+2x ;y=ax’-bx-1;y’=3ax’-b
a1’-b1-1=1°*+1*> (a-b=3 _ _
{3a-12-b=3-12+2-1’{3a-b=5'2a_2’a_1'b_'2
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10. Olkoon matka = s. Aika = > . Kulut K(v) = (9200 +0,046v%) = S(&\?o +0,046v2)
3
K(v) = s(- 9300 +0,002) = SO,OQZVV 9200
K'(v) >0 < 0,092v®- 9200 > 0 <> v*> 100000 & v> 464 K | --- |+++
K | ~_ 7

Kustannukset pienimmat, kun vauhti on 46,4 km/h 0 46,4

o : 2 2 a3 2 + 1
02.1.1. Derivoi funktiot a)f(x) =2x"+1 b) f(x) = (2x° + 1) c) f(x) = ENEYY

02.1.2. Maarita paraabelilla y = x* + 4x - 2 olevaan pisteeseen (0, -2) piirretyn paraabelin normaalin yhtalo

2

02.1.3. Madrita funktion f(x) = 2=

<+ 2 asymptootit.

02.1.4. Maarita funktion f(x) = x(2 - 4x)* derivaatan nollakohdat.

5 b) lim

—X x—0

. 2x*+3x-14 Jx+1-1
02.1.5. Madrité raja-arvot a) |IrT;— _
X—> X

02.1.6. Maarita funktion f(x) = 23 +3x°-12x + 1 pienin arvo valilla -1 < x < 2.

X+ 3, kunx<2

aC kunx>2 ON jatkuva kaikkialla

02.1.7. Maarita vakio a siten, ettd funktio f(x) = {

02.1.8. Maarita funktion f(x) = 4x° - 6x° + 7 aariarvot

02.1.9. Milla vakion a arvoilla funktio f(x) = x> + ax® + 3x + 1 on kaikkialla aidosti kasvava? Maarita funktion
nollakohta 0,01 tarkkuudella, kun a:lla on pienin kokonaislukuarvo saadulta alueelta.

. . . . 1 1 _
02.1.10. Piste P(x,y) on ensimmaisessa neljanneksessa kayralla y = - 18 X + 3 x°. Pisteen P kautta kulkeva y

-akselin suuntainen suora leikkaa x -akselin pisteessa A ja x -akselin suuntainen suora leikkaa y -akselin
pisteessa B. Laske suorakulmaisen kolmion PAB alan suurin arvo.

l.a)f(x)=2x"+1;f'(x)=4x b)f(x)=(2x"+1)°;f (x) = 3(2x° + 1)%4x = 12x(2x° + 1)°
; _2x2+1_f, _4x(Bx+4)-3(2x°+1)  12x°+16x-6x"-3 _6X° +16x-3
) () =3ywg ' (X)= @Bx + 4) =T (@Bx+4Y T (@x+4y

2.y=X"+4x-2;y ' =2x+4;kr=y’(0)=4 ;ky=-%
Normaalin yhtélo 1y - (-2) =-%(x-0); y+2=-¥ux,y=-Yax -2

3 2x°-1
T X+2 X+2
Pystysuora asymptootti on x = -2 vino asymptoottiony =2x -4

=2x-4 + esim. jakokulmassa jakamalla

4.f(x) = X(2 - 4x)” = x(4 - 16x + 16x°) = 4x - 16x° + 16X, f’(x) = 4 - 32x + 48X’

s a2 2 B 8++/64-48 84 12 1 . 4 1
f’=0;48x"-32x+4=0;12x"-8x+1=0,x= 22 =54 XE5p s taix=5, =g
22X 4+3x-14 . (x=2)(2x+7 —(2x+7
5.a) lim 23X _ i (X 2@XET) i Z(2XHT) 1
x>2  4-—X x>2 (2+X)(2—X) x>2 24X
. Iimx/x+1—1_"m(\/x+1—1)(\/x+l+l)_"m Xx+1-1 .1 1 1
=0 X =0 x(Wx+1+1) Sox(Wx+1+1) 0x+141 1D 2
6. f(x) = 2x° + 3x° - 12x + 1 on JVA suljetulla valilla [-1,2] ; f'(x) = 6x” + 6x - 12, f on DVA
f’=0;6x2+6x-12:0;x2+x-2:0;x:_1i2‘1+8:_153;le(taix:-Z)

f(1)=-2+3+12+1=14;f(2)=16+12-24+1=5;f1)=2+3-12+ 1 =-6 on pienin
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7.1(x) = {xa;23,klzl:]nxx>£22 on polynomina jatkuva kun x = 2 . f on jatkuva, kun x = 2,

E &)

jos Iirgf(x):linzw_f(x)zf(Z); Iin21ax limx+3=2+3; 4a=5=5; a=

X— 2—

8.f(x) = 4x° - 6x° + 7 on jva, dva , ei reunoja ; f '(x) = 12x” - 12x = 12x(x - 1)
f’=0;x=0taix=1 fo+++0---1+++
f’:n merkit: Ylosp. auk. par +++ 0 --- 1 +++ f o VI
Maksimi on f(0) = 7 ja minimi on f(1) =

9.f(x) =x° +ax” + 3x + 1; f’(x) = 3x" + 2ax + 3, jonka kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli. f on kaikkialla
kasvava, jos f’(x) > 0 ka|k|IIa x:n arvoilla eI| paraabeli korkeintaan hipaisee x-akselia.

Nalnkay JosD<O¢>4a -4.3.3<0® a° <9®|a£3=-3<ac<3.

fX)=x-3x°+3x+ 1

X 0 -1 -0,5 -0,2 -0,3 -0,25 -0,26 -0,255
f(x) 1 -6 -1,4 0,27 -0,2 0,05 -0,0004 0,02
Nollakohta x ~ -0,26

10.y= 118X +éx2—x( 18X+3) kuv. | neljanneksessé, kun 0 <x <6

Olkoon P(x,y), jolloin A = (x,0) ja B =(0,y)

1 1 1 1 1
Ala A(x,y) = ¥2xy ; A(X) = ¥2x(- 18 X2 + 3 x2) =-36 x* + 6 X = 36 (6x3 - x4), X € [0,6]
A(x) on jva sulj. valilla ja dva A'(x) = 18x° - 4x° = 2x%(9 - 2x) A'=0;x=0taix=4%

A(0) = A(B6) =0; A(@Y,) = ( 6- @ - Gigl )= & =3 a on suurin arvo.




