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MADS. Analyyttinen geometria

1. Koordinaatisto

1.1. Tasokoordinaatisto

1. xy-koordinaatisto ja pisteen esittdminen.
x-akseli vaakasuoraan oikealle, y-akseli pystysuoraan yl6s, akselit leikkaavat origossa
Koordinaatiston pisteet ilmoitetaan lukupareina. Ensin x- sitten y-koordinaatti.

2. Pisteet samoja

Lukupariesitys on yksikasitteinen, ts. (a,b) = (c,d) & {3 zg

1.1.1. Mika on x, kun piste (1,2) on sama, kuin a) (a-1,2) b) (1,a°-2)c) (a- 1,a° - 2)

3. Pisteen P(x,y) etéisyys x- tai y-akselista xy-koordinaatistossa
Etaisyys x-akselista=|y| . Etaisyys y-akselista=|x |

2. Mika on pisteen (4,-5) etdisyys a) x-akselista b) y-akselista?
3. Miké& on pisteen (a,3) etaisyys a) x-akselista b) y-akselista?
4. Mik& on a, kun pisteen (2a-3,3a) etaisyys x-akselista on 9?

4. Pisteen P(x,y) projektio x- tai y-akselilla xy-koordinaatistossa
Projektio x-akselilla = (x,0). Projektio y-akselilla = (0,y).

5. Mik& on pisteen (4,-5) projektio a) x-akselilla b) y-akselilla?
6. Mika on pisteen (a,3) projektio a) x-akselilla b) y-akselilla?
7. Mika on a, kun pisteen (2a-4,5a) projektio x-akselilla on (6,0)?

5. x-akselin suuntaisen janan pituus
=| Xz - X | eli janan paatepisteiden x-koordinaattien erotuksen itseisarvo.

8. Mik& on pisteiden (2,3) ja (5,3) valisen janan pituus?
9. Miké& on a, kun pisteiden (2,3) ja (a,3) valisen janan pituus on 4?

6. y-akselin suuntaisen janan pituus
=]V, - y1 | eli janan y-koordinaattien erotuksen itseisarvo.

10. Mika on pisteiden (2,3) ja (2,5) valisen janan pituus?
11. Mika ony, kun pisteiden (2,-3) ja (2,y) valisen janan pituus on 5?

7. Janan pituus yleisesti
P1P> =/(X2 - X0)* + (Y2 - y1)°

12. Mika on pisteiden a) (2,3) ja (5,-1) b) (1,-2) ja (-4,5) valisen janan pituus?

13. Mik& on x, kun pisteiden (2,3) ja (x,-5) valisen janan pituus on 10?

14. Kolmion ABC karkipisteet ovat A(0,1) , B(3,0) ja C(t,%2t+2). Maarita vakio t siten, ettd kolmio ABC on
tasakylkinen kolmio, jonka kantana on a) sivu AB b) sivu AC.

8. Janan keskipiste

XX Vit Yo
Xk = 2 ny— 2

15. Laske janan keskipisteet, kun paatepisteet ovat a) (3,2) ja (7,6) b) (4,0) ja (-2,-8) c) (-3,-5) ja (8,2).
16. Mik& on A, kun janan AB keskipiste on K(2,5) ja B = (6,-7)?

17. Kolmion kérkipisteet ovat (1,3), (4,2) ja (-2,1). Laske sivujen keskipisteet.

18. Janan paatepiste on (-1,3) ja keskipiste (¥2,1). Madrita janan toinen paatepiste ja janan pituus.

19. Janan paatepiste on (-3,-4), keskipiste x-akselilla ja toinen paéatepiste y-akselilla. Laske janan pituus.
20. Janan keskipiste on (-3,4) seka janan paatepisteet ovat koordinaattiakseleilla. Laske janan pituus.

1.2. Avaruuskoordinaatisto

1. xyz-koordinaatisto
x-akseli itseen péin, y-akseli vaakasuoraan oikealle ja z-akseli ylos, akselit leikkaavat origossa.
Koordinaatiston pisteet ilmoitetaan lukukolmikkoina. Ensin x- , sitten y- ja viimeksi z-koordinaatti.
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2. Pisteen P(x,y,z) etaisyys xy-, Xz- tai yz-tasosta xyz-koordinaatistossa.
Etaisyys xy-tasosta = | z | . Etéisyys xz-tasosta =|y| . Etaisyys yz-tasosta = [X |

1.2.1. Mik& on pisteen (3,5,-4) etadisyys a) xy- b) xz- c) yz-tasosta?
2. Mik& on a, kun pisteen (2a-3,3a,4-a) etaisyys yz-tasosta on 5?

3. Pisteen P(x,y,z) projektio xy- , xz- tai yz-tasoilla xyz-koordinaatistossa
Projektio xy-tasolla = (x,y,0) . Projektio xz-tasolla = (x,0,z) . Projektio yz-tasolla = (0,y,z)

3. Mika on pisteen (2,-3,-4) projektio a) xy- b) xz- c) yz-tasolla?
4. Mika on a, kun pisteen (2a, 3a-4, 4) projektio yz-tasolla on (0,2,4)?

4. Pisteen P(x,y,z) projektio x-, y- tai z-akselilla xyz-koordinaatistossa
Projektio x-akselilla = (x,0,0) . Projektio y-akselilla = (0,y,0) . Projektio z-akselilla = (0,0,2)

5. Mik& on pisteen (2,-3,-4) projektio a) x- b) y- ¢) z-akselilla?
6. Mik& on a, kun pisteen (2a,3a-4,4) projektio x-akselilla on (8,0,0)?

5. Janan pituus kolmiulotteisessa koordinaatistossa
P1P, = (X2 - X0)” + (Y2 - y2)* + (22 - 20)°

7. Janan paatepisteet ovat (1,2,3) ja (3,4,2). Laske janan pituus

8. Mik& x-akselin piste on pisteesta (1,-2,3) etaisyydella 7?

9. Osoita, etta kolmio (0,1,0), (3,2,4), (1,5,3) on tasakylkinen.

10. Maarita x, kun janat A(4,7,x)B(3,x,3) ja C(3,4,x)D(-1,4,4) ovat yhta pitkat.

6. Janan keskipiste kolmiulotteisessa koordinaatistossa

_XatXo, o _VitYe, 41t Zp
Xk = 2 » YK — 2 Lk = 2

11. Laske janan A(1,2,3)B(9,-8,7) keskipiste.
12. Janan AB keskipiste on (3,2,-1) ja piste A(2,3,-4). Maarita piste B.
13. Kolmion karjet ovat pisteissa (3,0,5), (1,4,3) ja (5,6,1). Laske keskijanojen pituudet.

1.3. Analyyttisen geometrian periaate

1. Periaate
Geometrinen tehtava muutetaan algebralliseksi, joka ratkaistaan algebrallisesti.
Talle ratkaisulle annetaan jalleen geometrinen tulkinta, joka antaa geometrisen tehtéavan ratkaisun.

2. Tutkiminen, onko piste jollakin yhtélon avulla méaaritellylla kayralla
Sijoitetaan pisteen koordinaatit yhtaloon. Jos yhtalo toteutuu, on piste kayralla, muuten ei.

1.3.1. Onko piste (3%,4) suorallay = 2x - 3?
2. Onko piste (3,-4) kayralla xy + 2x - 3y + 6 = 0?

3. Yhtélossa olevan kirjaimen arvon maarittdmista, kun piste ko. yhtalon kuvaamalla kayralla
Sijoitetaan pisteen koordinaatit kayran yhtaloon, josta ratkaistaan kysytyn kirjaimen arvo.

3. Mik& on a, kun piste (2,3) on kayralla 3x - a¥ +6=07?
4. Mik& on a, kun piste (2,3) on kayralla 3x - ay + 6 = 0?

4. Kirjainsuureiden valisen yhtélén muodostaminen, jostakin annetusta tiedosta
Kéaytetddn annettua tietoa hyvaksi ja muodostetaan yhtalo.

5. Taulukoitujen suureiden riippuvuuden graafinen esitys
Valitse toinen taulukon suure x-akseliksi ja toinen y-akseliksi.
Merkitse lukuparit pisteind koordinaatistoon ja yhdisté pisteet kuvaajaksi.

6. Suureiden yhtalolla annetun riippuvuuden graafinen esitys
Anna x:lle arvoja ja laske niitd vastaavia y:n arvoja seké laita ne lukuparitaulukkoon.
Merkitse lukuparit pisteind koordinaatistoon ja piirré kuvaaja.

5. Piirrd yhtalon a) y =4 - 2x b) 2x + 3y - 6 = 0 kuvaaja
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7. Joidenkin yhtaldiden kuvaajia xyz-koordinaatistossa
Jos yksi tuntematon puuttuu, niin piirretdan ensin kahden muuttujan kuvaaja niiden maaraamaan tasoon.
Muita pisteité ovat kaikki tasté kuvaajasta kolmannen muuttujan akselin suuntaan l&htevéat pisteet.

6. Mika on yhtélén z = 3y - 6 kuvaaja yz-tasolla?

7. Mik& on yhtalon z = 3y - 6 kuvaa;ja xyz-koordinaatistossa?

8. Mika on yhtalon (x - 1)* + (y - 2)* = 0 kuvaaja xyz-koordinaatistossa?
2. Tason suora

2.1. Kulmakerroin ja suuntakulma

1. Suuntakulma
on suoran ja x-akselin positiivisen suunnan valisista kulmista itseisarvoltaan pienempi tai 90°, jos yhta suuret

2. Nouseva, laskeva, vaaka- ja pystysuora suora suuntakulman perusteella
Suora on nouseva, kun suuntakulma > 0°, laskeva, kun suuntakulma < 0°,
vaakasuora, kun suuntakulma = 0° ja pystysuora, kun suuntakulma = 90°

2.1.1. Millainen on suora, jonka suuntakulma on a) 25° b) - 36° ¢) 90° d) 0° e) -90° ?

3. Kulmakertoimen laskeminen suuntakulmasta
k =tan a

2. Mika on suoran kulmakerroin , kun suuntakulma on a) 45° b) -30° c) 0° d) 90° ?

4. Suuntakulman laskeminen kulmakertoimesta
Ratkaise a yhtalosta tan o = k.

3. Mik& on suoran suuntakulma, kun kulmakerroin on a) 2 b) -3 ¢) %2 d) 0?
4. Mik& on suoran a) y = 4x + 5 b) 2x - 3y = 4 suuntakulma?

2.2. Kahden pisteen kautta kulkevan suoran kulmakerroin.

1. Kulmakertoimen laskeminen kahdesta suoran pisteesta

k= %x% , kun suora kulkee pisteiden (x1,y1) ja (X»,y2) kautta.

2.2.1. Mika on pisteiden a) (2,3) ja (4,-1) b) (-3,4) ja (*2,-10) ¢) (2,1) ja (3,1) d) (2,1) ja (2,-3) kautta kulkevan
suoran kulmakerroin?
2. Mika on a, kun pisteiden (a,1) ja (3,5) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on -2?

2.3. Suoran yhtalén muodostaminen

1. Yhtalon muodostaminen, kun tunnetaan piste ja kulmakerroin
Y - Yo = K(X - Xp), missa piste on (Xq,Yo) ja kulmakerroin k.

2.3.1. Mika on suoran yhtélo, kun a) P(1,2) jak =3 b) P(-2,4) jak =-3 ¢) P(-4,5) jak =67
2. Mik& on suoran yhtald, kun a) P(2,3) ja k = % b) P(-¥4,%%) ja k = - ¥?

2. Yhtalén muodostaminen, kun tunnetaan piste ja (toinen piste tai suuntavektori tai suuntakulma).
Laske kulmakerroin kahdesta pisteesta (2.2.1) tai suuntavektorista (2.5.6) tai suuntakulmasta (2.1.3)

3. Miké on pisteiden a) (2,-3) ja (5,1) b) (2,3) ja (2,-4) kautta kulkevan suoran yhtalg?
4. Mika on pisteen (1,-2) kautta kulkevan vektorin 3i + 4j suuntaisen suoran yhtalé?
5. Mik& on pisteen (3,2) kautta kulkevan suoran yhtald, kun sen suuntakulma on 60°?

3. x-akselin suuntaisen suoran yhtalo
on muotoa y = vakio, missa vakio on suoran kaikkien pisteiden y-koordinaatti.

6. Piirra suoraa)y=3b)y+4=0 c)3y+4=0.

4. y-akselin suuntaisen suoran yhtalo
on muotoa x = vakio, missé vakio on suoran kaikkien pisteiden x-koordinaatti.

7. Piirrasuoraa)x=2 b)x-3=0¢)2x+3=0
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5. Ratkaistussa muodossa olevan yhtéalon y = kx + b kuvaajan piirtdminen
Tee lukuparitaulukko. Anna x:lle 3 helppoa arvoa ja laske niita vastaavat y:t.
Merkitse lukuparit pisteind koordinaatistoon ja piirrd niiden kautta suora.

8. Pirrdsuoraa)y=3x-4 b)y=-2x+1 ¢c)y=2

6. Yhtalén ax + by + ¢ = 0 kuvaaja, kun a ja b molemmat eivat ole nollia
on suora.

7. Suoran ax + by + ¢ = 0 kulmakertoimen laskeminen
Ratkaise y siirtamalla vakio- ja x-termi oikealle ja jakamalla y:n kertoimella.
Kulmakerroin on x:n kerroin

9. Mikd onsuorana) 2x +3y=0b)3x-2y+1=0¢)5x-6y+7=0d) 2x + 3 =0 €) 4y - 5 = 0 kulmakerroin?

8. Suoran yhtalon esittdminen yleisessa muodossa
Siirretédén kaikki termit vasemmalle puolelle, jolloin oikealle puolelle jaa 0.

9. Ratkaisemattomassa muodossa olevan yhtalén ax + by = ¢ kuvaajan piirtdminen
Anna x:lle arvo 0 ja laske sité vastaava y seka painvastoin.
Merkitse nama akselien leikkauspisteet koordinaatistoon ja piirréa ndiden kautta suora.

10. Piirrd suora a) 2x +3y=6 b)3x-4y=24 c)5x-7y+4=0 d)§+4:1

10. Tutkiminen ovatko 3 tai useampia pisteitd samalla suoralla.

Lasketaan kahdesta pisteestd suoran yhtalo ja tarkistetaan sijoittamalla onko kolmas piste suoralla.

TAI jos suoran kulmakertoimet kahdella tavalla (1. ja 2. pisteesta seka 1. ja 3. pisteestd) laskettuna samat
TAI jos suorien suuntavektorit kahdella tavalla laskettuna yhdensuuntaiset

11. Ovatko pisteet (1,3) , (5,6) ja (25,20) samalla suoralla?
12. Mika on a, kun pisteet (2,-1) , (3,2) ja (5,a) ovat samalla suoralla?

11. Kuvaajan piirtdminen graafisella laskimella (T1-85)
Laita suoran yhtalo ratkaistuun muotoon y = kx + b.

[GRAPH] [F1 eli y(x) =| [kirjoita kx + b| [EXIT| [F5 eli GRAPH]

12. Kuvaajan pisteiden selvittdminen TRACE-toiminnolla graafisessa laskimessa

Kun painat | F4 eli TRACE| kursori siirtyy kuvaajalle.

Nuoli oikealle ja vasemmalle siirtdd kursoria kuvaajalla oikealle ja vasemmalle.
Nain voidaan siirtya haluttuun pisteeseen, jonka koordinaatit nakyvat ruudun alaosassa.

13. ZOOM-toiminto graafisessa laskimessa

[ GRAPH] [ F3 eli ZOOM] antaa valikkoja, joilla voi tarkastella kuvaajan pienempaa tai suurempaa osaa.

14. RANGE-toiminto graafisessa laskimessa
[ GRAPH| | F2 eli RANGE] voit asettaa koordinaatiston akselien ja yksikon pituudet halutuiksi

15. Kulmakertoimen k merkitys yhtalén y = kx + b kuvaajassa
Kun siirrytédén yksi ruutu oikealle, siirrytaéan | k | ruutua ylos (jos k> 0) tai alas (jos k < 0).

13. Miten jyrké@sti nousee suoraa) y =%x + 1 b) 2x +y=1c) 2x + 3y + 4 = 0, kun siirrytdan 1 ruutu oikealle?

16. Nouseva, laskeva ja vaakasuora suora k:n avulla esitettyna
Suora on nouseva, jos k > 0, laskeva, jos k < 0 ja vaakasuora, jos k = 0 sek& pystysuora, jos ei k:ta

14. Minka laatuinen on suoraa) y=2x+3b)2x+y+3=0¢c) y=3?
15. Mik&a on a, kun suora a) y = (a - 1)x b) ax + 2x + y = 0 on kasvava?

17. Vakion b merkitys yhtalon y = kx + b kuvaajassa
Suora leikkaa y-akselin korkeudella b eli pisteessa (0,b)

16.Milla korkeudella suora @) y = 3x - 4 b) 2x + 3y - 4 = 0 leikkaa y-akselin?
17. Mik& on b, kun suora y = bx + 3x - 4b + 5 leikkaa y-akselin korkeudella -7?
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18. Yhtalén kuvaajan piirtdminen kayttaen kertoimien k ja b ominaisuuksia

Laitetaan y-akselin leikkauspiste (0,b) koordinaatistoon

Toinen piste kulmakertoimesta k, yksi ruutu oikealle ja k ruutua ylés (k>0) tai alas (k<0).
Naiden pisteiden kautta piirretaén suora.

18. Piirrd suoraa) y=2x+% b)y=-Y%x + 2

19. Janan yhtalo
On osa suoran yhtal6a.
limoitetaan antamalla suoran yhtél® ja maarittelyjoukoksi paatepisteiden x-koordinaattien vali.

19. Piirrd janaa)y=3x-2,-1<x<2b)y=-%x+1,x e [-2,3].
20. Mika on janan A(1,2) B(3,-4) yhtalo?

*20. Regressiosuoran maarittaminen laskimen (TI-85) avulla
Saadaan annettujen pisteiden kautta mahdollisimman laheltd meneva suora.

[STAT| [F2 EDIT] [xlist ] [ylist]

Syota lukuparit (X1,Y1) , (X2,Y2) ...

[EXIT] [F1 CALC] [xlist] [ylist] [F2 LINR]

Saat suoran yhtalon muodossa y = a + bx , korrelaatiokertoimen, ja havaintoparien lukumaaran.

21. Syntyneiden lasten painosta ja pituudesta on havaintoja (2 kg, 47 cm) , (3 kg, 52 cm) , (3%2 kg, 53 cm) ja
(4 kg, 55 cm). Mika on pisteitd mahdollisimman lahelté kulkevan suoran yhtalg?

21. Suoran yhtalén laskeminen kahdesta suoralla olevasta pisteesta graafisen laskimen avulla
Maarita naiden kahden pisteen kautta kulkeva regressiosuora edellisen kohdan mukaisesti

*22. Suureiden arviointia regressiosuoran avulla
Voit laskea regressiosuoran yhtalosta toisiaan vastaavia (x,y) pareja tai

[2™ F4 FCST] |x-arvo| [ Siirry y-riville| [ F5 SOLVE] , jolloin saat vastaavan y-arvon

22. Arvioi ed. suoran perusteella, mikd on a) pituus, jos paino on 4% kg b) paino, jos pituus on 50 cm?

2.4 Suoraparvet

1. Annetun suoran y = kx suuntaisten suorien parvi
y=kx + ¢, ¢ € R. Suoraparven parametrina on vakiotermi.
Kun ¢ on saanut kaikki reaalilukuarvot, on saatu kaikki ko. suuntaiset suorat.

2.4.1. Maaritd suoran a) y = 3x + 4 b) y=-5x + 3 ¢) y = 1 suuntaisten suorien parvi.

2. Annetun suoran ax + by = 0 suuntaisten suorien parvi
ax+by+c=0,ceR.

2. Maaritd suoran a) 2x + 3y +4=0Db) 3x - 5y + 1 = 0 ¢) 2x + 3 = 0 suuntaisten suorien parvi.

3. Annetun suoran ax + by = 0 normaalien parvi
bx-ay+c=0

3. M&éritd suoran a) x - 4y =0 b) 5x + 3y =6 ¢) y - 5 = 0 normaalien parvi.

4. Annetun pisteen kautta kulkevien suorien parvi
Y - Yo = K(X - Xp) tai X = Xq , k € R. Suoraparven parametrind on kulmakerroin k.

4. Muodosta pisteen a) (2,3) b) (0,3) c) (4,0) kautta kulkevien suorien parvi.

5. Suoran yhtaldn muodostaminen suoraparvia kayttaen

Yleensa kaksi tietoa méaarittéa suoran.

Muodostetaan toisesta tiedosta sen ehdon tayttavien suorien parvi.
Ratkaistaan toisesta tiedosta suoraparven parametrin arvo.

Vastaus saadaan korvaamalla suoraparven parametri saadulla arvolla.

5. Maérita suoran yhtal®, kun se on suoran 2x + 3y + 4 = 0 suuntainen, ja se kulkee pisteen (7,-8) kautta.
6. Mik& on sen suoran 3x - 4y = 0 suuntaisen suoran yhtald, joka muodostaa koordinaattiakselien kanssa
kolmion, jonka pinta-ala on 6.
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2.5. Suoran suuntavektori ja normaalivektori

1. Suuntavektori
on vektori, joka on suoran kanssa yhdensuuntainen.

2.5.1. Millainen on suora, jonka suuntavektoriona) i+ 3jb)i-jc)2i + 3jd) 2i e) -4j?

2. Normaalivektori
on vektori, joka on kohtisuorassa suoraa vastaan.

3. Suoran suunta- ja normaalivektorin yhteys xy-tasossa
Jos suuntavektori on s = ai + bj, niin yksi normaalivektori on n = bi - aj

4. Suuntavektorin muodostaminen kulmakertoimesta
S =i+Kj

2. Muodosta jokin suuntavektori suoralle, jonka kulmakerroin on a) 2 b) -3 ¢) ¥2 d) 0?
3. Muodosta jokin suuntavektori suoralle a) y =-5x b) 3x + 2y =0

5. y-akselin suuntaisen suoran suuntavektori
ons=j

6. Kulmakertoimen laskeminen suuntavektorista

. . s
JOSS:SXI+SyJ,Onk:§¥
X

4. Mika on kulmakerroin, kun suoran suuntavektori on a) 2i + 5j b) 3i - 4j c) 5i d) -6j?

7. Suoran ax + by + ¢ = 0 normaalivektori
n=ai+bj

5. Anna jokin suoran a) 2x + 3y =4 b) 3x - 5y + 2 =0 ¢) x - 3 = 0 d) 3y = 4 normaalivektori.

8. Suoran ax + by + ¢ = 0 suuntavektori
s=bhi-aj

6. Anna jokin suoran a) 5x - 6y =0b) 7x + 8y + 4 =0 c) 3y =5 d) x - 1 = 0 suuntavektori

2.6. Suorien keskindinen asema

1.Yhdensuuntaisuusehto kulmakertoimilla
L, || Ly & ki = Kk, tai molemmat suorat y-akselin suuntaisia.

2.6.1. Tutki suorien Ly = 3x - 4, L,:6x + 2y = 3 ja L3:6x - 2y + 3 = 0 yhdensuuntaisuutta
2. Mik& on a, kun suoraty = ax - 2x + 3 jay = 3x + 4 ovat yhdensuuntaiset?

2. Yhdensuuntaisuusehto suuntavektoreilla tai suuntakulmilla
Lil|Lo @ s1]|S2® o1 =

3. Yhdensuuntaisuusehto suorilla ax + by + ¢ =0

a; b
Lllle@a_;:b_;

3. Ovatko suorat 2x + 3y = 4 ja 4x + 5y = 8 yhdensuuntaiset?
4. Mika on a, kun suorat ax - 2y = 4 ja 3x + 4y = 5 ovat yhdensuuntaiset?

4. Yhdensuuntaisen suoran yhtalon laskeminen
Kulmakertoimen saat toisesta yhtalosta.
Yhtélon saat normaalilla tavalla vy - yo = k(X - Xo)

5. Miké& on pisteen (1,2) kautta kulkevan, suoran y = 3x + 4 suuntaisen suoran yhtalo?
6. Mika on janan A(1,2)B(3,-4) suuntaisen ja pisteen (5,6) kautta kulkevan suoran yhtal6?

5. Kohtisuoruusehto kulmakertoimilla

L; L L, & k; - k, = -1 tai toinen suora x-akselin ja toinen suora y-akselin suuntainen

& k, =- 1/k; taitoinen suora x-akselin ja toinen suora y-akselin suuntainen( eli kulmakertoimet
k&anteislukujen vastalukuja)
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7. Mik& on normaalin kulmakerroin, kun suoran kulmakerroin on a) k = 3 b) -4 ¢) %2 d) 0?
8. Tutki suorien Lyiy = 2x + 3, Loy = %X - 1 ja Lty = -¥2x + 2 kohtisuoruutta.
9. Mik& on a, kun suoraty = ax - X - 1 jay = 3x - 4 ovat kohtisuorassa?

6. Kohtisuoruusehto suuntavektoreilla
Li LL,&®s;-s,=0

10. Suorien suuntavektorit ovat s = 2i + 4j ja s =i - 2j. Ovatko suorat kohtisuorassa?
11. Mik& on a, kun suorat ax - 6y = 4 ja 3x + 2y = 1 ovat kohtisuorassa?

7. Normaalin yhtalon laskeminen
Laske kulmakerroin annetusta tiedosta ja suoran yhtald perustavalla y - yo = k(X - Xg)

12. Laske pisteen (1,2) kautta kulkevan suoran y = 2x + 3 normaalin yhtalo.
13. Laske janan A(2,3)B(5,-6) keskinormaalin yhtalo.

8. Kahden suoran valisen kulman laskeminen suorien suuntakulmista
Laske kummankin suoran suuntakulmat o ja o, yhtaldsta tan a = k.
Suorien valinen kulma on a=|op-04],jos a<90° tai 180 - o, jos a > 90°

14. Mik& on suorien a) y = 2x jay = 3x b) y = 3x ja y = -4x valinen kulma?

9. Kahden suoran véalisen kulman laskeminen suorien kulmakertoimesta
Ko - kg

15. Laske suorien y = 3x ja 'y = ¥2x valisen kulman tarkka arvo.

10. Kahden suoran valisen kulman laskeminen suunta- tai normaalivektoreilla

S-S . . i}
—L1 =2 | ; |‘ tai samoin s korvattuna n:lla
2

cos o =
|si]-

16. Laske suorien 2x + 3y = 4 ja 5x - 6y = 7 valisen kulman suuruus.

11.Kulmakertoimen laskeminen, kun tunnetaan toinen kulmakerroin ja suorien véalinen kulma
Ratkaise kulmakerroin k eo. yhtélosta 2.6.9.

17. Mik& on k, kun suorien y = ax ja 'y = 2x valinen kulma on 45° ?

12. Kahden suoran leikkauspisteen laskeminen
saadaan ratkaisemalla suorien yhtéldéiden muodostama yhtalépari

18. Laske suoriena) y =2x + 3ja5x -2y +4 =0 b) 3x - 4y =5 ja 5x + 3y = 18 leikkauspiste
19. Kolmion sivut ovat suorillay = 3, 2x + y = -1 ja 3x + 2y = 4. Mitk& ovat karkipisteet?

13. Yhtaloparin ratkaiseminen graafisella laskimella TI-85
Laita yhtalét muotoon ax + by = ¢

[SIMULT| [number = 2| [ENTER] |a;; =a] a1, =b] [b; =¢], ..., [F5 = SOLVE]|

20. Laske suorien 2x + 3y - 4 =0 ja y = 3x + 5 leikkauspiste.
21. Laske kolmion karkipisteet, kun ne ovat suorillay=2x + 3,2x-3y+6=0jabx-2y=7

14. Kahden suoran leikkauspisteiden lukumé&ara
voi olla 1, 0 tai « riippuen siité, ovatko suorat erisuuntaisia, yhdensuuntaisia mutta erillaén vai
yhdensuuntaisia ja yhtyvat. Tai kun lasketaan leikkauspistettd, saadaan ratkaisuja 1, O tai o .

22. Montako leikkauspistettd on suorillaa) y=2xjay=2x+1b)y=3xjay=-xc)y=2xja4x - 2y =0?
23. Mé&aritd aja b, kun suorillay = 2x + b jay = ax - 3 on daretttméan monta yhteista pistetta.

ax+hby+c=0

15. Yhtaloparin {dx +ey+f=0 ratkaisujen lukumaara

c % oo i0s 8B C

1°on1,jos%¢g 2°on0,jos%=g¢ o

?

2Xx+3y-4=0 {3x—y:2 {y:3x+4
b) ) l6x-2y+8=0"

24. Montako ratkaisua on yhtaloparilla a) {3)( +2y+1=0 6x-2y=3

. . +2y=3 . .
25. M&arita a, kun yhtéloparilla {%))(( ) 6))//= 73 ei ole ratkaisua.
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ax+2y=3

26. Maarita a ja b, kun yhtéloparilla {3)( by=2 on useampia ratkaisuja kuin yksi.

16. Tason monikulmion alan laskeminen
Piirrd monikulmion ympéari suorakaide, jonka sivut ovat vaaka- ja pystysuoria.
Laske suorakaiteen ala ja vahenna siitd monikulmioon kuulumattomien reunakolmioiden pinta-alat.

27. Laske kolmion A(1,4) B(-2,-3) C(5,3) pinta-ala.
28. Laske nelikulmion A(1,2) B(2,4) C(5,3) D(4,-1) pinta-ala.

17. Osoitus, etta parven kaikki suorat kulkevat saman pisteen kautta

Anna a:lle kaksi helppoa arvoa ja muodosta néité vastaavat suorien yhtalot.

Ratkaise naiden suorien leikkauspiste. Se on oltava kaikkien suorien yhteinen piste.

Osoita, ettd tamé piste on kaikilla parven suorilla sijoittamalla se suoraparven yleiseen yhtaloon, jonka pitéisi
toteutua identtisesti kaikilla parametrin arvoilla.

29. Osoita, ettd parven ax + 3a - 4y = 8 kaikki suorat kulkevat saman pisteen kautta. Mika tdma piste on?
30. Minka pisteen kautta parven y = 3ax - 9a + 4 kaikki suorat kulkevat?

18. Kahden suoran leikkauspisteen kautta kulkevien suorien parvi
Olkoon suorien yhtalét ax + by + c =0 jadx + ey + f = 0 (a:d = b:e, jotta suorat leikkaisivat)
Naiden leikkauspisteen kautta kulkevien suorien parvion (ax + by + ¢) +t(dx + ey +f) =0, missat € R

31. Muodosta suorien 2x + 3y + 4 = 0 ja y = 2x + 3 leikkauspisteen kautta kulkevien suorien parvi.
32. Laske pisteen (1,2) seké suorien y = 3x - 4 ja 3x - 4y = 5 leikkauspisteen kautta kulkevan suoran yhtalo?

2.7. Pisteen etaisyys suorasta

1. Pisteen etdisyys x-akselin suuntaisesta suorastay =c
ond=]|yy-c|, kun piste on (Xg,Yo)-

2.7.1. Mika on pisteen (1,2) etdisyys suorastay = 47?

2. Pisteen etdisyys y-akselin suuntaisesta suorasta x = ¢
ond=]|X,-c|,kun piste on (Xq,Yo).

2. Mika on pisteen (5,6) etaisyys suorasta x = -3?

3. Etéisyyden laskeminen yleisesti jostakin suorasta
Suoran yhtéld on oltava yleisessa muodossa ax + by + ¢ = 0 ja olkoon piste (Xq,Yo)

d= |aX0 + by() + Cl
VTS

3. Laske pisteen (1,2) etéisyys suorasta 3x - 4y =5
4. Mika y-akselin piste on suorasta 6x + 8y = 9 etaisyydella 10?

4. Kahden yhdensuuntaisen suoran vélisen etdisyyden laskeminen
Valitse toiselta suoralta jokin piste ja laske sen etaisyys toiselle suoralle (2.7.3)

5. Mik& on suorien y = 2x + 3 jay = 2x - 5 vélinen etaisyys?

5. Tietylla etaisyydella olevan suoran yhtalén laskeminen

Merkitse kysytyn suoran yleisté pistetté (x,y).

Kéayta kaavaa (2.7.3) tekemalla yhtald (x,y):n etéisyys annetulle suoralle on tietyn etdisyyden suuruinen
Sievenndé saatu yhtalo kahdeksi ilman itseisarvoa olevaksi yhtaloksi.

6. Muodosta niiden suorien yhtélot, jotka ovat suorasta 3x + 4y = 5 etéisyydella 6.

6. Kahden suoran vélisen kulmanpuolittajan yhtalén laskeminen

Merkitse mielivaltaista kulmanpuolittajan pistetta (x,y)

Tee yhtalo tiedosta:  pisteen etaisyys ensimmaiselle suoralle = pisteen etéisyys toiselle suoralle.
Sievennda saatu yhtalo kahdeksi ilman itseisarvoa olevaksi yhtaloksi.

Valitse naista toinen, jos mahdollisesti haluttiin tietty kulmanpuolittaja.

7. Laske suorien 2x + y = 3 ja x - 2y = 4 valisten kulmien puolittajien yhtalot.
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7. Janan keskinormaalin yhtalon laskeminen

Merkitse mielivaltaista keskinormaalin pistetta P(x,y).

Tee yhtalo tiedosta: PA =PB janan pituus kaavasta (1.1.6)
Sievenna nelidjuuret pois.

8. Laske janan A(2,3)B(5,-6) keskinormaalin yhtalo.

8. Kéayran yhtélon laskeminen, kun tunnetaan sen kaikkien pisteiden tayttdma ehto
Merkitse mielivaltaista pistetta P(x,y)
Tee yhtalo pisteiden tayttdman ehdon perusteella ja sievenna se.

9. Maarita sen suoran yhtald, jonka pisteet ovat suorasta x + 2y = 3 kaksi kertaa niin kaukana kuin suorasta
4x -2y = 3.

2.8. Kahden muuttujan lineaarinen epayhtal6

1. Alueen maarittaminen, kun epayhtalé on annettu

Merkitse > tai < merkin tilalle =, ja piirra nain saadun yhtalén kuvaaja.

Valitse kuvaajan kummaltakin puolelta jokin piste, ja sijoita pisteen koordinaatit epayhtaléon.
Jos epayhtalo toteutuu, ratkaisualueeseen kuuluu koko pisteen puoleinen tasoalue.

2.8.1. Maaritd tasoalue a) 2x -y >4 b) 2x +3y<6¢c)x>3d) 2y <5

2. Epayhtalon maarittéminen, kun alueen reunaviivan yhtaloé on annettu
Ota alueesta jokin piste ja sijoita sen koordinaatit yhtaloon.
Laita = merkin tilalle > tai < sen mukaan kummalla merkilla epayhtélésta tulee tosi

2. Mika on suoran 2x + 3y - 4 = 0 alapuolella olevan tasoalueen epayhtal6?

3. Alueen maarittdminen, kun epayhtélét annettu
Maaritetdan kummankin (kaikkien) epayhtaldiden maarittamat alueet.
Loogisesti paatelldaan lopullinen alue (ja = leikkausjoukko, tai = unioni)

3. Maaritd alue, jossaa) 3x-y>5jax-y<3b)y<5-xjax-y>1

4. Epéayhtaldiden maérittaminen, kun alue annettu.
Ota alueesta jokin piste ja sijoita sen koordinaatit reunayhtaléihin.
Laita = merkin tilalle > tai < sen mukaan kummalla merkilla epayhtalosta tulee tosi.

4. Milla epayhtalsilla voidaan maaritella se alue, joka on suoran 'y = 2x + 3 ylapuolella ja pisteiden A(1,3) ja
B(-1,5) kautta kulkevan suoran alapuolella?

2.9. Lineaarinen optimointi

1. Suljettu optimointiongelma

Mieti mik&a suure on oltava mahdollisimman suuri tai pieni.

Mieti mista suureista tdma maksimoitava suure riippuu ja merkitse niita x:lla ja y:lla.
Muodosta epayhtaloita annetuista tiedoista x:n ja y:n vélille.

Piirrd naiden epayhtaldiden maarittama suljettu tasoalue.

Laske tasoalueen karkipisteet.

Muodosta maksimoitavalle suureelle lauseke x:n ja y:n avulla.

Laske maksimoitavan suureen lausekkeen arvot kaikissa karkipisteissa.

Naista suurin on kaikkiaan suurin maksimoitavan suureen arvo.

2.9.1. Torimummo menee torille myymaan porkkanoita ja perunoita. Litra porkkanoita painaa 0,8 kg ja 1 |
perunoita 0,5 kg. Myydessaan mummo saa porkkanoista 1,20 mk/l ja perunoista 1 mk/l. Hanella on kotona
porkkanoita ja perunoita paljon, mutta hédnen kéarryisséén on tilaa vain 60 litralle ja karryt kestavét vain 45 kg.
Paljonko mummon kannattaa ottaa mukaansa porkkanoita ja perunoita saadakseen mahdollisimman paljon
rahaa? Kuinka paljon mummo sai rahaa yhdestéd kuormasta?

2. Maatalossa mietitaan vasikoiden ja possujen tuotantoa. Vasikan kasvattamiseen kuluu 100 € ja possun
50€. Varoja on kaytettavissa 10 000€. Toita isdnta ja emanta ennattavat tehda 80 tuntia. Possut vaativat
hoitoaikaa 1 tunnin ja vasikat puoli tuntia. Possuista saa voittoa 60€ ja vasikoista 50€. Kuinka monta possua
ja vasikkaa kannattaa hankkia, jotta voitto olisi mahdollisimman suuri? Mik& on télldin tuotannosta saatava
voitto?
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2. Avoin optimointiongelma

Tehtava etenee, kuten suljettu ongelma, mutta saadaan avoin tasoalue.

Mieti mik& suure on oltava mahdollisimman suuri tai pieni.

Mieti mista suureista tama maksimoitava suure riippuu ja merkitse niita x:lla ja y:l1a.
Muodosta epéyhtal6itéa annetuista tiedoista x:n ja y:n vélille.

Piirrd ndiden epayhtaléiden maarittama avoin tasoalue.

Laske tasoalueen kéarkipisteet.

Muodosta maksimoitavalle suureelle lauseke x:n ja y:n avulla.

Laske maksimoitavan suureen lausekkeen arvot kaikissa karkipisteissa.

Naista suurin on kaikkiaan suurin maksimoitavan suureen arvo.

3. Eldinten ruokintaan on kaytettavissa kaksi ruokinta-ainetta A ja B, joiden yksikkdhinnat ovat 2 mk/kg ja 1
mk/kg seka ravintosisallét kg kohti: Kaloreja A:ssa 3000 cal ja B:ssa 2000 cal, Proteiineja A:ssa 100 g ja
B:ss& 200 g ja B-vitamiinia A:ssa 10 mg ja B:ss& 10 mg. Ruuan on siséllettava vahintdan 60 000 cal, 3000 g
proteiinia ja 250 mg B-vitamiinia. Miten paljon kumpaakin ruokinta-ainetta A ja B on kaytettava, jotta
kokonaishinta tulisi mahdollisimman pieneksi?

3. Avaruuden suora ja taso

3.1. Suoran yhtalo avaruudessa

1. Suoran vektorimuotoinen yhtald, kun tunnetaan piste ja suuntavektori.

Olkoon Pgy(Xo,Y0,Z0) ja s = S4i + Syj + S;K

Suoran yhtald on  OP = OPg +ts < OP = Xgi + yqj + ok + t(S4i + Syj + S,K), missét € R on parametri.
Kun parametri t saa kaikki reaalilukuarvot, on saatu kaikkien suoran pisteiden paikkavektorit.

3.1.1. Mika on sen suoran yhtald, joka kulkee pisteen (1,2,3) kautta ja on vektorin s = 2i + j - k suuntainen?
2. Miké& on pisteiden (1,2,3) ja (5,-4,3) kautta kulkevan suoran yhtal6?

2. Suoran parametrimuotoinen yhtaléryhma, kun tunnetaan piste ja suuntavektori.
Olkoon Pgy(Xo,Y0,Z0) ja s = Sy + Syj + S;K

X = Xg + -S4
Suoran yhtald on Y = Yo + tSy , missa t € R on parametri
Z=2Zytts,

Kun t on saanut kaikki reaalilukuarvot, on saatu suoran kaikkien pisteiden koordinaatit.

3. Muodosta parametrimuotoinen yhtald suoralle, joka kulkee pisteen (5,4,-3) kautta ja joka on vektorin s = 2i
+ 3j - 4k kanssa.

3. Suoran koordinaattimuotoinen kaksoisyhtalo

X-Xo _Y-Yo Z-2Zg o .
= = , missé sy, syjas, =0
Sy Sy S,

4.Suoran pisteiden laskemista
Anna t:lle eri arvoja, saat suoran pisteita (pmy:sta) tai pisteiden paikkavektoreita (vmy:std)

4. Anna 3 pistetta suoralta OP = 2i - 3j + 4k + t(i - ] + 2k)
x=2+3t
5. Anna 3 pistetta suoralta { y = 4 - 5t.
Z =6t

5. Tutkiminen onko jokin annettu piste suoralla, jonka yhtéld tunnetaan.
Lasketaan l6ytyykd yhta sellaista t:n arvoa, jolla saadaan annetun pisteen kaikki koordinaatit.

6. Onko piste (19,18,-23) suoralla OP = 3i - 2j + k + t(4i + 5j - 6k) ?

X=2+3t

7. Onko piste (-1,9,10) suorallayy =4 -5t
z =6t

6. Koordinaattiakselien suuntaisten suorien yhtalét

xeR X = vakio X = vakio
L || x-akseli : {4y = vakio (= annetun pisteeny) . L || y-akseli:y y e R . L|| z-akseli: |y = vakio
z = vakio (= annetun pisteen z) z = vakio zeR

8. Miké on pisteen (2,1,0) kautta kulkevan a) x- b) y- c¢) z-akselin suuntaisen suoran yhtal6?
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7. Parametrimuotoisen yhtalon laskeminen, kun tunnetaan vektorimuotoinen yhtalo
s saadaan t:n kertoimesta ja P, vakiovektoriosasta

9. Esitd parametrimuodossa suoran a) OP = 2i + 3j + t(4i - 5] + 6k) b) OP =i - k + t(2i + 3j) yhtalo.

8. Vektorimuotoisen yhtalon muodostaminen parametrimuotoisesta yhtaldsta
Suuntavektorin kertoimet saadaan t:n kertoimista (s, on t:n kerroin x:n yhtaléssa jne.)
P, saadaan t:ttdbmasta termista (X on t:tdn termi x:n yhtélossa jne.)

Xx=2+3t Xx=-1+2t
10. Esita vektorimuodossa suoran a) Y =4 - 5t b) y=3 yhtalo.
z =06t z=4-5t

9. Suoran tietyn pisteen laskeminen.
Lasketaan t:n arvo jonkin koordinaatin yhtalosta annetun ehdon perusteella.
Muut koordinaatit saadaan sijoittamalla saatu parametrin t arvo suoran yhtaléon.

X=2+3t
11. Missa pisteessa suoray Y =4 - 5t leikkaa xy-tason?
z=12 -6t

12. Leikkaako suora OP = 2i - 3j + 4k + t(5i + 6j - 8k) leikkaa x-akselin ja jos niin missa pisteessa?

3.2. Sovelluksia

1. Suorien valinen kulma suuntavektoreiden avulla
S1-S»,

Lasketaan suuntavektoreiden vélinen kulma eli cos a = W
11° 2

3.2.1. Mik& on suorien OP =i + t(i - 2j + 2k) ja OP =j + t(3i + 2j - 6k) vélinen kulma?
2. Milla a:n arvoilla suorien OP =t(i +j + 2k) ja OP =5k - t(ai - j + k) valinen kulma on 60°?

2. Suorien yhdensuuntaisuus

. . . .Sy Sy S
jos suuntavektorit ovat yhdensuuntaisia eli > = > = 212
Sox SZy Sz

3. Onko suora OP = 2i + t(2i + 3j - 4k) pisteiden A(4,3,2) ja B(0,-3,8) kautta kulkevan suoran suuntainen?
4. Mik& on a, kun suorat OP =k + t(ai + 2j - 3k) ja OP =] + t(2i + aj + 3k) ovat yhdensuuntaiset?

3. Suorien kohtisuoruus

jos suuntavektorit ovat kohtisuorassa eli S1-S,=0

5. Osoita, ettd suorat OP = 2i + t(3i + 5j - 7k) ja OP = + t(2i + 3j + 3k) ovat kohtisuorassa.
X=2+at

6. Milla a:n arvoilla suorat OP =k + t(ai +j - 3k) ja {y =4 - at ovat kohtisuorassa?
z=1+2t

4. Suorien leikkauspisteen koordinaattien laskemista

Merkitaan eri suorien parametreja eri kirjaimella.

Koska leikkauspisteen koordinaatit on oltava samat kummassakin yhtaléssa, tehdaan kolme yhtaloéa
merkitsemallé vastaavat koordinaatit yhta suuriksi.

Ratkaistaan parametrit kahdesta helpoimmasta yhtalosta ja tarkistetaan toteutuuko kolmas yhtalo eli
leikkaavatko suorat.

7. Leikkaavatko suorat OP = 2i + 4j + 5k + t(3i + 2j + k) ja OP =-2j + 3k +t(8i + 3j + 2k), jos niin missa?

3.3. Tasot

1. Koordinaattitasojen suuntaisten tasojen yhtalot

Xy-tason suuntaisen tason yhtéld z = vakio (= annetun pisteen z)
Xz-tason suuntaisen tason yhtalo y = vakio (= annetun pisteen y)
yz-tason suuntaisen tason yhtald x = vakio (= annetun pisteen x)

3.3.1. Mika on pisteen (2,1,0) kautta kulkevan a) xy- b) xz- ¢) yz-tason suuntaisen tason yhtalg?




12 Pitkd matematiikka. Kurssi 5. Analyyttinen geometria.

2. Koordinaattiakselin suuntaisen tason yhtald
Olkoon taso z-akselin suuntainen ja se leikkaa xy-tason pitkin suoraay = kx + b

T _X:t . Jy=kx+b . : . . .
Tall6in tason yhtalé on {y =kt + b tai ;R (@ vanys= kx + b, jos 3-ulotteisuus ilmenee
zeR

3. Tason yhtal®, kun tunnetaan piste ja tason normaalivektori
Olkoon piste Py(Xo,Y0,20) ja normaalivektori n = ai + bj + ck
Yhtalo on a(x-Xg) +b(y-yo) +c(z-z9)=0
TAI Oleta yhtélén olevan muotoa ax + by + cz=d

Sijoita pisteen P, koordinaatit yhtal6on ja ratkaise d:n arvo.
Sijoita d:n arvo olettamaasi yhtaloén d:n paikalle.

2. Miké& on pisteen (1,2,3) kautta kulkevan ja vektoria 4i + 5] + 6k vastaan kohtisuoran tason yhtalg?

4. Yhtalon ax + by + cz + d = 0 kuvaaja
on taso, jonka normaalivektori on n = ai + bj + ck

3. Missa pisteissa taso 3x + 4y - 6z - 24 = 0 leikkaa koordinaattiakselit?
4. Mika on tason 2x + 3y + 4z = 0 suuntaisen ja pisteen (5,6,7) kautta kulkevan tason yhtal6?

5. Tason ax + by + ¢z + d = 0 normaalivektori
on esimerkiksi n = ai + bj + ck

5. Anna a) jokin b) kaikki tason 3x - 4y - 5z = 0 normaalivektorit.
6. Milla a:n arvolla suora OP =i + t(i + 2j - 3k) on tason ax - 2y - z = 0 suuntainen?

6. Tason ja suoran leikkauspisteen laskeminen

Esita suoran yhtéld parametrimuotoisena yhtaléryhmana.

Sijoita suoran koordinaatit tason yhtalo6n ja ratkaise suoran parametrin arvo.
Sijoita saatu parametrin arvo suoran yhtaloon saadaksesi pisteen.

X=2+3t
7. Missa pisteessa suora {y =4 - 5t leikkaa tason 2x - 3y + 4z - 37 =0?
zZ =6t
8. Missa pisteessa suora OP = 2i + 3j - 4k + t(5i - 6] - 7k) leikkaa tason 3x - 2y + 4z = 5?

7. Tason ja suoran valinen kulma
Lasketaan ensin tason normaalivektorin ja suoran vélinen kulma o
Kysytty tason ja suoran valinen kulma on = 90° - a.

9. Laske tehtévéassa 3.3.7. olevan suoran ja tason valinen kulma.
10. Laske tehtavassa 3.3.8. olevan suoran ja tason valinen kulma.

3.4. Kahden tason keskindinen asema

1. Tasojen yhdensuuntaisuus

a_b_c
T1”T2¢>n1”n2¢>a2_b2_cz

3.4.1. Ovatko tasot 2x + 3y - 4z = 0 ja 4x - 6y - 8z + 10 = 0 yhdensuuntaiset?
2. Mik& on a, kun tasot ax + 2y - 6z =4 ja 8x + ay - 12z = 20 ovat yhdensuuntaiset?

2. Tasojen kohtisuoruus
T,LT,&nyg- n2:0

3. Ovatko tasot 2x + 3y - 4z = 0 ja 5x + 6y + 7z = 8 kohtisuorassa toisiaan vastaan?
4. Mika on a, kun tasot ax + 3y - 4z = 0 ja a(x + y) + z = 1 ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan?

3. Tasojen vélisen kulman laskeminen
1 N>
|- 1nz]

on sama kuin normaalivektoreiden valinen kulma ja lasketaan: cos o = ) In
1

5. Laske tasojen 2x - 3y - 4z =5 ja 6x + 7y - 8z = 9 vélinen kulma.
6. Laske tasojen 2x - 3y = 4 ja 5x - 6y - 7z = 8 valinen kulma.
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4. Tasojen leikkaussuoran yhtalon laskeminen
Ratkaise tasojen muodostama yhtéldpari.
Merkitse z = t ja siirrd se vakioiden puolelle.
Ratkaise yhtaloparista t:n avulla x ja y.

x = X(t)
Anna vastaus muodossa Y = ¥(1)
z=t

7. Mik& on tasojen x + 2y - 3z = 4 ja 5x - 6y + 7z = 8 leikkaussuora?
8. Mitd suoraa pitkin taso 2x - 3y + 4z = 5 leikkaa a) xy- b) xz- c) yz-tason?

3.5. Lineaarisia yhtaléryhmia

1.Yhtél6parin ratkaiseminen, kun kaksi yhtaléa ja kolme tuntematonta.
Siirra z vakioiden puolelle ja merkitse z = t.
Ratkaise yhtaloparista t:n avulla x ja y.
x = X(t)
Anna vastaus muodossa {y = y(t) ts. kyseessa on kahden tason leikkaussuoran maarittaminen.
z=t

2x+3y+4z=5 b){ X+2y-3z=4

3.5.1. Ratkaise yhtalopari a) { 13 ja anna sille geometrinen tulkinta.

5x+7y+9z=11 Ax + 5y - 12z =
2. Ratkaise yhtald { X+2y-32=4 | il i Iki
. Ratkaise Yy tal opari 5x + 1Oy -15z+20=0 Ja anna sille geometrlnen tulkinta.

3. Ratkaise yhtals { Xx+3y-52=6 il i Iki
. Ratkaise Yy tal opari X - 6y +10z+12=0 Ja anna sille geometrlnen tulkinta.

2. Kolmen tason yhteisen pisteen etsiminen
Ratkaise tasojen yhtaldiden muodostama yhtaloryhma

4. Missa pisteessatasotx +y+z=12,2x+y-z=5ja3x + 2y - z = 12 leikkaavat?
5. Onko tasoilla 2x + 4y - 6z =5, 2x - 3y - z =6 ja X + 2y - 3z = 7 yhteista pistetta?

3. Yhtaléryhman ratkaiseminen, kun siina kolme yhtaléa ja kolme tuntematonta

Eliminoi kahdesta eri yhtaloparista z pois, jolloin saat kaksi yhtaloa, joissa kaksi tuntematonta x ja y.
Ratkaise x ja y tasté yhtaloparista.

Laske z sijoittamalla saadut x ja y johonkin yhtaléon.

X+2y+z=0 x+y=11 X+3y+2z2=65
6. Ratkaise @)y 2x-y-z=1 b)y x+z=1 ¢)13x+2y+z=50
X-y+2z=9 y+z=2 2x+y+3z=65

4. Yhtaléoryhman ratkaiseminen TI-85 laskimella
[2nd]| , [SIMULT] , anna tuntemattomien lukumaaré, esim.
Syo6téa yhtaldiden kertoimet (a; ; = 1. yhtalon x:n kerroin) ja lausekkeen arvot (b,) kaikista yhtéloista.

Paina | F5 = SOLVE| . Saat ratkaisut (X; = X, X, = Y, X3 = 2)

X+2y+3z=4 12x+2,3y+4,52=6,7 102x + 234y + 567z =1000 (x+2y=0
7. Ratkaise a) {2X-y-2z2=-3 b)4 2,1x-0,9y-8,72=6,5 ¢){ 210x-423y-7582=850 d)\2x-z=1
X-2y-3z=-5 4,3x-2,1y+0,92=8,7 631X - 428y + 259z = 945 y+2z=9

5. Yhtaléryhmén ratkaiseminen, kun yhtalita on 3 ja tuntemattomia 2.
Valitse ryhmésta kaksi helpointa yhtél6é ja ratkaise niisté x ja y.

Sijoita saadut x ja y kolmanteen vield kayttamattdmaan yhtaléon.

Jos tdma kolmas yhtal6 toteutuu, niin saatu x ja y on koko ryhmén ratkaisu.
Jos yhtélo ei toteudu, ei koko ryhmalla ole ratkaisua.

X+2y=10 3x+2y=10
8. Ratkaise @)\ 2x-y=5 b)y 2x-y=5
X-y=1 X-2y =4
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4. Toisen asteen kayrat

4.1. Kayran siirtaminen

1. Siirto y-akselin suunnassa
Jos kuvaajaa siirretdén a ruutua ylos, korvataan yhtélossa y lausekkeella (y - a)

4.1.1. Mik& tulee suoran a) y = 2x b) y = 3x - 4 ¢) 2x + 3y = 4 yhtaloksi, kun sité siirretd&n 3 ruutua alaspain?
2. Mika tulee paraabelin a) y = x* b) y = 2x® - 3x ¢) y = -4x yhtaloksi, kun y-koordinaatteihin lisataan 5?

2. Siirto x-akselin suunnassa
Jos kuvaajaa siirretddn a ruutua oikealle, korvataan yhtéalossa x lausekkeella (x - a)

3. Mikd onsuorana)y=3xb)y=4x-5c) 6x + 7y = 82yhtéld, kun sita on siirretty 4 ruutua oikealle?
4. Mik& on paraabelina) y = X2 b)y= 3x% + 4x c) y = -X” yhtald, kun sité on siirretty 5 ruutua vasemmalle?

3. Siirto yleisessé suunnassa
Jos kuvaajan jokaista pistetta siirretddn vektorin ai + bj suuntaisesti ja pituisesti (eli a ruutua oikealle ja b
ruutua yl6s), niin korvataan yhtélossa x lausekkeella (x - a) ja y lausekkeella (y - b)

5. Mik& on paraabeliny = 2x% - 3x yhtéld, kun sille suoritetaan yhdensuuntaissiirto ja (0,0) — (2,-1)?
6. Miksi muuttuu paraabeliny = 2x - X2 yhtald, kun kaikkia pisteité siirretdaan vektorin 2i - 3j suuntaisesti?

4 Peilaus suorassa y = x
antaa kaikista kuvioista yhtenevan kuvion.
Taman yhtéld saadaan vaihtamallax > yjay 2> x

7. Mika on sen suoran yhtald, joka saadaan peilaamalla suora 2x + 3y - 4 = 0 suoran y = x suhteen?
8. Mik& on sen paraabelin yhtald, joka saadaan peilaamalla paraabeliy = x? - 4x + 5 suorassa y =Xx?

4.2. Paraabeli

1. Yhtalon y = x* kuvaaja
on ns. perusparaabeli. Aukeaa ylospain. Huippu on origossa. Symmetrinen y-akselin suhteen.

2. Yhtalony = ax’ + bx + ¢
on paraabeli, joka aukeaa yléspain, jos a > 0 ja alaspéin jos a <0

3. Huippumuotoinen yhtéld, kun paraabelin akseli y-akselin suuntainen
Yhtalon y -y = agx - x0)2 kuvaaja on paraabeli, jonka huippu on pisteessa (Xq,Yo) ja joka on yhteneva
paraabelin y = ax” kanssa, eli saatu siita siirtdmalla jokaista pistetta xo ruutua oikealle ja y, ruutua ylés

4.2.1. Piirra paraabelita) y = x° b) y + 2 = (x - 3)°

4. Yhtalon y = ax® + bx + ¢ muuttaminen huippumuotoon y - yo = a(X - Xo)?

Siirrd ¢ vasemmalle puolelle yhtélda ja jaa molemmat puolet a:lla.

Lisda molemmille puolelle sellainen vakiotermi, etté oikeasta puolesta tulee nelid.
Esita oikea puoli neliona ja kerro molemmat puolet a:lla.

2. Esita huippumuodossa yhtalo paraabelille @) y = x° + 3b) y = x° + 2x ¢) y = X° + 4x + 5.
3. Esita huippumuodossa yhtalo paraabelile a) y = - x* + 2x b) y = 2x° + 4x - 5

5. Huipun laskeminen
JOKO sievenna yhtéld huippumuotoon ja katso siitd huippu.
TAI katso taulukkokirjasta kaava huipun laskemiseksi eli x = - b/2a ja y:n saat sijoittamalla.

4. Laske paraabelina) y =x“-4x +5b)y =x° - 3x - 4 ¢) y = 2x" - 3x + 4 huippu.

6. Yhtalon x = y2 kuvaaja
on ns. perusparaabeli. Aukeaa oikealle. Huippu on origossa. Symmetrinen x-akselin suhteen.

7. Yhtalon x = ay’ + by + ¢ kuvaaja
on paraabeli, joka aukeaa oikealle, jos a > 0 ja vasemmalle jos a< 0
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8. Paraabelin x = ayz + by + ¢ piirtAminen

Tee lukuparitaulukko ja anna siihen helppoja arvoja y:lle.

Laske vastaavat x:n arvot ja merkitse lukuparit pisteiné koordinaatistoon.
Piirra pisteiden kautta paraabeli.

5. Piirra paraabelita) x = y* - 2y b) x = 2y* - 4y -5¢c) x = -y + 4y + 3

9. Paraabelin x = ay2 + by + ¢ piirtAminen graafisella laskimella TI-85
Piirra ensin yhtalon y = ax® + bx + ¢ kuvaaja. (esim. se on kayra y1)

[MORE] , [F2=DRAW] , [MORE] , [MORE] , [F2=DrInv] , [y1]

TAI Perusnaytossa valitse | Drinv] [ax” + bx + c]

10. Paraabelin x = ay® + by + ¢ huipun laskeminen
Katso taulukkokirjasta kaava, jossa huipun y = - b/2a. x:n saat sijoittamalla.

6. Laske paraabelin a) x = y* - 4y - 5 b) x = 2y° - 6y + 5 huippu.

11. Paraabelin yhtalon laskeminen, kun siitéd tunnetaan tarpeeksi tietoja

Tee paraabelin yhtaldsta huippumuotoineny - y, = a(x - xo)2 tai normaalimuotoinen y = ax® + bx + c.
Kummassakin on 3 tuntematonta, joten tarvitset 3 tietoa niiden ratkaisemiseksi xq, yo ja a tai a, b ja c.
Muodosta annetuista tiedoista 3 yhtaloa ja ratkaise ne.

Sijoita saadut parametrien arvot paraabelin yhtal66n parametrien paikalle.

7. Paraabelin huippu on (1,2), akseli y-akselin suuntainen, aukeaa ylospéain ja se on yhteneva paraabelin y =
2x* kanssa. Mika on paraabeli yhtalo?

8. Paraabelin huippu on pisteessé (1,2), akseli on y-akselin suuntainen ja paraabeli kulkee pisteen (3,4)
kautta. Mika on paraabelin yhtal6?

9. Paraabelin akseli on y-akselin suuntainen ja se kulkee pisteiden (1,2), (0,-1) ja (-1,-2) kautta. Mik& on
paraabelin yhtalo?

12. Uraominaisuus
Paraabeli on niiden pisteiden ura, joista on yhta pitkat matkat paraabelin johtosuoralle ja polttopisteeseen.

13. Yhtalén muodostaminen uratiedosta

Merkitse paraabelin mielivaltaista pistetta (x,y).

Laske tdman etdisyys johtosuoralle ja polttopisteeseen.
Merkitse nama etaisyydet yhta suuriksi ja sievenna yhtalo.

10. Mika on sen kayran yhtald, jonka jokainen piste on yhta kaukana pisteesta (0,2) ja x-akselista?
11. Mik&a on sen paraabelin yhtald, jonka polttopiste on (0,3) ja johtosuoray - 2 = 0?

14. Paraabelin sovittaminen havaintoarvoihin
Yritetdan saadaan annettujen pisteiden kautta mahdollisimman laheltd meneva paraabeli.

[STAT] [F2 EDIT| [xlist | [ylist] ja sydta lukuparit (X1,y1) , (X2,Y2) »-..

[EXIT| [F1 CALC]| |xlist] [ylist| [ MORE||F1 P2REG]|
Saat paraabelin kertoimet jarjestyksessay = a + bx + cx?

12. Auton jarrutusmatka on riippuvainen nopeuden nelidstd. On havaittu seuraavia pysahdysmatkoja
v(km/h) 20 40 60 80 100

s(m) 6 15 30 50 80

Mik& on tahan soveltuvalla laskimella saatu yhtél6 s = s(v)? Mik&a on pyséahdysmatka vauhdista on 50 km/h?

15. Paraabeli yhtalon muodostaminen TI1-85 laskimella kolmesta pisteesta
Kéayta edellistd menetelmaa 4.2.14.

4.3. Paraabelien leikkauspisteita

1. Suoran ja paraabelin leikkauspisteen laskeminen

Ratkaise suoran ja paraabelin yhtél6iden muodostama yhtalopari.

Ratkaise jommasta kummasta yhtélésta y:n lauseke ja sijoita se toiseen yhtaléon.
Ratkaise saadusta yhtalosta x ja sijoittamalla saat y:n.

4.3.1. Laske paraabelin y = x° - 2x - 3 ja suoran y = x - 5 leikkauspisteet.
2. Laske paraabeliny = 3x% - 4x ja suoran 2x + 3y + 1 = 0 leikkauspisteet.
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2. Paraabelin tangentin laskeminen

Muodosta suoraparvi tangentin téyttdméasté ehdosta ellei suoraparvea parametreineen ole jo annettu.
Tee yhtéldpari paraabelin ja suoran yhtalosta ja eliminoi y.

Laita saatu x-yhtélo 1l asteen yhtalén normaalimuotoon.

Koska tangentilla on vain yksi yhteinen piste paraabelin kanssa, on yhtalélla oltava vain yksi ratkaisu.
Merkitse Il asteen yhtalon diskriminantti = O ja ratkaise siitd suoraparven parametrin arvo.

Sijoita parametrin arvo suoran yhtaléon.

HUOM.! My6hemmin ehk& helpompia keinoja differentiaalilaskennassa.

3. Mik& on a, kun suora y = x + a sivuaa paraabelia y = x* - 3x + 1?
4. Mik& on suoran y = 2x suuntainen paraabelin y = X2 tangentin yhtalo?

3. Kahden paraabelin leikkauspisteen laskeminen
Ratkaise niiden muodostama yhtélépari. (1. yhtalén y:n lauseke sijoitetaan 2. yhtaldén y:n paikalle)

5. Laske paraabelieny = x° + 2x - 1 jay = 2x° - 3x + 3 leikkauspisteet.
6. Laske paraabelien y = x° - 3 ja 3x° - 2x + y + 1 = 0 leikkauspisteet.

4.4.Ympyra

1. Uraominaisuus.
Ympyraviiva on niiden pisteiden ura, joiden etdisyys keskipisteeseen on séateen suuruinen.

2. Yhtéld, kun tunnetaan keskipiste ja sade
Yhtalo : (X - Xo)? + (Y - Yo)° = *, missa keskipiste on (Xo,Yo) ja sade on r.

4.4.1. Mik& on ympyréan yhtalo, kuna) K=(2,3)jar=4b)K=(-5,0)jar=6¢c) K=(1,-2) jar =3?
2. Mika on sen ympyran yhtalo, jonka keskipiste on origossa, ja jonka halkaisija on 4?
3. Mika on ympyran a) (x - 1)* + (y - 3)* = 4 b) (x + 4)> + y* = 9 keskipiste ja sade?

3. Yhtalén muodostamisia eri tilanteissa
Yritetdén laskea annetuista tiedoista keskipiste ja séade.

4. Mika on sen ympyran yhtalo, jonka keskipiste on (2,3) ja joka kulkee pisteen (5,-1) kautta?
5. Mik& on sen ympyran yhtald, jonka keskipiste on (3,-4) ja joka sivuaa y-akselia?

6. Mik& on sen ympyran yhtald, jonka séde on 3 ja joka sivuaa x-akselia pisteessa (5,0)?

7. Mika on sen ympyran yhtalo, jonka halkaisijan paatepisteet ovat (1,2) ja (-3,4)?

4. Tason pisteen sijainti ympyraan nahden

Piste on ympyran sisapuolella, jos pisteen etaisyys keskipisteeseen on pienempi kuin sade ja ulkopuolella,
jos etaisyys keskipisteeseen on suurempi kuin sade.

Tai kun sijoitetaan piste ympyran keskipistemuotoiseen yhtaléon ja vasen puoli < oikea puoli, on piste
sisdpuolella ja jos vasen puoli > oikea puoli, on piste ulkopuolella.

8. Onko piste (1,2) ympyran (x + 1) + (y + 2)° = 25 kehélla, sisa- vai ulkopuolella?
9. Milla a:n arvoilla piste (1,2) on ympyran (x + 3)° + (y + 1)* = a® sisapuolella?

5. Ympyrén yhtalon yleinen muoto
X2 +y +Ax+By+C=0

10. Esita ympyran (x - 1)° + (y - 2)° = 3 yleisessa muodossa.

6. Yhtalén muuttaminen yleisesta keskipistemuotoon

Siirré vakio oikealle puolelle.

Lisda x-termeihin sellainen vakio, etté niistd muodostuu nelié, samoin y-termeihin.
Lisdd samat vakiot oikealle puolelle yhtaloa.

Kirjoita neliomuotoinen yhtalo.

11. Mika on ympyran x° + y* - 2x + 4y - 4 = 0 keskipiste ja sade?
12. Maarita ympyran X2 + y2 + x + 6y + 3 = 0 keskipiste ja sade.

7. Yleisen yhtalon X + y2 + Ax + By + C = 0 kuvaajat
Jos neliéon taydentadmisen jalkeen

oikea puoli > 0, on kuvaaja ympyra

oikea puoli = 0, on kuvaaja piste

oikea puoli < 0, ei yhtél6lla ole reaalista vastinetta.

13. Mik& on yhtalén a) x° + y* - 4x + 8y + 20 = 0 b) x° + y* - 10x + 12y + 62 = 0 kuvaaja?
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8. Vakion maarittamista, jotta yleisen yhtalon kuvaaja olisi ympyréa
Taydenna neliéon ja merkitse oikea puoli > 0.
Ratkaise saatu epayhtalo.

14. Milla a:n arvoilla yhtalén x° + y* + 2x - 4y + a = 0 kuvaaja on ympyra?
15. Milla a:n arvoilla yhtalon x* + y* + 2ax + 4y + 5a = 0 kuvaaja on ympyra?

9. Yhtald, kun tunnetaan 3 kehé&n pistetta

Tee 3 yhtaloa sijoittamalla pisteet vuorotellen yleiseen yhtaloon x* + y* + Ax + By + C =0
Ratkaise saatu 3 yhtélén ja 3 tuntemattoman yhtaléryhma.

Sijoita saadut arvot yhtéléén A:n , B:n ja C:n paikalle.

16. Mik& on pisteiden (0,0), (0,2) ja (4,0) kautta kulkevan ympyran yhtalg?
17. Mika on pisteiden (-1,3), (1,1) ja (5,5) kautta kulkevan ympyran yhtalo?

10. Ympyran yhtalon jakaminen kahdeksi funktioksi
Ratkaise y toisen asteen yhtalosta x:n lausekkeena (Huom.! Syntyy lauseke, jossa + merkki)
Piirrd + ja - merkkia kayttaen saatujen funktioiden kuvaajat samaan koordinaatistoon.

18. Minké funktioiden kuvaat muodostavat ympyréan x° + y* = 4?
19. Piirra graafisella laskimella ympyra (x - 1)° + (y - 2)* = 3°.

4.5. Ympyran leikkauspisteita ja tangentteja

1. Suoran ja ympyran leikkauspisteen laskeminen
Ratkaistaan suoran ja ympyran yhtaléiden muodostama yhtéldpari.

4.5.1. Laske suoran x - y = 4 ja ympyran x* + y* = 16 leikkauspisteet.
2. Laske suoran y = 2x + 2 ja ympyran x° + y* - 4x - 2y = 0 yhteinen piste.

2. Kahden ympyran yhteisen sekantin yhtalén muodostaminen.

Tarkista ensin, onko keskipisteiden etaisyys pienempi kuin sateiden summa.

Eliminoidaan yhtaldiden muodostamasta yhtéldparista Il asteen termit.

Saatu | asteen yhtalo on leikkauspisteiden kautta kulkevan suoran yhtalo eli yhteisen sekantin.

3. Milla suoralla ovat ympyrdiden x“ + y* =5 ja x” + y* + 2x - y - 2 = 0 yhteiset pisteet?
4. Mika on ympyréiden x> + y* - x + 2y - 3=0ja X° + y* + 3x - 4 = 0 yhteisen sekantin yhtal6?

3. Kahden ympyran leikkauspisteen laskeminen

Ratkaistaan ympyroiden yhtéldiden muodostama yhtélopari.

Eliminoidaan yhteenlaskukeinolla ensin Il asteen termit.

Tehdaan tasta | asteen yhtaldsta ja helpommasta ympyran yhtélosta yhtaldpari, joka ratkaistaan.

5. Laske ympyroiden x° + y* =5 ja x° + y* - 2x - 6y + 5 = 0 leikkauspisteet.
6. Mika on ympyroiden x* + y* = 10 ja X + y? - 12x - 4y + 30 = 0 leikkauspiste.

4. Tangentin yhtalon muodostaminen, kun tunnetaan tangentin ja ympyran sivuamispiste
Laske ympyran keskipiste.

Laske sateen kulmakerroin.

Muodosta tangentin kulmakerroin (T L rts. ky = - 1/k))

Tee tangenttisuoran yhtélé saadusta kulmakertoimesta ja annetusta pisteesta.

7. Mika on ympyran (x - 1)° + (y - 2)° = 10 pisteeseen (4,3) piirretyn tangentin yhtalo?
8. Mik& on ympyran x° + y* - 4x + 6y - 4 = 0 pisteeseen (1,1) piirretyn tangentin yhtals?

5. Tangentin yhtalon muodostaminen, kun tunnetaan tangentin suunta

Muodosta annetun suuntaisten suorien parvi.

Ratkaise suoraparven parametrin arvo yhtalosta : Keskipisteen etéisyys suoralle = sade.
Sijoita saatu parametrin arvo suoraparven yhtaléon.

9. Mika on ympyran x° + y° = 5 sen tangentin yhtald, joka on suoran y = 2x suuntainen?
10. Maarita ympyran X2 + y2 - 2x + 4y = 5 suoran 3x + y = 0 suuntaiset tangentit.

6. Tangentin yhtalon laskeminen, kun tunnetaan ympyrén ulkopuolinen tangentin piste

Muodosta ko. pisteen kautta kulkevien suorien parvi.

Ratkaise suoraparven parametrin arvo yhtalosta : ” Keskipisteen etéisyys suoralle = séde.”

Sijoita saatu parametrin arvo suoraparven yhtaléon.

Huom. Jos saat vain yhden suoran, tarkista onko pisteen kautta kulkeva pystysuora suora tangentti.
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11. Laske pisteen (0,-5) kautta kulkevien ympyréan X2 + y2 = 5 tangenttien yhtalot.
12. Mitka ovat pisteen (-1,-1) kautta kulkevien ympyran x* + y* - 4x - 6y + 8 = 0 tangenttien yhtalot?

4.6. Pallo

1. Pallon yhtald
(X - Xo)* + (¥ - Yo)* + (Z - zo)* = I*, missa keskipiste on (Xo,Yo,Zo) ja Sade on .

4.6.1. Pallon keskipiste on (1,2,3) ja séde 4. Mikéa on pallon yhtalo?
2. Mika on pallon keskipiste ja sade, kun yhtalo on (x - 4) + (y + 5)* + 2> = 36?

2. Yhtalén muuttaminen yleiseen muotoon
Suorita nelioon korotukset ja ryhmittele termit uudelleen jarjestykseen x* +y* + 22+ Ax + By + Cz+D =0

3. Mika on pallon (x + 2)* + (y - 3)° + (z - 6)° = 49 yht&lo yleisessa muodossa?

3. Yhtaldon muuttaminen yleisestda muodosta keskipistemuotoon
Siirra vakio oikealle ja tdydenna x- , y- ja z-termit nelién lisdamalla sopiva termi molemmille puolille.

4. Mika on pallon x° + y* + z° - 2x + 4y - 8z - 4 = 0 keskipiste ja sade?

4.7. Ellipsi

1. Ominaisuus
Ellipsiviiva on niiden pisteiden ura, joista ellipsin polttopisteisiin laskettujen etaisyyksien summa on vakio.

2. Piirtdminen uraominaisuuden perusteella
Laita nastat halutun summan mittaisen langan molempiin péihin. Kiinnit& nastat polttopisteisiin.
Piirra ellipsiviiva siirtden kynaa lankaa pitkin siten, etta lanka on jatkuvasti kirealla.

3é Htgpumuotoinen yhtalo
X

Z* b =1

4. Ellipsin osat yhtalosta

a, b ovat puoliakselit.

x-akselin leikkauspisteet (+a,0) ja y-akseli leikkauspisteet (0,+b) ovat huiput.
2a = isoakseli (jos a > b)

2b = pikkuakseli (jos a > b)

2
4.7.1. Mitka ovat ellipsin % + )f = 1 puoliakselit, huiput, iso- ja pikkuakseli?
2. Mitka ovat ellipsin 16x> + 25y” = 400 puoliakselit, huiput, iso- ja pikkuakseli?

5. Ellipsin yhtélén muodostaminen, kun tunnetaan osia
Annetuista tiedoista yritetaan saada kaksi yhtéloa a:n ja b:n arvon laskemiseksi

3. Ellipsin akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset, yksi huippupiste on (4,0) ja pikkuakselin pituus 6. Mika
on ellipsin yhtalo?

4. Ellipsin akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset, isoakselin pituus 10 ja pikkuakselin pituus 8. Mika on
ellipsin yhtal6?

6. Ellipsin piirtAminen, kun tunnetaan ellipsin huippumuotoinen yhtalod

VAPAALLA KADELLA: Selvita a ja b. Laita huiput paikoilleen ja siirra vapaalla kadella siisti ellipsi.
LASKIMELLA: Ratkaise y toisen asteen yhtalostd (Huom.! Syntyy lauseke, jossa + merkki)

Piirrd + merkkia kayttden saadun funktion ja - merkkia kayttden saadun funktion kuvaajat samaan
koordinaatistoon.

X2

5. Piirra yhtalon a) 7 + }g =1 b) x* + 4y* = 4 kuvaaja.

4.8. Hyperbeli

1. Ominaisuus
Hyperbeliviiva on niiden pisteiden ura, joista polttopisteisiin laskettujen etéisyyksien erotus on vakio.
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2é Huippumuotoinen yhtal®
X

227 1 on oikealle - vasemmalle aukeavan hyperbelin huippumuotoinen yhtal®

w

. Liitgohyperbeli

- gz =1 on edellisen liittohyperbeli , ylés - alas aukeavan hyperbelin huippumuotoinen yhtald.

2
.8.1. Mik& on hyperbelin a) XZ - g =1 b) X* - 4y* + 16 = 0 liittohyperbeli

N oy

X )é
4. Hyperbelin osat yhtalosta Z 2" 1

a ja b ovat puoliakselit.

Pisteet (+xa,0) ovat x-akselin leikkauspisteet eli huiput.

Suorat y = £ b/a - x ovat hyperbelin asymptootit.

2a = poikittaisakseli = huppujen etaisyys. 2b = liittoakseli.

Xy _

2. Mitka ovat hyperbelin 2516 1 puoliakselit, poikittais- ja liittoakseli, huiput ja asymptootit?

5. Hyperbelin yhtalon muodostamista, kun tunnetaan osia
Tee 2 yhtald annetuista tiedoista ratkaistaksesi a ja b.

3. Mik& on hyperbelin yhtélo, kun yksi huippupiste on (4,0) ja liittoakselin pituus on 6 seka sen akselit ovat
koordinaattiakselien suuntaiset?

4. Mik& on hyperbelin yhtald, kun sen asymptootti on y = 2x ja poikittaisakselin pituus on 10 sek& sen akselit
ovat koordinaattiakselien suuntaiset?

6. Hyperbelin piirtdminen, kun tunnetaan huippumuotoinen yhtalo

Laita huiput koordinaatistoon.

Piirra asymptootit katkoviivoilla.

Lahde piirtAmaéan huipusta kohtisuoraan akselia vasten ja kaartaen kohti asymptoottia.

Z2

5. Piirra hyperbeli a) Xg -4 =1b) X2 -4y? +4=0.

7. Hyperbelin xy = a piirtdminen

Tee lukuparitaulukko.

Anna x:lle arvoja ja laske vastaavat y:t.

Merkitse pisteet koordinaatistoon ja piirra niiden kautta hyperbelin kuvaaja.

6. Piirré hyperbeli a) xy =4 b) xy + 6 = 0.

8. Hyperbelin xy = a osat
Asymptootit ovat koordinaattiakselit.
Huiput saa ratkaisemalla hyperbelin ja suoran y = x leikkauspisteet.

7. Mitka ovat hyperbelin xy = 4 huiput ja poikittaisakselin pituus?

9. K&antéen verrannollisuus
Jos suure A on kdantaen verrannollinen suureeseen B, patee yhtald A =k - 1/B < AB = k (kuvaaja hyperbeli)

8. Suure A on suoraan verrannollinen suureeseen x ja kdéntaen verrannollinen suureen y neliéon. Mik& on
suureiden vélinen yhtéald? Miten kdy suureen A arvon, kun x kolminkertaistuu ja y pienenee puoleen?

Vastaukset E-tehtaviin:

11.1.a)2b)+2c)2 9.a=6taia=-2 16. (-2,17)

2.a)5b) 4 10. 2 17. (2%,1%), (-%,2), (1,1%)
3.a)3b)|a] 11.y=2taiy=-8 18.(2,-1), 5

4.+£3 12. a) 5b)\74 19.4/73

5.a) (4,0) b) (0,-5) 13. x): 8 t)a\llx_: -4 20. \1/0_

6. a) (a,0) b) (0,3) 14.a)2,4b) 1,2 tai 2

7.5 15. a) (5,4) b) (1,-4) c) (2%,- 1.2.1.a)4b)5¢)3

8.3 15) 2.4tai-1
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3. a) (2,-3,0) b) (2,0,-4)
¢) (0,-3,-4)

4.2

5. a) (2,0,0) b) (0,-3,0)
¢) (0,0,-4)

6.4
7.3

8. (7,0,0), (-5,0,0)
10.9, 3

11. (5,-3,5)

12. (4,1,2)

13.1/34,1/10, /34

1.3.1. On

Ei

4

+2

. Suora

. X-akselin suuntainen taso,
joka leikkaa yz-tason pitkin
suoraaz=3y-6

8. z-akselin suuntainen suora,
joka kulkee pisteen (1,2)
kautta

No AN

2.1.1. a) nouseva b) laskeva
¢) pystysuora d) vaakasuora
e) ei ole
2.a)1b)-1A[3¢c)0d)eiole
3.a) 63,4°b) -71,6° c) 26,6°
d) 0°

4. a) 76,0° b) 33,7°

2.2.1.a)-2b)-4¢c)0d)eiole
2.a=5

231.a)y=3x-1
b)y=-3x-2c)y=6x+29
2.a)3x-4y+6=0

b) 12x + 16y-5=0
3.a)4x-3y-17=0b)x=2
4.4x-3y-10=0
5.y=+/3x+2-3\3

9. a) -2/3 b) 1% ¢) 5/6 d) ei ole
fo

11. Eivat

12.a=8

13.a) % b)-2c)-2/3

14. a) nouseva b) laskeva
c) vaakasuora
15.a)a>1b)a<-2

16. a) (0,-4) b) (0,4/3)
17.b=3
20.y=-3x+5,1<x<3
21.y=3,94x + 39,4

22.a) 57 cm b) 2,7 kg

24.1.a)y=3x+c
b)y=-5x+cc)y=c
2.a)2x+3y+c=0
b)3x-5y+c=0c)x=c
3.a)4x+y+c=0
b)3x-5y+c=0c)x=c

4. a)y=kx+3-2ktaix=2
b)y=kx+3taix=0
c)y=kx-4ktaix=4
5.2x+3y+10=0
6.3x-4y+12=0

2.5.1. a) nouseva b) laskeva
¢) nouseva d) vaakasuora

€) pystysuora
2.a)i+2jb)i-3jc)i+%d)i
3.a)i-5b)i-1Y%j

4. a) 2% b) -4/3 c) 0 d) ei ole
5.a)2i+3jb)3i-5c)id)j
6.a) 6i + 5] b) 8i-7jc)3id)]

6.y=-3x+21
7a)-1/3b)Yac)-2d)eiole
8L;1Ls

9.a=2/3

10. Eivét

11.a=4

12.y=-Yox + 2%
13.x-3y-8=0

14. a) 8,1° b) 32,5°

15. 45°

16. 73,5°
17.a=-3taia=1/3

18. a) (2,7) b) (3,1)

19. (-2,3), (-2/3,3), (-6,11)
20.(-1,2)

21. (-%4, 1%), (13,29), (3,4)
22.a)0b)1c)mw
23.a=2,b=-3
24.a)1b)0c) o
25.a=-5/3
26.a=4%,b=-4/3
27.155

28.10

29. (-3,-2)

30. (3,4)

31. (2x+3y+4) + t(2x-y+3) = 0
32.21x+2y=25

27.1.2

2.8

3.2

4. (0,13 5/8) tai (0,-11 3/8)
5.8R/5
6.3x+4y-35=0,3x+4y +
25=0
7.x+3y+1=0,3x-y=7
8.x-3y=8
9.3x-4y=0tai5x =6

2.82.2x+3y-4<0
4. y>2x+3jay<-x+4

2.9.1. 50 | porkkanaa ja 10 |
perunaa, 70 mk

2. 80 vasikkaa ja 40 possua,
voitto 6400€

3. A0OkgjaB30kg

3.1.1. OP=(i+2j+3k)+t(2i+j-k)
2. OP=(i+2j+3k) + t(4i - 6))
X=5+2t
3. {y =4+ 3t
z=-3-4t
4. (2,-3,4), (3,-4,6) , (4,-5,8)
5.(2,4,0), (5,-1,6), (-1,9,-6)
6. On
7. Ei
8.a)y=1jaz=0b)x=2jaz
=0c)x=2jay=1
X=2+4t Xx=1+2t
9.a){y:3-5tb){ y =3t
z =6t z=-1
10. a) OP = (2i + 4j) + t(3i - 5j
+6k) b) OP = (-i + 3j + 4k) +

t(2i - 5k)

11. (8,-6,0)

12. Kylla, (4%,0,0)
3.2.1.51,8°
2.a=2

3. Ei

4, a=-2
6.a=3taia=-2
7. Kylla, (-16,-8,-1)

331.a)z=0b)y=1c)x=2
2.4x+5y+62-32=0
3.(8,0,0), (0,6,0), (0,0,-4)
4.2x+3y+4z-56=0
5.a) 3i - 4j + 5k

b) t(3i - 4j +5k) ,t=0
6.a=1

7.(5,-1,6)

8. (-103,129,143)

9.87,2°

10.1,0°

z=t

z=0
2Xx+4z=5

m{ y=0

{ x=0
©) -3y+4z=5
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X=-2+t
351.a){y=3-2t
z=t

X=2+3t
m{ y=1
z=t
2. Ei ratkaisua. Tasot ||
3. Kaikki ko. tason pisteet.
Molemmat yhtal6t ovat saman

tason yhtaloita

4.(3,4,5)
5. Ei
x=1 x=5
6.a){y:-2b){y:6
z=3 z=-4
Xx=5
C){y=10
z=15
X =-Y% x=3,0
7.a){y:3 b){y:1,8
z=-% z=-0,22

X =9,23 X =3,14

c) {y =9,17 d) {y =-1,57
z=-3,68 z=5,29

8. a) x =4,y =23Dh) ei ratkaisua

411 . a)y=2x-3b)y=3x-7
C)2x+3y+5=0
2.a)y:y2+5b)y:2x2-3x+
5¢)y=-4x"+5
3.ay=3x-12h)y=4x-21
c)c)b6x + 7y =32
4.a)y=(x+5)%b)y=3x*+
34x + 95 ¢) y = -(X + 5)°
5.y:2x2—1lx+13

6.y =-x"+6x-11
7.3x+2y-4=0
8.Xx=y’-4y+5

4.2.2.a)2y-3=(x-0)2b)¥+1
=(x+1) c)y-lzgx+2)
3.ay-1=-(x-1)

b)y+7 =2(x + 1)

4. a) (2,1) b) (1%,- 6Y4)

c) (¥,2 7/8)

6.a) (-9,2) b) (¥2,1%)
7.y=2%-4x+4

8.y =1x’ - X + 2%

9.y= X2+ 2x-1

10.y =¥ax* + 1

11. y = %X’ + 2%

12.5 = 0,0084 - 0,092V + 4,8V
s=21m

43.1.(1,-4), (2,-3)
2.(1,-1), (1/9, - 11/27)
3.a=-3

4, y=2x-1

5.(1, 2)ja (4, 23)

6. (1, -2) ja (-Y%, -2%4)

4.4.1.a) gx—22+(y-3)2:16
b) (x + 5)° +y* = 36

) (x-1)7+(y+2°=9
2.x2+y2:4
3.aK=(1,3),r=2

b) K = (-4,0), r =3

4. (x-2)°+(y-3)°=25
5.(x-3)°+y+4)P2=9
6.(x-5)°+(y+3)°=9
7.(x+1)°+(y-3)°=5

8. Sisapuolella
9.-5<ax<5hb

10. X* +y?-2x-4y+2=0
11.K=(1,-2),r=3

12. K = (-¥%,-3)r=3

13. a) Piste (2,-4) b) Ei
kuvaajaa

14.a<5
15.a>4taia<1
16.X° +y* - 4x -2y =0
17.X° +y*-4x -8y +10=0

18. f(x) = \4 - X2
g(x) = -\4-x°

19.f(x) =2 +4/9 - (x - 1)2,

9(x)=2-V9-(x-1)

4.5.1. (4,0), (0,-4)

2.(0,2)

3.2x-y+3=0
4,.4x-2y-1=0
5.(2,1),(-1,2)

6.(3,1)

7.y=-3x+15
8.x-4y+3=0

9.y=2x%5
10.3x+y+9=0,3x+y=11
11.y=+2x-5

12.y=%Xx -Y,y=5%x+ 4%

46.1. (x-1)°+(y-2)°+(z-
3)°=16

2.K=(450),r=6

3. X% +y* +7° + 4x - 6y - 122=0
4.K(1,-24),r=5

b) x*- 4y’ = 16

2o 4oy =-25
7.(x2, £2) PA= 42
8.A=k-)—)/(z,12—kertaistuu

Koetehtavia aiemmilta vuosilta

90.1.1. Mik& on pisteiden (5,1) ja (2,3) kautta kulkevan suoran a) kulmakerroin b) yhtal6 c) Missa pisteessa

kyseinen suora leikkaa x-akselin? [a) - % b) 2x + 3y - 13 =0 c) (6%2,0) ]

90.1.2. Miten kaukana ovat yhdensuuntaiset suorat 3x - 4y + 10 = 0 ja 3x - 4y + 20 = 0 toisistaan? [ 2]

2x+z=9 x=1
90.1.3. Ratkaise yhtaloryhma {x + 4y -2z =-11  [{y=¥%2]
3x+8y-z=0 z=7

90.1.4. Tietokonekauppa tarjoaa monitoimiohjelmaa, levyasemaa ja hiirtd yhteishinnalla 4000 mk.
Levyaseman ja hiiren pakettihinta on 2790 mk. Sek& monitoimiohjelman ja hiiren hinnalla 2430 mk. Milla
hinnalla saisi yksistaan hiiren, jos tiedetaan, ettd ostamalla kaksi tuotetta saadaan kummastakin 10%
alennuksen ja ostamalla kolme tuotetta saadaan kaikista 20% alennusta? [ 800 mk ]
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90.1.5. M&arita a ja b, kun suora x + ax + by + 3 = 0 on kohtisuorassa suoraa 2x + 3y + 4 = 0 vastaan ja
yhdensuuntainen suoran 6x - by + 3=0kanssa.[a=-7 ,b=4]

90.1.6. Mikd on a, kun suorien x + 2y +3=0jaax -y + 1 =0 valinen kuimaon45°?[a=3taia=-1/3]

90.1.7. Mista suoran y = x + 1 pisteesta on suoralle x + 2y + 2 = 0 kaksi kertaa niin pitkd matka kuin suoralle
4x-2y+5=07?[(-1,0)ja(-1,4;-0,4)]

90.2.1. Piirra ellipsi x* + 2y? = 16. Madrita sen huiput ja akselien pituudet. [ H = (+4,0) , (O,iZ\/E ; isoaks. = 8
pikkuaks. = 4~/2]

90.2.2. Nelidn karki on pisteessé (2,2) ja sen kaksi sivua on koordinaattiakseleilla. Maaritd sen ympyran
yhtald, joka on piirretty tdman nelion ympari. [ (x - 1)2 +(y- l)2 =2]

90.2.3. Milla a:n arvoilla yhtalon ax® + 2y* = 4 kuvaaja on a) ympyra b) ellipsi c) hyperbeli? [a) a =2 b) a >0
c)a<0]

90.2.4. Ympyrélle X2 + yz - 6x + 2y + 5 = 0 piirretddn tangentti pisteeseen (4,1). Missa pisteessa kyseinen
tangentti leikkaa y-akselin? [ (0,3) ]

90.2.5. Eras hyperbeli kulkee pisteen (4,2) kautta ja suora 2x - 3y = 0 on sen toinen asymptootti seka hyper-
belin akselit ovat koordinaattiakseleilla. Mik& on taman hyperbelin liittohyperbelin yhtalg? [4x2 - 9y2 =28]

90.2.6. Maarita a niin, ettd suora y = 3x + a on ympyran x> + y* - 10x + 12y + 51 = 0 tangentti. [- 11 tai - 31]

90.2.7. Olkoon piste P(x,y). Mita tarkoittaa geometrisesti lauseke x* + y*? Mika on lausekkeen x* + y? pienin
arvo, kun piste P on kayralla x> + y* - 4x - 8y + 15 = 0? [ P:n ja O:n etaisyyden neli6 , \/5 ]

90.3.1. Mitk& ovat suoran 2x - 3y + 4 = 0 a) kulmakerroin b) suuntakulma c) koordinaattiakselien
leikkauspisteet? [a) % b) 33,7°¢c) (-2,0) ja (O,%) ]

90.3.2. Mika on pisteen (4,1) etdisyys a) pisteesta (1,-3) b) suorastay =2x +3 ? [a) 5 b) 2\/3]
2x-y+z=-1 X=-2

90.3.3. Ratkaise yhtaloryhma y-x+2y-z=1 [y y=2 ]
3X-y+2z=2 z=5

90.3.4. Reppufirman tydntekijoilla A, B ja C on erilainen ty6teho. Erdéana paivana he olivat 1. tytpaikalla A 3

tuntia, B 2 tuntia ja C 4 tuntia. Vastaavat tuntiméérat toisessa tydpaikassa olivat 2 h , 5 h ja 3 h seka

kolmannessa 5 h, 1 h ja 1 h. Mik& oli kunkin tydntekovauhti, kun joka paikassa saatiin tehtya 600 esinetta?

[A 100 es/h,B50es/hjaC50es/h]

90.3.5. Suora kulkee pisteiden (3,0) ja (0,-1) kautta. Mik& suoran piste on lahinna pistetta (4,3)? [(4,8 ; 0,6)]

90.3.6. Laske suorien 2x + 3y + 1 =0 ja x - 2y + 7 = 0 vélinen kulma. [ 60,3° ]

90.3.7. Kolmion kaksi karkea ovat pisteissa (4,-1) ja (5,3) seké kolmion ala on 6. Maarita kolmas karki, kun

seonsuorallax-2y+4=0.][(2,3) tai (8§, 6%) ]

90.4.1. Mika on ympyran (x + 1)° + (y - 2)° = 5 pisteeseen (-2,4) piirretyn tangentin yhtalo? [ x - 2y + 10 =0]

90.4.2. Mik& on sellaisen paraabelin yhtéld, jonka akseli on koordinaattiakselien suuntainen ja joka saadaan
paraabelista'y = 2x° siirtamalla sita niin, etta huipuksi tulee (3,2)? [y-2 =+ 2(x - 3)2 taix-3=%2(y- 2)2 ]

90.4.3. Mika on ellipsin X2 + 2y2 = 8 sisdan ja ympari piirrettyjen ympyrdiden pinta-alojen suhde? [ 1:2 ]

. a3 -2y=4 [x=2 . [x=-2/13
90.4.4. Ratkaise yhtélopari {Xz + ygz 5 - [{y -1 tai {y —.29/13 ]

90.4.5. Hyperbelin keskipisteena on origo, akseleina koordinaattiakselit ja yhtend asymptoottina suora y = %2x
seka piste (2,3) on hyperbelilla. Mika on hyperbelin yhtal6? [4y2 -x? =32 ]
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90.4.6. Milla a:n arvoilla yhtalo x* + y* - 2ax + 4y + 5a = 0 on ympyran yhtalo? [a< 1taia>4]

90.4.7. Piirra kuvaajat yhtaldille x> + y* - 2nx + n® - 1 = 0, missa n on jokin kokonaisluku. Mika on yhden

yhtélén kuvaajan sellaisen osan pinta-ala, joka ei kuulu mink&an toisen yhtalon kuvaajan sisdan? [\/:_3 - %]

91.1.1. Mika on sen suoran kulmakerroin a) joka kulkee pisteiden (1,3) ja (-2,5) kautta b) jonka eréas
suuntavektori on s = 5i - 3j c) jonka suuntakulma on 60° ? [a) - 2/3 b) - 3/5 ¢) \/5 ]

91.1.2. Mika on sen suoran yhtéld, joka on suoran 2x - 3y + 9 = 0 suuntainen ja joka kulkee pisteen (4,3)
kautta? Missé pisteessa suora leikkaa x-akselin? [ (-%2,0) ]

2x+y=4 Xx=3

91.1.3. Ratkaise yhtaloryhmay 2y+z=4 .[{y=-2]
X+y+z=9 z=8

91.1.4. Laske suorien x + 3y = 15 ja 4x - 3y = 0 valisen kulman suuruus. [ 71,6° ]

91.1.5. Maaritd luku t siten, ettd janan A(1,5) B(5,t) keskinormaali kulkee origon kautta. [ £ 1]

91.1.6. Maarita x-akselilta piste P, jonka etdisyys suorasta 3x + 4y = 12 on yhtasuuri kuin etaisyys origosta.
[ (-6,0) tai (1%2,0) ]

91.2.1. Mitka ovat seuraavien yhtaldiden kuvaajat ja mahdollinen aukeamissuunta? a) x> +y*=4b) x +y* =

4c) x+y=4d)(x-2)°+(y-3)°=0e)3x* +4y* = 12 f) 3x* - 4y’ = - 12 [a) ympyra b) vas. auk. paraabeli c)
suora d) piste e) ellipsi f) ylos-alas auk. hyperbeli ]

91.2.2. Piirra paraabeli x = y2 - 4y + 3 . Mik& on paraabelin huippu ja akseli? [H=(-1,2) ,y=2]

91.2.3. Laske ympyrdiden x* + y* - 6x + 2y = 0 ja x* + y* - 18x + 6y = 0 keskipisteet ja sateet. Miké on
keskipisteiden vélisen janan pituus? Vertaa tata etaisyytta sateisiin. Mita saatu tulos tarkoittaa geometrisesti?

[ 24/10 , ympyrét sivuavat toisiaan sisapuolisesti ]

91.2.4. Ellipsille 4x* + 9y? = 36 piirretaan x-akselin suuntainen tangentti, joka leikkaa hyperbelin 9x” - 4y* = 36
4413 1

pisteissa A ja B. Laske janan AB pituus. [ 3

91.2.5. Laske ympyrén (X - 5)2 +(y - 4)2 = 25 origon kautta kulkevat tangentit. [ 9x + 40y =0taix = 0]

91.2.6. Missa pisteissa ympyrat (x - 1)° + (y - 2)> = 5ja (x + 1)* + (y - 3)* = 10 leikkaavat? [(0,0) ja (2,4)]

91.4.1 Mitka ovat seuraavien yhtlsiden kuvaajat? a) X +y =1b)x*+y=1¢c)xy=1d) (x-1)°+(y+2)°
4¢e) XZ + )g =1f) ax? - 16y2 =16. [a) ympyra b) alasp. auk. paraabeli c) hyperbeli, jonka asymptootteina
koordinaattiakselit d) ympyra e) ellipsi f) oik. vas. auk. hyperbeli ]

91.4.2. Mika on ympyran (x - 2)° + (y + 3)* = 20 sen tangentin yhtald, joka on suoran y = 2x suuntainen?
[y=2x+3taiy=2x-17]

91.4.3. Laske ympyrdiden X2 + y2 +4x+2y=0ja X2 + y2 - 8x - 4y = 0 keskipisteet ja niiden valinen etaisyys.
Osoita, ettd tdma etdisyys on yhta suuri kuin ympyréiden sateiden summa. Mitéa tama tulos tarkoittaa
geometrisesti? [ (-2,-1) ja (4,2) ,d = 3\/3 , ympyrat sivuavat toisiaan ulkopuolisesti |

91.4.4. Maarita kayrien x* + 4y? = 16 ja 9x* - 4y* = 36 leikkauspisteet. [ (/5,2 , £1/2,7 ) , missa kaikki
mahdolliset + ja - merkkien yhdistelmat ]

91.4.5. Paraabelin akseli on y-akselin suuntainen ja paraabeli kulkee pisteiden (-3,6) , (-1,-1) ja (3,9) kautta.
Mik& on paraabelin yhtalo? [y = X2+ Yox - 1% ]

91.4.6. Milla kayralla sijaitsevat ne pisteet, joiden pisteesta (1,0) ja suorasta x = 4 laskettujen etaisyyksien
suhde on tassa jarjestyksessa 1:2? [ 3x° + 4y* = 12 ]



24 Pitkd matematiikka. Kurssi 5. Analyyttinen geometria.

93.1.1. Mika on sen suoran kulmakerroin, jonka a) yhtald on 2x + 3y = 0 b) suuntakulma on - 45°
¢) suuntavektori on 2i + 3j ?

93.1.2. Laske suoran yhtald, kun se kulkee pisteiden (12,17) ja (36,83) kautta. Onko piste (20,40) suoralla?
2x+y+z=7

93.1.3. Ratkaise yhtaloryhma {3x + 2y +z =6
x-3y-z=10

93.1.4. Laske janan A(2,5)B(6,-9) keskipisteen etaisyys suorasta 5x - 12y + 8 = 0.

93.1.5. Maarita vakion a arvo, kun pisteiden (1,5) ja (a,a’) kautta kulkeva suora on kohtisuorassa suoraa x +
2y + 3 = 0 vastaan.

93.1.6. Laske suorien y = 3x + 4 ja 3y = x + 2 valinen kulma seka suorien vélisen kulmanpuolittajan yhtalo.

93.1.7. Mik& suoran y = 2x - 1 pisteista on suorasta 4y = 3x - 9 etéisyydella 3?

2 S
1.a)2x+3y:0;3y:-2x;y:-%x;k:-— b)k=tana=tan (-45°) =-1 c)k:gng:ll/z
X

83-17 66 22 11
2.k=35 15248 =4 i YHT:y- 17:—(x 12) ; 4y-68=11x-132 ;11x -4y -64=0

11-20-4-40-64=220-160-64=-4+0 V: Eiole suoralla

3x+2y+z=6| |1;

2x+y+z=7] 1]
3.{ {3’( 2y=17T1CY . 5y —15.x=3.12-y=16:y=-4:6-4+2=7:2=5

x-3y-z=10]1]1 - "y=16l2
2+ 6 5-9 |[20+24+8]| _52
4. KP: x = s y=—>5 =-2;d= =5=4
2 2 \[25+144 13
5.kAB—a f,Zy:-x-3 cy=-Yx-1% ki =-% = ky=2
a’-5
2.1 -2:8-5=2a-2;a’-2a-3=0;a=3tia=-1
1 2
3-3| 2%
12 1 13-3 3 4
6.a)k1:3;y:§x+§;k2:§;tana:—lzy—g;a 53,1°
|1+3- 3]

b) Olkoon P(x,y) mielivaltainen kulmanpuolittajan piste. Siité on oltava yhté pitkd matka kummallekin
. [ 3x - y+4| [Xx-3y+2]| .

kyljelle. 3X-y+4|=|x-3y+2

yii Jo+1 T+g o |X-y*al=|x-3y+2]

3X-y+4=x-3y+2 tai 3X-y+4=-x+3y-2 ;2x+2y+2=0 taidx-4y+6=0

(y=-x-1)tai y=x+ 1% edellinen ei kdy, koska suorien valinen kulma on nousevassa suunnassa

7. Olkoon kysytyn pisteen x-koordinaatti = x , jolloin y = 2x - 1 eli ko. piste on (x,2x - 1)
d=gz . X419 5. 13 g44a-9|=15:|-5x-5|=15
\J9 + 16
-5x-5=15tai-5x-5=-15 ; x=-4 taix=2 , jolloiny=-9 taiy=3
V: Pisteet ovat (- 4,- 9) tai (2,3)

93.2.1. Piirra kéyrat a) (x + 2)° + (y-3)°=9 b) 4 §=1 c) x = 2y° - 4y

2
. aa s IXT-y =1
93.2.2. Ratkaise yhtéltpari { X +);/2: 1

93.2.3. Maarita ympyralle X2 + y2 - 2x - 6y + 5 = 0 pisteeseen (-1,2) piirretyn tangentin yhtald.

2
93.2.4. Ellipsin eksentrisyys e (joka on soikeuden mitta) saadaan kaavasta e = 1- (g) ja ellipsin pinta-

ala kaavasta A = ab, missé a on ellipsin iso- ja b on pikkuakselin puolikas. Laske ellipsin 16x° + 25y2 =400
a) eksentisyys b) pinta-ala.
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93.2.5. Origokeskeisen hyperbelin asymptoottina on suora y = 2x. Piste (1,3) on hyperbelilla. Laske
hyperbelin yhtélo, kun sen akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset.

93.2.6. Nelitn kaksi karkeé ovat x-akselilla ja kaksi paraabelilla'y = x? + 1. Laske nelion sivu.

93.2.7. Milla vakion k arvoilla yhtalon x* + y* + kx - 6y + 5k = 0 kuvaaja on ympyra, joka ei kohtaa x-akselia?

1. a) Ympyra, jonka keskipiste on (-2,3) ja sdde on 3  b) Ellipsi, jonka huiput ovat (£2,0) ja (0,+3)
c) Oikealle aukeava paraabeli, jonka huippu on (-2,1)

2)y:1-xsijoitetaanyhtalbdnxz-yZ:1,jolloinxz-(l-x)zzl
X2 -1 +2X- x-l 2x=2;x=1,y=1-1= OVx—ljay 0

3. Ympyréa : x -2x+1+y‘ By+9=1+9-5; (x-1)°+(y-3)°=5;K=(123)

P=(12); kKP_f+i %:kT—-Z Tangentti:y-2=-2(x+1) ; y-2=-2x-2 ; y=-2X
4.YhtaI616x2+25y2:400||:400,25 {%— 1;a=5jab=4

‘\, '\’ l \/7:— : A=rmab=n'54=20x

2
5. Piste (1,3) on suoran y = 2x pisteen (1,2) ylapuolella = hyperbeli %é - gz =1

As:y = 2x gzz;b:Zajasiisb2:4a2

Sii. (1,3)jab:2ayhta|oonﬁz-§z:1||-4a2 L 9-4=4a" ;aZ:%jab :4-%:5
ﬁ X ) 2

Yhtaloons-ﬁ:lll-S y Yy -4x°=5

6. Olkoon P se nelion karki, joka on | neljanneksessa = x-koord = x jay = 2x
Sijoitetaan (x,2x) paraabelin yhtalosn 2x = X2+1 ;x2-2x+1=0 ; (- 1)?=0 ;x=1 ; Sivuon 2x =2

7 X2+ kx+ Yk®+y -6y +9 =Yk’ -5k +9 ; (x +¥k)" + (y- 3)" = ¥k’ -5k + 9
= (- Y2k, 3) Joka on 3 ruudun korkeudella x-akselista ; r = \/1/4k2 5k +9

Ympyra jos Yk®-5k+9>0 ; NK: k=2 ja k=18 ; paraabelista k <2 tai k > 18

Tarpeeksi pieni , jos \[vak? - 5k + 9 < 3 || () ; %k?-5k +9<9 ; k- 20k <0

NK: k =0 tai k = 20 ; paraabelista 0 < k < 20

Yhdistamalla epayhtaloiden ratkaisut saadaan 0 <k <2 tai 18 <k < 20

94.1. Laske pisteiden (2,1) ja (9,-1) kautta kulkevan suoran yhtélé. Kulkeeko suora pisteen (-2,2) kautta?

94.2. Mitka ovat hyperbelin 4x? - 25 y* = 100 huiput ja asymptootit? Piirra hyperbelin kuvaaja.

X+y-2z=4
94.3. Ratkaise yhtaloryhma {2x - y+2z=8 .
-X+2y+z=8

94.4. Ympyrén X + y2 + 2x - 6y - 15 = 0 pisteeseen (3,6) piirretty tangentti rajoittaa koordinaattiakselien
kanssa kolmion. Laske a) ympyran keskipiste ja séade b) tangentin yhtélo c) kolmion pinta-ala.

94.5. Laske suoran 2x +y = 2 ja ellipsin 2x° + y* = 2 leikkauspisteet.

94.6. Paraabeli y=ax’+x+b kulkee pisteiden (1,0) ja (2,7) kautta. a) Maarita vakiot a ja b. b) Maarita
paraabelin huippu ja akseli.

94.7. Piirrd samaan koordinaatistoon kayrat xy = 3jax = - y2 + 4. Osoita laskemalla, etta kayrilla on
tasmalleen kolme yhteista pistetta.

94.8. Suoran s yhtald on y = 2x ja suoran | yhtéld ony = x + 1. a) Laske suorien s ja | valinen kulma 0,01°
tarkkuudella. b) Mitk& suoran s pisteet ovat suorasta | etaisyydella \/1_/2 ?

94.9. Maarita vakio a siten, ettd ympyra X2 + y2 -6x +2y + 6 - a =0 on ympyran X2 + y2 = 6x sisalla ja on
alaltaan mahdollisimman suuri. Kuinka suuri on talldin ympyroéiden valiin jaavan alueen pinta-ala?
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94.10. Voivatko suorat ax + 9y - 1 = 0 ja 2x - y + a = 0 jollakin vakion a arvolla leikata pisteessé (1,%2)? Milla
vakion a arvoilla nama suorat leikkaavat koordinaatiston ensimmaisessé neljanneksessa (oikea ylaneljannes,
missé x jay > 0)?

-1-1 2 2
l.a)kzgj:-7 ;y—1:-7(x-2) ; Ty-7T=-2x+4 ; 2x+7y=11

b) 2.(-2)+7.2=11 ; -4+14=11 V:Eiole

2
2
2.4x2-25y2:100||:1oo;;—5-)§:1; a=5:b=2; H=(£50); ASiy=x¢-x

X+y-z=4]|-1]|2 3y =12 X
3.92x-y+2z=8|| |-1;{4X+ —16:Y=4:4x+4=16 ; x=3 ;3+4-2=4 ;z=3 VY
X+2y+z=8]|-1] y z

o
W hw

4.2)X° +2x+1+y -6y+9=15+1+9 ; (x+1)°+(y-3)°=25 ;K=(-1,3) r=5

b)kr:%:% : kT:—% : y-6:-%(x-3) © 3y-18=-4x+12 ; 4x +3y =30

c) x-aks. Ip: 4x =30 ; x=kanta=7% ; y-aks. Ip: 3y=30 ; y=korkeus =10 ; A =%-7%-10 = 37%

2x+y=2 . _
'{Zx)é +§2: 5 i ¥ =2-2x, joka sijoitetaan alempaan. 2x* +(2-2x)°=2 ; 2x° +4-8x +4x’ =2

6x°-8x+2=0; 3x°-4x+1=0 ; x=1taix=1/3 ; y=0taiy=4/3 V: (1,0) tai (1/3, 4/3)

6.{(1,0)epar _ {a+1+b:0 .{a+b:-1||-(—1) . 3a=6:a=2 : b=-3

(2,7) epar’ 4a+2+b=7" [ 4a+b=5]|-1
b 1 1 1 1 1 1 o1
b)XH_'Za_'Z-Z_'4 : yH—2-16+4-3—-38 ; H—(-4,-38) ; Aksehx--4

8.a) s:k=2 ; tanag=2 ;0ag=63,4349° ; k=1 ;tanoy=1 ; oy =45°; vél kulma = ag - oy = 18,43°

. . -2x+1
b) Olkoon suoran s piste (x,2x) sen etdisyys suoralle x -y+1=0o0n %l = \/1_/2 pl1-x|=1

l-x=1tail-x=-1; x=0taix=2 jay=0taiy=4 P on (0,0) tai (2,4)

9.x%-6x+9+y’ +2y+1=a-6+9+1 ; (x-3)°+(y+1)P°=a+4 ; K;=(3,-1)jarn=~a+4
X2-6y+9+y?=9: (x-32+y*=9 ; K,=(3,0) jar,=3

KK =1 ; Ympyrd K; on kokonaan ympyran K, sisélla, jos sen sade on pienempi kuin K;:n etaisyys
isomman ympyran kehélle eli r; <r, - K1K; ; \/a +4<3-1;a+4<4 ; a<Ojaisoin,kuna=0elir=2
Ympyroiden valinen ala = n3” - n2° = 5z

10. Leikkaavat pisteessa (1,%%), jos se toteuttaa molemmat yhtalét ;a+4%-1=0 ja2-%+a=0
elia=-3%jaa=-1%. Kun a ei voi olla yhté aikaa kaksi eri lukua, on V : ei

{ax+9y=1||-1_ 8=l . 0a « xoAz9d . _,1-9a _2-18a+a2+18a_ a’+2
2x-y=-al.9 @FIBEL-9a  X=57g 1 Y=25018%8 = 3118t av18 ~ a+18
2-18a a’+2

Leikkaavat | neljanneksessé, jos x>0jay >0 eli a+18 > 0ja a+18° 0

L . . . . . 1 . 1
Kun viimeinen osoittaja on varmasti>0 =>a+18>0ja2-18a>0 elia>-18jaa< ) eli-18<ax< 9

96.1.1. Laske janan A(2,3)B(4,-1) a) kulmakerroin b) suuntakulma c) pituus

96.1.2. a) Ympyran keskipiste on (3,-2) ja sade 4. Mik& on ympyran yhtald? b) Mik&a on ympyran keskipiste ja
sade, kun yhtalo on x* + y* + 8x - 10y - 8 = 0?

2x+y+z=7
96.1.3. Ratkaise yhtaléryhma § Xx-2y-z=6
3x-y-2z=3

96.1.4. Mika on pisteen (5,-8) kautta kulkevan, suoraa 4x + 5y - 6 = 0 vastaan kohtisuoran suoran yhtalé?
96.1.5. Maarita ympyran x° + y° - 4x - 6y + 3 = 0 ne tangentit, jotka ovat suoran y = 3x suuntaiset.

96.1.6. Koordinaatistoon merkityn tontin sivut ovat suorilla y=4x , x=4y , 4y-x=15 ja4x-y=15.
Méaaérita tontin karkipisteiden koordinaatit. Kartan pituusyksikké on luonnossa 10 m. Laske tontin ala.

N =2t+1 . . . . : .
96.1.7. Piirrd kayra {sz 4t£ + 4t Mink& koordinaattien x ja y valisen yhtalon kayran pisteet toteuttavat?
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96.1.8. Missa pisteessa suora OP = 2i + 3j - 4k + t(i + 2j - k) leikkaa tason 2x - 3y + z = 1. Mik& on suoran ja
tason valinen kulma?

96.1.9. Maantiesillan aukko on paraabelin muotoinen. Sen huippupiste on 5,0 m tienpinnan ylapuolella ja
suurin leveys on 8,0 m. Mahtuuko suorakulmion muotoinen kontti, jonka korkeus tien pinnasta on 3,8 m ja
leveys 4,0 m kulkemaan sillan alta, jos tie suljetaan muulta liikenteelta?

96.1.10. Opiskelija paattaa tehda 4 henkildlle mahdollisimman edullisen aterian perunoista ja lenkki-
makkarasta. Rautaa tulisi olla ateriassa vahintddn 36 mg, valkuaisaineita 160 g ja hiilihydraatteja 235 g.
Yhdessa kilogrammassa perunoita on néita aineita samassa jarjestyksessa 9 mg, 20 g ja 160 g seka
makkarassa vastaavasti 18 mg, 120 g ja 50 g. Miten paljon on ostettava kumpaakin tuotetta, kun perunakilon
hinta on 5 mk ja lenkkimakkaran 20 mk?

1a)|<AB_41 ;’ 2 b)tana=-2;:a=-63,4°c)\(4-2)7+ (-1-3)>=~20=21/5

2a)(x 3) +(y+2) =16 b)x +yz+8x 10y-8=0 ; X +8X+16+y -10x+25=8+16+25
(x+4) +(y- 5) =49 K=(-4,5),

X-2y-z=6|-1 ; 10x=30 ;x=3
3x-y-22=3| |1 x+y=17] -1

7-3+y=17 ;y=-4 ; 2.3-4+72=7 ;z:S'V'x—Sjay—-4jaz—5

3.{2x+y+z_7|| 12 {3X y=13] 1

4.5y = -4X + 6; y—-éx+6:>kL—-£51:>kN—4,Yht y+8——(x 5)||-4; 4y + 32 =5x-25;5x -4y =57

5.X2-4Xx+4+y -6y+9=-3+4+9 ; (x-2)°+(y-3)?=10 ; K=(2,3) , r=4/10
Suoraparviy =3x + ¢ ; 3x -y + c =0. Keskipisteen etéisyys suoralle = sade

M:\/To ||-\/1_0 ;lc+3]=10 ; ¢c+3=%210 ; c=7taic=-13 ; y=3x+7taiy=3x-13

V9 +1

_{y:4x {X_O { y = 4x {x 1 { X =4y {x 4 {x+4y:15||-1_{x:5

6. A =4y ly=0 B lay-x=15 ' ly=4 Clax-y=15'ly=1 D lax-y=15|-4 'ly=5

Piirr. pisteiden A ja D kautta vaaka- ja pystysuorat viivat, jotka muodostavat nelién, jonka sisalla tontti on.
Yhdistetddn myos B ja C nelion karkiin, jolloin nelion sisalla on nelja pikkukolmioa

Ala = nelidn ala - reunakolmioiden ala = 5:5 - ¥5:5:1 - ¥%5.5:1 - %:5:1 - %:5.1 = 15
lruudunala=10m-10m=1a.Alueenala=15a

7. Tehdaan lukukolmikkotaulukko, johon annetaan t:lle arvoja ja lasketaan sitd vastaavat x ja 'y
t 1 % 0 -% -1 -1% Kuvaaja on paraabeli, jonka H = (0,-1)

x 3 2 1 0 o

y 8 3 0 -1 O 3

2t+1 . .
{yx 4tt + 4t ; Ylemmasta t = ¥2x - 2, joka sijoitetaan alempaan
= 4(YeX - Vo)* + A(ex - o) S A(YaX - VX + V) +2X -2 = XP-2x+1+2x-2 ;y=x"-1
X=2+t
8.0P =2i +3j-4k +t(i + 2j - k) ;Y =3+ 2t sijoitetaan nama tason yhtaloon
z=-4-t

22+t)-383+2)+(-4-t)=1; 4+2t-9-6t-4-t=1; -5t=10 ; t=-2; Pisteonx=0,y=-1,2=-2
Tasonn=2i-3j+k ; Suorans =i+2j-k. Néiden vektoreiden vélinen kulma olkoon

[ n-s | [2-6-1]
cos =56,9° ; 0= 90° - B = 90° - 56,9° = 33,1°
P s Vavor1 yitarl V1 4\/?5 P * b

9. Piirretéén siltakaari koordinaatistoon, jossa x-akseli on maanpinnan taso ja y-aksell kulkee huipun kautta.
Siltakaaren pisteita ovat (0,5) , (4,0) ja (-4,0). Olkoon paraabelin yhtalé muotoa y = ax® + bx + ¢
0+0+c=5 c=5 c=5
{16a+4b+c:0 ;{16a+4b:-5 :9a=-5/16 y=5-5/16 -X° ;
l6a-4b+c=0 16a-4b=-5 b=0
Kulkekoon auto pitkin tien keskiivaa. Silta on matalimmillaan kontin reunoilla, siis kohdalla x = 2, jossa
y=5-5/16 - 4 = 3,75 < 3,80 . Auto ei mahdu sillan alta!
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10. Olkoon perunoita x kg ja makkaraa y kg
EHDOT: x>0, y>0 , 9x+ 18y >36 , 20x + 120y > 160 , 160x + 50y > 235

{ y=0 _{XZS _{20x+120y:160_{x:2

A 20x +120y =160 ly=0 O9x+18y=36 ' ly=1
{ 9x + 18y = 36 _{le { x=0 '{XZO
" (160x +50y =235 ' ly=1,5 D: 160x + 50y =235 * ly=4,7

Kohdefunktiona on hinta H = 5x + 20y
H(A)=5-8+20-0=40 ; H(B)=5-2+20-1=30 ; H(C)=5-1+20-15=35 ; H(D)=5-0+20-4,7=94
Halvinta, kun perunoita 2 kg ja makkaraa 1 kg

96.2.1. Maarita pisteiden (21,27) ja (18,23) kautta kulkevan suoran yhtald. Missa pisteissa suora leikkaa
koordinaattiakselit?

96.2.2. Mika on ympyran x° + y* - 4x + 6y - 3 = 0 keskipiste, sade ja pinta-ala?
2X+3y+z=4
96.2.3. Ratkaise yhtaléryhma | 3x-y-z=4
X-8y-2z=4
96.2.4. Mik& on paraabeliny = X2 +4x + 5 huipun etéisyys suorasta 3x - 4y = 5?
96.2.5. Missa ympyran x° + y* - 2x + 10y + 13 = 0 pisteeseen (3,-2) piirretty tangentti leikkaa x-akselin?

96.2.6. Mitk& ovat suorien x - 3y + 4 = 0 ja 6x - 2y = 5 valisten kulmanpuolittajien yhtalot?

96.2.7. Maarita vakiot a ja b, kun yhtaloparilla {(a i 2b?§ I ?Zya:- 13)y _,on useampia ratkaisuja kuin yksi

96.2.8. Ympyréa kulkee pisteiden (1,2), (3,4) ja (1,0) kautta. Mika on ympyran yhtal6? Mahtuuko sen sisaan
nelid, jonka ala on 25?

96.2.9. Leipomon varastossa on paivan tarvetta varten ruisjauhoja 600 kg ja vehngjauhoja 1100 kg. Naista
valmistetaan kahta leipdélaatua A ja B. Leipdan A tarvitaan 250 g ruisjauhoja ja 750 g vehngjauhoja. Leipaan
B taas tarvitaan 600 g ruisjauhoja ja 400 g vehnéjauhoja. Kuinka monta leipda A ja B on edullisinta valmistaa
paivittdin, kun molemmista leivista saadaan voittoa 3 mk?

96.2.10. Maarita tasojen x +y = 0 ja x + 2z = 2 leikkaussuorasta pallon x* + y* + z> = 1 sisaan jaavan janan
pituus.

23-27 4 4
18-21°-3 YHT:y—27:§(x-21) ; 3y-81=4x-84 ; 4x-3y=3

1. k=

x-akselinlp.y=0;4x=3 ;x:%;y-aks. Ip.x=0; -3y=3 ;y=-1

2.X°-4X+4+y +6y+9=3+4+9 ; (x-2°+(y+3)°=16 ;K=(2,-3)r=4;A=mr’=16n

x-y-z=4|-1 ;

2x+3y+z=4|]-1]2 + oy =
3.{ {SX 2Y=8 10x=20 :x=2 :10+2y=8 :y=-1:4-342=4 : 2=3

X_8y_22:4|| ”1 ! 5X'2y:121
4. HUIPPU: Xy, = -2%’:1: -%: 2 ;Yqu=(-2)2+4-(-2)+5=1H=(-2,1)
Yht. 3x-4y-5=0 ;Etaisyys:d_]m_g_g

~\o+16 5~

5. Onko piste P(3,-2) ympyralla? 9+4-6-20+13=0;0=0; ON
X2-2Xx+1+y +10y+25=-13+1+25 ; (x-1)°+(y+5)°=13 ; K=(1,-5)

r= a1 =5 kT:-% Yht:y+2:-%(x-3) ;y+2:-%x+2 ; y:-%x.y:0:>x:0.LP:(0,0)

6. Olkoon P(x,y) mielivaltainen kulmanpuolittajan piste. Se on yhta kaukana kummastakin kyljesta.
-3y + -2y - -3y + -2V -

[x -3y + 4] _|6x -2y 5|;|x 3y + 4| _[6x-2y- 5 - 2710 : |2 - 6y + 8] = [6x - 2y - 5|
\J1+9 36+4 \/10 2\/10

2X-6y+8=6x-2y-5tai 2x-6y+8=-6x-2y-5; 4x+4y=131tai8x-8y+3=0

a b 1 a 1 b 1 {Za:a-Zb'{a+2b:0'3a:3;a:1;1+2b:O;b:-l/z

2 JA =2:12a-3=20' |2a-2b=3

T 32b-2a3-2'a20 29223~ 2"
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1+4+A+2B+C=0 A+2B+C=-5[[2 =15
8. X +y+AX+By+C=0;19+16+3A+4B+C=0; 3A+4B+C:'25”'('1);{A+C:-1
1+0+A+C=0 A+C=-1 -

2C=14:C=7;A=-8;-8+2B+7=-5;B=-2;xX°+y*-8x+2y+7=0
X2-8Xx+16+Yy*-2y+1=-7+16+1;(x-4)%+(y-1)?=10;r=+/10, Halkaisija d = 2r = 2/10 = /40
Nelion halkaisija:S\/E:S\/E :\/§)>\/ﬂ):ympyran halkaisija V: Ei mahdu

9. Olkoon A-leipid = x ja B-leipié y kpl. Ehdot: 0,25x + 0,6y < 600 JA 0,75x + 0,4y < 1100 JAx>0JAy>0
Al Ckapisteet: A{ y=0 , {x = 1466,66.. { 0,25x + 0,6y = 600 _ {x = 1200
ueen nurkkapisteelt: A\ 75x + 0,4y = 1100 y=0 ' ©0,75x + 0,4y = 1100 | y = 500

x=0 ] x=0 .
c {0,25x +0,6y = 600 {y = 1000 12 ©(0.0)
Voittofunktio V = 3x + 3y . V(A) = 3:1466,66 = 4400 ; V(B) = 3-1200 + 3-500 = 5100 ; V(C) = 3-1000 = 3000 ja
V(O) = 0. Voitto suurin pisteessa B. V: A-leipia tehdd&n 1200 kpl ja B-leipi& 500 kpl

x+27=211Y7%2:2
z=z

Leikkauspisteet: (2 - 22)* + (2z-2)° +2°=1;4-82+42° +42°-8z2+4+7°=1;,92°- 162+ 7=0

X+y=0 X=2-2z
10. Leikkaussuora: { ;

x=0 X =4/9

+\/ - +
2:16_ 256 252:16_2;zzltaiz:Z,onIoinpisteet y=0jay=-4/9
18 18 9 S = 719

z=1
6

—_— Al imm s . 16 16 4 36 2
Pisteiden valiin jaavan janan pituus =\ /g1 * g1 *g7=\/g1 -9~ 3

96.3.1. Avaruussuora kulkee pisteen (2,3,1) kautta ja on vektorin s = 3i - 2j + 4k suuntainen. Mik& on suoran
a) vektorimuotoinen b) parametrimuotoinen yhtalg?

96.3.2. Mika on sen ympyrén yhtald, jonka keskipiste on (4,-5) ja sade 6? Onko origo kehalla?
96.3.3. Laske janan A(2,3)B(4,-5) keskipiste, kulmakerroin ja keskinormaalin yhtalo.
3x-2y+z=8
96.3.4. Ratkaise yhtaloryhma < 2x + 3y -z =17
4x +y+2z2=33

96.3.5. Laske ympyroiden x* + y* - 6x - 8y + 24 = 0 ja X° + y* = 9 keskipisteet ja sateet. Mika on lyhin matka
ensimmaisen ympyrén kehdlté toisen ympyréan kehalle?

96.3.6. Nelion kaksi karkea ovat x-akselilla ja kaksi paraabelilla y = ¥2x°. Laske nelion piiri.

96.3.7. Maarita vakio c siten, ettd suora x - 3y + ¢ = 0 on ympyran X2 + y2 - 4x + 2y - 5 = 0 tangentti. Missa
pisteessa se tangentti, jossa ¢ on positiivinen, sivuaa ympyraa?

96.3.8. Osoita, etta suora (C? + 1)x - C% + C? - 1 = 0 kaikilla vakion C arvoilla kulkee kiintean pisteen kautta.
Mika tama piste on? Piirrd suoraparvi.

96.3.9. Minka kulman tasojen 2x + 3y - z = 3 ja x + 2y + z = 4 leikkaussuora muodostaa xy-tason kanssa?

96.3.10. Sami valmistaa kahdenlaisia kellotauluja. Mantykellotaulun tekeminen kestéaa 2 tuntia ja siihen kuluu
60 g lakkaa. Tammikellotaulun valmistaminen kestaa 2% tuntia ja siihen kuluu 120 g lakkaa. Varastossa on
lakkaa 6,9 kg ja valmistukseen on kaytettavissa aikaa 200 tuntia. Mantykellotaulusta saa voittoa 15 mk ja
tammikellotaulusta 20 mk. Miten valmistusmaérat on valittava voiton maksimoimiseksi?

X=2+3t
1.a)OP=(2i +3j+Kk)+tBi-2j+4k)b)P=yy=3-2t

z=1+4t
2.(x-4)°+(y+5)°=36;(0-4)°+(0+5)°=36;16+25=36;41 =236 V: El
3. Keskipiste:x:%:&y:%ﬂ:-l. K=(3,-1) kulmakerroin: k:%:A;kN:%

yhtélt'):y—(-l):%(x—S) [|14;4y+4=x-3;x-4y-7=0.
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2x+3y-z=17|-1]-2 _ 1y 27x=108 ; x=4 ;20+y=25; y=5
ax+y+2z=33| |1 SXFTY=O7ICD

12-10+z=8 ; z=6V:x=4,y=5,72=6

4_{ 3-2y+z=8]|-1 {5x+y=25||-7

5.Y1:x‘-6x+9+¥z 8y+16=9+16-24;(x-3)  +(y-4)°=1:K,=(34),n=1
Yo (x-0)°+(y-0°=9 ;K,=(0,0),r,=3
KiK; =v(3-0)"+(4-0)°=5; Etéisyys = KiK, -1, -r,=5-1-3=1

6. Paraabeli symmetrinen y—aksehn suhteen = nelié6 symmetrinen y-akselin suhteen.

Olkoon x = paraabelillay = vox? I neljanneksessa olevan karjen X- koordlnaattl

Kanta = 2x , korkeus on y = %x* . Nelion sivut yhta pitkat = ¥ax* = 2x ||-2; X*-4x=0  X(x - 4) =
x:Otaix:4.Jotensivu:2x:2-4:8.Piiri:4-8:32.

7. -Ax+ 4+ +2y+1=4+1+5;(x-2)%+(y+1)?=10 ; K= (2,-1) jar =~/10 Suora on ympyran
) . - o |2-3(-1) +
tangentti, jos ympyran keskipisteen etaisyys suoralle on = séade. = \/f) ||-\/E ;lc+5]=10
\J1+9

C+5—+10 c=5taic=-15

+5=0
{X +y2 43;+2y 5-0:(By-5°+y -4@By-5)+2y-5=0;9y°-30y+25+y* - 12y +20 +2y-5=0
10y°-40y+40=0;y -4y+4=0;(y-2°=0;y=2;x=32-5=1V:P=(1,2)

8.{C2 1 yo0ix=Liay=2.
Piste (1,2) on kaikilla kayrilla, silla (C>+1)-1-C*2+C*-1=0;C*+1-2C*+C?-1=0;0=0 eli piste
toteuttaa kayran yhtalén parametrin C arvosta riippumatta

» ) ) c’+1 C?*-1 1 1 _ .
Cy=(C+1)x+(C°-1);y= A a+ Ez)x +(1- Ez) ts. suorien kulmakertoimet ovat > 1.

Parven kuvaajaan kuuluu pisteen (1,2) kautta kulkevista suorista ne joiden kulmakertoimet ovat valilla k > 1

X =-6 + 5t
J2x+3y=3+z|-2|(-1) . _ = dy=5-3t e —Ei_2 4k
9.Suora.{X+2y:4_2”_(_3)”_2 ;X=-6+5z;y=5-3z; y—5:t3t ;8 = 5i - 3j + k ; xy-tason
+0+
normaalivektori on k. cos(£(s,n)) = ﬁ cos o = \/25+(S)9+(:)L\/01+0+1 \/1_5 o =80,3°

/(s,T) =90° - 80,3° = 9,7°

10. x = mantykellotaulujen lukumaara , y = tammikellotaulujen lukumaara.
Xx>0;y>0;2x + 2%y <200 ; 60x + 120y < 6900, joista muodostuu alue.

o o Ix=0 y=0 {2x+21/zy:200||-(-3)
Alueen karkipisteet: A {y -0 (0,00B {Zx + 2y = 200 (100,0) C 6x + 12y = 690 ||-1

x=0 S

+50=200;2x =150 ; x =75 (75,20) D {GOX +120y = 6900(0,571/2) Kohdefunktio eli voitto = 15x + 20y
A:15-0 +20-0=0; B: 15-100 + 20-0 = 1500 ; C: 15-75 + 20-20 = 1525 ; D:15-0 + 20-57% =1150.
Suurin arvo saadaan C:ssa. V: 75 méantykellotaulua ja 20 tammikellotaulua.

4%y =90 ;y=20; 2x

96.4.1. Méaarita vakiot k ja b siten, etté suora 'y = kx + b kulkee pisteiden (6,5) ja (-2,1) kautta

96.4.2. Mikéa on tason 2x - 3y + z + 6 = 0 normaalivektori ja pisteet, joissa taso leikkaa koordinaattiakselit?
2x+3y-z2=6

96.4.3. Ratkaise yhtaloryhma { 3x -2y +z=5
X+2y+3z=7

96.4.4. Maarita niiden suorien yhtalot, jotka ovat etdisyydella 2 suorasta 3x - 4y + 6 = 0.

96.4.5. Milla vakion a arvoilla suorien x - ay - a = 0 ja 2ax + 5y - 6 = 0 leikkauspiste on x-akselilla?

96.4.6. Janan paatepiste on (2,5) ja sen keskinormaalin yhtalé x + 3 = 2y. Mik& on janan toinen paatepiste?

96.4.7. Mika on sen ympyran yhtéld, joka sivuaa x-akselia origossa ja joka kulkee pisteen (-3,4) kautta?

96.4.8. Epayhtalot 2x +y-5<0, 2x - 3y + 7 > 0 ja 2x + 5y - 1 > 0 maaraavat kolmion. Mik& on lausekkeen x
+ y suurin ja mika pienin arvo, kun piste (x,y) on kolmion piste?

96.4.9. Suora 3x - 2y + 4 = 0 leikkaa paraabeliny = vox® pisteissd A ja B. Kuinka suuressa kulmassa jana AB
nakyy origosta?
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96.4.10. Osoita, ettéd ympyroilla X2 + y2 - 2ax + 2ay = 8a + 8 on yhteinen tangentti vakion a saadessa kaikki
reaaliset arvot, jotka ovat # -2. Mik& on taman tangentin yhtalo?

1_k:;:—;y: oX+b;5=%-6+b;b=2

2.2x-3y+z2+6=0=>n=2i-3j+k x-aks.Ilp:y=0,2z=0,2x+6=0;x=-3 (-3,0,0)
y-aks.lp:x=0,z=0,-3y+6=0;y=2 (0,2,0) z-aks.lp:x=0,y=0,z+6=0;z=-6 (0,0,-6)

3x-2y+z=5]-1 _ (o) AX=96 ;x=2
x+2y+3z2=7] -1 7x+ 11y =25]| -(-1)

10+y=11;y=1;6-2+z=5;z=1 V:x=2,y=1,z=1

3.{2x+3y-2=6l|'1”'3;{ bx+y=11]-11

. . . : -4y +
4. Olk. P(x,y) mielivaltainen suoran piste. P:n etéisyys suoralle on = 2 ; 13)\(/—94_—%[ =2

[3x-4y+6|=10;3x-4y+6=10tai3x-4y+6=-10;3x-4y=4tai3x-4y+16=0

5. Suorien ja x-akselin leikkauspisteet. P:y=0;x=a. Q:y=0;x = % :g

P:Q:a:g;azzia;a:i\/é

6.Xx-2y+3=0;y=%x+1% ki =% =>ky=-2
NORM. YHT..y-5=-2(x-2);y-5=-2x+4;2x+y=9

[x-2y=-3|-1 _ . T
LP'{2x+y:9||.2'5X—15,X—3,6+y_9,y_3

Olk. janan péaatepiste = (X,y). KP:(S,S):ZZJ:3;X+2:6;x:4.5—;Y:3;5+y:6;y:1 V®4,1)

7.0lk. KP = (0,y) ; KA=KO ;\J(0 +3)° + (4 -y’ =\J(0- 0)" + (y - 0)° || ()°

9+16-8y+y2=y2;8y:25;y:28—5:r V: (X-0)2+(y-28—5)2:(%3)2

8. LasketaankarjetA:{ 2x+y=5l-1 ;dy=12;y=3;2x+3=5;x=1;A=(1,3)

2x-3y=-7]-(-1)"
A2x+y=5[- ¢, _ .. CE.y_2-R=
B.{2X+5y:1”_1,4y—-4,y—-1,2x-1—5,x-3,B—(3,-l)

A2x-3y =T (1) g _a . ey _
C{ ox+5y=1|-1 ;8y=8;y=1;2x+5=1;x=-2.C=(-21)

Suurin arvo saadaan jossakin paatepisteessa
Aix+y=1+3=4B:x+y=3-1=2C:x+y=-2+1=-1V:Suurin =4, pienin=-1

;3x-x2+4=0;x2-3x-4=0;x=

3x-2y+4=0 31\/§+16=3§5;x=4taix=-1

9. LP:{ y=1/zx2
A(4,8) , B(-1,%)

- 1/ -
kOA:%ZZ;kOB:%:-VZ ;tana=2;a0=63,4°;tanp=-%; B =-26,6°

Kulma = 180° - a.- | B | = 180° - 63,4° - 26,6° = 90°

10.x°+y -2ax+2ay=8a+8;x -2ax+a +y +2ay+a =a +a +8a+8
(x-a)’+(y+a)P=2@+2°>=KP=(a-a)jar=|a+2n2

a=o,{ X +y =8 -1 oy v g _ siden kahd
a=1’ x2+y2-2x+2y:16||-(-l) X-2y=-8;x-y+4=0on naiden kahden
ympyran leikkaauspisteiden kautta kulkeva suora. Tdma on kuitenkin kaikkien ympyréiden tangentti, koska

o - N lat+ta+4] |2a+4]
kaikkien ympyroiden keskipisteen etaisyys talle suoralle = = =|la+2]|-y2=r
ympy! p Yy \/m \/E | | \/_

Ympyrdiden leikkaussuora: {

97.1.1. Mik& on suoran kulmakerroin, kun a) suora kulkee pisteiden (-2,3) ja (4,-1) kautta
b) suoran yhtélé on 5x + 2y - 4 = 0 ¢) suoran suuntakulma on -45° d) suoran suuntavektori on s = -2i + 6j
€) suora on suoran y = x/2 + 7 normaali f) suora on suoran x - 2y + 6 = 0 suuntainen?

97.1.2. a) Missé pisteessa taso 2x + 3y - 4z + 6 = 0 leikkaa x-akselin? b) Mité xy-tason suoraa pitkin taso
leikkaa xy-tason?

97.1.3. Kolmion karkipisteet ovat A(-3,1) B(1,-2) ja C(4,3). Laske a) sivun AB pituus b) kolmion ala.
97.1.4. Missa pisteissa suora 2x + y = 4 leikkaa paraabelin y = x* + 3x - 2

97.1.5. Onko piste (-1002,1004) suorien 4x - 2y + 1 =0 ja x - 2y + 3 = 0 vélisen kulman puolittajalla?
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97.1.6. Mika on ympyraa x° + y* - 4x + 2y - 5 = 0 pisteessa (1,2) sivuavan tangentin yhtalo?

97.1.7. Osoita, etta tasot (x + 2y -z + 3) + a(2x -y + z - 2) + b(x + y + z) = 0 kulkevat saman pisteen kautta.
Mik& on tama piste?

97.1.8. Milla a:n arvoilla yhtald X2 + y2 + ax - 6y + ba = 0 esittdd ympyraa? Milla a:n arvoilla tima ympyré
sivuaa y-akselia?

97.1.9. Oy Aita ja Rappu AB valmistaa aitaelementteja ja rappuralleja. Aitaelementisté saadaan voittoa 80 mk
ja rappurallista 32 mk. Aitaelementteja on tilattu ennakkoon 120 ja rappuralleja 210. Tydtunteja on
kéaytettavissa 160. Yhden aitaelementin valmistamiseen kuluu puoli tuntia ja yhden rappurallin 10 minuuttia.
Miten tuotanto on suunniteltava, jotta tuotto olisi mahdollisimman suuri ja tilatut tuotteet voitaisiin toimittaa?

. -2 -2 +1. x+2 + +1 . . . .
97.1.10. Osoita, etta suorat X 5 = y_3 =2 7 Ja % 3 - Y > 2 =Z > leikkaavat toisensa ja laske niiden

valinen kulma.

22-% b)2y=-5x+4;y=-2%x+2;k=-2% c)k=tan(-45°) =-1

=-3 ek =%;ky=-2 f)-2y=-x-6;y=%x+3;k=%

2. a) x-akselilay=0jaz=0=2x+3:0-40+6=0;2x=-6;x=-3V:P=(-3,0,0)
b) xy-tasollaz=0=2x+3y-40+6=0.V:2x+3y+6=0

3.a) AB=+/(-3-1)°+(1+2)°=+/16+9=5
b) Ymparoidaan kolmio suorakulmiolla. As=7-5=35; A1 =% 4-3=6;A, =% -3.5=7%
Ay=%-2-7=7 ; A=As-A1-A,-A3=35-6-7%-7=14%

o 2xtry=4 2 2 . -5#+[24+24 5x7
4.LP.{y:Xz+3x_2,2x+x +3x-2=4;x"+5x-6=0;x= 2 =75

Xx=1taix=-6,jolloiny=1+3-2=2taiy=36-18-2=16V:(1,2)ja(-6,16)

5. Piste on kulmanpuolittajalla, jos se on yhta etaalla kummastakin kulman kyljesta.
d. = |4-(-1002) - 2-:1004 + 1| _ 6015 6015 . [-1002 - 2-1004 + 3| _ 3007 _ 6014
1= = =

N \/2_0_2\/3’d2= Jira \/g—z\ﬁvtleieIO'e-

6.P=(1,2) ;X -4x+4+y +2y+1=5+4+1;(x-2)°+(y+1)°=10;K=(2,-1)

ka:%:-S:kT:%;YHTALO:y-Z:%(x-l);3y-6:x-1;x-3y+5:0

7. Jos kaikki sulkulausekkeet ovat arvoltaan 0, niin yhtélo toteutuu a:n ja b:n arvosta riippumatta.

X+2y-z+3=0]-1]-1 _

_ 3x+y+1=0 ||-3

2X—y+Z-2—0”-1 ; { _ 2 ;7)(:0;)(:O;y+]_:o;y:-]_
{x+y+z=0 -1 2x+3y+3=0]|-(-1)

0-1+2z=0;z=1, joten piste (0,-1,1) tekee kaikki sulkulausekkeet nolliksi ja on tasojen yhteinen piste.

8.x +ax+Ya +y -6y+9=-5a+¥a +9;(x-%a) +(y-3)=%a -5a+9

Kuvaaja on ympyra, jos OP>0; ¥%a’-5a+9>0; NK: a’-20a+36=0;

a= 20 ++/400 - 144 20+ 16
B 2 -2

Ympyréa sivuaa y-akselia, jos keskipisteen etaisyys y-akselista on sama kuin sade.

|va|=%a -5a+9] () ;¥%a’=%a’-5a+9;5a=9;a=9/5

;a=18tai a=2; Kuvaaja YAP. Merkit +++ 2 --- 18 +++ V:a<2taia> 18

9. x = aitaelementtien maara ; y = rallien maaré: x > 120 ; y > 210 ; x/2 + y/6 < 160 , mitkd maarittavat erdén
kolmion, jonka kéarkipisteet

A:(120,210) B:x=120;120/2+y/6 =160 ;y =600 (120,600)

C:y=210;x/2 +210/6 =160 ; x = 250 (250,210)

Tuotto = 80x + 32y A:T=80-120 + 32:210=16 320 B: T =80-120 + 32-600 = 28 800

C:T=280-250 + 32-210 = 26 720 , joten suurin arvo B:ssd V : 120 aitaelementti& ja 600 rallia

10. Merkitddn ensimmainen suhde =t ja toinen = s, jolloin saadaan suorien yhtaldiksi

X-2=2t X+2=3s X=2+2t X=-2+3s
y-2=-3tjajy+5=2seliyy=2-3t jajy=-5+2s, jotka leikkaavat, jos suorilla samax, yjaz

z+1=4t z+1=2s z=-1+4t z=-1+2s

2+2t=-2+3s 2t-3s=-4

{2—3t:—5+25 {3t+2$27|l-1;7t=7;t=1;3+25=7;25=4;s=2
-1+4t=-1+2s 4t-2s=0]-1

Sijoitetaan t ja s viimeisen ryhman ylimpéan yhtaléon ; 2-1-3.-2=-4;2-6 =-4,
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joten suorille tulee samat x, yja z, kunt =1 jas = 2, jolloin piste on (4,-1,3).
. -6+
S =2i -3 +4Kjas,=3i+2 +2k;cosazlsslll_ls';zl:\l“gflg\/:+4+4:o,3eo;a:68,9°

97.2.1. Olkoon pisteet A(-2,-3) ja B(4,-1). Laske janan AB a) keskipiste b) kulmakerroin c) keski-
normaalin kulmakerroin d) keskinormaalin yhtalo.

97.2.2. Kulkevatko suorat 2x + 3y -9 =0, x -y + 5 =0 ja 9x + 5y - 8 = 0 saman pisteen kautta?

97.2.3. Mika on pisteen (3,4,5) a) projektio xy-tasolla b) projektio z-akselilla c) etéisyys xy-tasosta d) etéisyys
z-akselista e) etéisyys origosta f) kautta kulkevan xz-tason suuntaisen tason yhtalo?

97.2.4. Missé tasojen 2x + 3y - z=5 ja 3x + y + z = 6 leikkaussuora leikkaa tason 4x + 5y + 2z = 3?

97.2.5. Piste (2,3) on ympyralla X2 + y2 + 3x - 2y + k = 0. M&éritd k:n arvo ja pisteen (2,3) kautta piirretyn
ympyran tangentin yhtalo.

97.2.6. Piirra se xy-tason alue, jonka pisteissa lausekkeiden x -y + 1jay - x? + 1 arvot ovat erimerkkiset.
97.2.7. Ympyrat (x - 2)> + (y - 3)* = 40 ja x*> + y* - 6x + k = 0 sivuavat toisiaan. Maarita vakion k arvo.

97.2.8. Kymmenen (10) metria levean tien yli rakennetaan huoltamokeskusta mainostava paraabelin
muotoinen kaari. Kaaren leveys on 60 cm ja sen aukon suurin leveys 30,0 m. Kuinka korkea mainoskaari on,
kun sen pienin vapaa alituskorkeus tien kohdalla on nykyisten asetusten mukaisesti 4,6 metria?

97.2.9. Mik& suoran y = 2x piste on yhta kaukana suorista x + 2y =3 ja2x - y =47

97.2.10. Maanwviljelijalla on 100 ha maata. Han viljelee perunaa ja vihanneksia. Jonkin osan maastaan han
voi jattaa kesannolle. Viljelykustannukset hehtaaria kohti ovat perunalla 100 mk ja vihanneksilla 200 mk.
Peruna vaatii tydpaivia hehtaaria kohti 1 ja vihannekset 4. Viljelijalla on kaytdssa 11000 mk ja 160
miestydpaivad. Perunoista saa puhdasta voittoa 400 mk hehtaarilta ja vihanneksista 1200 mk. Kuinka
maanviljelys tulisi organisoida, etta saataisiin maksimaalinen voitto?

-2+4 -3-1 -1+3
1.a)x:T:_‘]_,y:T=-2; K=(1,-2) b)kAB=4+2

dYHT:y+2=-3(x-1);y+2=-3x+3;y=-3x+1

C)kN='3

Wl

2. Lasketaan 2 ensimmaisen suoran leikkauspiste ja tarkastetaan onko se kolmannella suoralla

2x+3y=9-1 _ _ .. _ . CE.y= N
{x—y:—5||-3 ;5x=-6;x=-12;-12-y=-5;y=5-12;y=3,8

9-(-1,2)+5-3,8 -8=-10,8+19-8=0,2 %0 V: Eivat kulje

3.a)(3,40) b) (005 cd=|z|=5 d)\(B-0°+@4-0°+(5-5)°=5
e)V(3-0Y°+(4-0Y°+(5-0)°=/50=5\2f)y=4

2x+3y-z=5 ||-1] -2 _ _
4.{ {5“43"11 11 sy 69 x=3

3x+y+z=6 |1 _ C(A)
ax+By+2z=3 -1 SX*1y=131-(4)

15+4y=11;4y=-4;,y=-1;9-1+2=6;z=-2.V:LP=(3,-1,-2)

5. Piste (2,3) on ympyran kehdllg, jos se toteuttaa meyran ¥htalbn. 4+9+6-6+k=0;k=-13
x2+3x+9/4+y)/-2y+1:13+9/4+1;(x+11/z) +(y-1) =16Ya; KP = (-1%,1)
3-1 2 4 7

7
(T r15-315°7 kT:-Z YHT.y-3:-Z(X-2),4y-12:-7x+14,7x+4y:26

-y+1>0 [y<x+1 . . .
6. {X Y li {y X 1 eli alue, joka on suoran y = x + 1 ja paraabelin y = x* - 1alapuolella

y-x2+1<0®y<x®-

CX-y+1<0 . [Jy>x+1 . . _ . L .
tai {y-x2+1>0e“ {y>x2-1e“ alue, joka on suorany = x + 1 ja paraabelin y = x° - 1 ylapuolella

7.Ympyra 1. (x - 2)% + (y - 3)%= 40 ; Ky = (2,3) r; =/40 = 2/10

Ympyra 2. x* - 6x+9+y*=9-k: K, = (3,001, =9 - k

Keskipisteiden etaisyys KiK, =/(3 - 2)7 + (3 - 0) =/10 < r; , joten ympyrét sivuavat sisapuolisesti
KiKs =T, -1 tai K1K2=r2-rl;VE:\/ﬂ-Z\/f)tai\/f)zzm-\/ﬂ
\J9-k=310tai\9-k=+10 ;9-k=90tai9-k=10 ; k=-8ltaik=-1
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8. Asetetaan koordinaatisto siten, ettd x-akseli yhtyy tien pintaan ja y-akseli kulkee korkeimmalta kohdalta
paraabelin yhtal6 on tallin y = ax® + ¢ . Paraabelin lopussa y = 0 ja tien ylapuolella > 4,6.

y(15) =0 _{225a+c:0||-(-1), _ o , _
{y(5) =46 |25a+c=46]-9 ° 8c =41,4,; c=5,175, joten kaaren korkeus on 5,18m + 0,60m = 5,78m

9. Olkoon suoran y = 2x piste (X,2x). Sen etaisyys molemmille suorille on oltava sama.
+2:2X - 2X - 2x - 4 . .

x*2:2x-3] _[2X-2X 4] 15, 3124 .5x-3=+4:5x=7taibx=-1;x=14taix=-0,2
\1+4 \a+1

jolloiny=28taiy=-0,4V:(1,4;2,8) tai (-0,2 ;-0,4)

10. Olkoon perunaa x (ha) ja vihanneksia y (ha)
100x + 200y < 11000 JAx + 4y <160 JAXx +y<100JAXx>0JAy>0
Piirretdan alue koordinaatistoon ja lasketaan alueen karkipisteet.

_ Ix+y=100 [x=100 , _ [x+y=100 [x=95
0O =(0,0) A'{y:O ’{y:O A =(100,0) B: {x+2y2110'{y:5
C_{x+2y:110_{x:60|:)_{x+4y:140_{x:0

" X+4y=160"ly=25" [x=0 "ly=40
Tuotto = T = 400x + 1200y. Lasketaan tdméan funktion arvo kaikissa nurkkapisteissa
A: T=400-100=40000 ; B: T=400-95+1200-5=44000 ; C: T=400- 60+ 1200 - 25 =54 000
D: T =1200 - 40 = 48 000, joten tuotto on suurin pisteessa C
V: Viljelldan 60 ha perunaa, 25 ha vihanneksia ja 15 ha kesantoa.

, B=(95,5)

97.3.1. Mika on pisteiden (-3,2) ja (4,7) kautta kulkevan suoran a) kulmakerroin b) yhtél6 c) suuntakulma?
97.3.2. Mik& on a) pisteen (2,-1) projektio x-akselilla b) etdisyys y-akselista c) pisteen (2,-1,3) projektio
xy-tasolla d) etéisyys yz-tasosta?

97.3.3. Missa pisteessa suora y = 2x - 5 leikkaa ympyrén (x - 1)2 +(y- 2)2 =107

97.3.4. Laske suorien 2x +y =4 ja 3x - 2y + 2 = 0 vélinen kulma?

97.3.5. Mika on ympyran x* + y* - 4x + 6y + 8 = 0 sen tangentin yhtalo, joka on suoran y = 2x suuntainen?
97.3.6. Missa pisteessa tasot 2x + 3y +z=1, 3x - 2y - z = 10 ja 4x + 5y + 2z = 6 leikkaavat toisensa?

97.3.7. Mika on sen suoran yhtéld, jonka pisteilla on se ominaisuus, etta pisteen etéisyys suoralle
3x - 7y + 4 = 0 on kaksi kertaa niin suuri kuin etéisyys suoralle 3x - 7y - 13 = 0?

97.3.8. Suoran maantietunnelin poikkileikkaus on paraabelin muotoinen. Tunnelin korkeus on 7,50 m ja
leveys tienpinnan tasossa 8,10 m. Kuinka korkea, 260 cm leveé rekka-auto mahtuu ajamaan tunnelin Iapi
keskiviivan oikealla puolella pysyen?

97.3.9. Onko piste (5,2) silla paraabelilla, jonka polttopiste on (3,5) ja johtosuora 3x + 2y = 6?

97.3.10. Osoita, ettd tasojen 2x+3y-4z=6 ja 4x -6y +5z=4 leikkaussuora on suoran
OP = (2 + 9t)i + (5 + 26t)] + (1 + 24t)k suuntainen.

7-2 5 5 5
1.a)k:4+3:7b)y-2:7(x+3);7y-14:5x+15;5x—7y+29:0c)tana:7;a:35,5°
2.a)(2,-1,00b)2¢c)y=-1

=2x-5
3.{3(’X_1)2+(y_2)z:10;(x-1)2+(2x-5-2)2=10;x2-2x+1+4x2-28x+49=10;5x2-30x+4o=o

+\/ - +
x2-6x+8:0;x:6_ 26 322652;x:4taix:2;y:2-4-5:3taiy:2-2-5:-1v:(4,\':’>)tai(2,-1)

4.2x+y=4;y=-2x+4;k;=-2 ; 3X-2y+2=0;2y=3x+2;y=1%x+1;k,=1%

1%+2 7
tan o = | 12_3 =4,0=603°

5.X2-AX+4+y +6y+9=4+9-8;(x-2)%+(y+3)°=5;K=(2,-3)jar=\5
Suoran y = 2x suuntaisten suorien parviony=2x+c;2x-y+c=0

- , 4+3+ .
Keskipisteen etéisyys suoraparven suoralle = séade ; el \/3 ;| 7+c|=5;7+c=5tai7+c=-5
\Ja+1
c=-2taic=-12;V:y=2x-2taiy=2x-12
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3x-2y-z =10 -1]-2 _ ] ;5x=15;x=5
Ax+5y+2z=6] |1 tOx*ry=26]-1

15+y=11;y=-4;6-12+z=1;z=7 V:Piste on (3,-4,7)

6.{2x+3y+ z= 1] -1 {5x+y=11||'('1).

- + - -
7. Olkoon P = (x,y) mielivaltainen suoran piste.|3x 7y 4|:2-|3X 7y - 13|

\[9 + 49 \[9 + 49
[3X-7y+4|=|6x-14y-26|;3x-7y+4=6x-14y-261tai 3x - 7y + 4 = -6x + 14y + 26
3x-7y-30=0tai9x-21y-22=0

8. Yhtaloé on muotoa y = 7,50 - ax” ; Piste (4,05 ; 0) on paraabelilla; 0 = 7,50 - a-4,05° ; a = 0,457
=y =750 - 0,457x° ; korkeus = y(2,60) = 7,50 - 0,457-2,60° = 4,41 V: 4,40 m korkea.

9. Piste on paraabelilla, jos etdisyys polttopisteeseen = etéisyys johtosuoralle.

35+22-6| 13

d =B 37+ (2 5P=4+9=13;d, =] =—+==113=d,=d, V: ON.

1 \/( )"+ ( ) \/ \/_ 2 9+4 \/E \/_:> 1=02

. . 2x+3y=4z+6]|-2]-2

10. Tasojen leikkaussuora on {4)( 6y=-5z+4]| 1| - (1)
3/8-z2+2 X=3/8-t+2

8x=3z+16;x=3/8-2+2;12y=13z+8;y=13/12-z+2/3;913/12 -2+ 2/3 < (13/12 - t + 2/3
z=2 z=t

—5;=3/8-i+13/12 - j+K;S,=0i +26] + 24k =24(3/8 - i + 13/12 - j + k) =24 s; = 54 || S»

98.1.1. Suora kulkee pisteiden (5,-7) ja (1,3) kautta. Laske a) kulmakerroin b) suuntakulma c) suoran yhtalo.
98.1.2. Ympyran yhtalo on x* + y* + 4x - y - 4,75 = 0. Maarita ympyran keskipiste ja sade.

98.1.3. Ratkaise yhtaloryhma 2x + 3y+z=4ja3x +y-z=3ja2x-3y-2z=4..

98.1.4. Mik& on suoran 2x + 3y = 6 ja x-akselin leikkauspisteen etdisyys suorasta 3x - 4y = 5?

98.1.5. Piirra paraabelit 2y = x* - 2x + 1 ja x = y* + 4y + 3 ja maarita niiden huiput.

98.1.6. Laske suorien 5x + 5y - 7 = 0 ja y = 7x + 5 valisten kulmien puolittajien yhtalot.

98.1.7. Misséa xy-tason osassa lauseke X + y2 saa pienempia arvoja kuin lauseke 2x - 4y + 4? Esita kyseinen
Xy-tason osa myos piirtamalla.

98.1.8. Suora y = x sivuaa pisteessa (3,3) ympyraa, jonka keskipiste on suoralla y=2x. Laske ympyran yhtalo.

x=1+2s
98.1.9. Laske suorien OP = 3i + t(j + k) ja {y =2+ s |leikkauspiste. Mika on suorien valinen kulma?
z=5-2s

98.1.10. Maanwviljelija ryhtyy kasvattamaan fasaaneja ja kalkkunoita. Yritykseen on kaytettavissa rahaa
enintdan 40 000 mk. Fasaaniuntuvikko maksaa 10 mk ja kalkkunauntuvikko 20 mk. Tilojen takia fasaaneita
voidaan ottaa enintaan 2000 ja kalkkunoita enintaan 1000. Taysikasvuisesta fasaanista maanviljelija saa 75
mk ja kalkkunasta 120 mk. Kuinka monta fasaania ja kalkkunaa maanviljelijan tulisi kasvattaa saadakseen
mahdollisimman suuren tuoton, kun ruokintaan on varattava neljasosa sijoitettavasta paaomasta?

1.a)k:ﬁ:j:-zl/zb)tana:-zl/z;oc:-68,2°c)y-3:-21/z(x-1);y:-21/zx+51/z

2. X +4x+4+y -y+025=475+4+0,25;(x+2)° +(y-%)"=9;K=(-2%)r=3

5x+4y=7 ||-(-3
x+y-2=3 1] (Xt y Tl 1 ex=27,x=3
2x-3y-2z=4| |1

15+4y=7;,4y=-8,y=-2,6-6+z=4;z=4 V:x=3,y=-2,z2=4

{2x+3y+z=4||-1|-2
3.

4. LP:y=0;2x+3y=6;2x=6;x=3LP=(3,0) Suora: 3x-4y=5& 3x-4y-5=0
[3-3-4-0-5] 4

d=

\Vo+16 5
5.2y=x"-2x+1;2y= (x - 17 y=1(x-1)°"H= (1.0) on ylospain aukeava. Piirra.
X=y' +4y+3;:x+1=y +4y+4:x+1=(y+2)°;H=(-1,-2) oikealle aukeava. Piirra.




36 Pitkd matematiikka. Kurssi 5. Analyyttinen geometria.

6. Olkoon P(x,y) mielivaltainen kulmanpuolittajan piste. Se on yhta kaukana molemmista kyljista.
[5x + 5y -7] [7x-y+5].

\J25+25  [49+1 '
2X-6y+12=0tail2x+4y-2=0 ; x-3y+6=0tai3x+y-%=0

[BXx +5y-7|=|7x-y+5|;5x+5y-7=7x-y+5taibx +5y-7=-7x+y-5

XY <2X-4y+4 ;X -2Xx+1+y +4y+4<4+1+4;(x-1)°+(y+2)°<9
Reunaviiva on ympyra, !onka K= gl,-Z) jar=3

Sisapiste (1,-2) : (1 - 1)+ (-2 + 22) <9;0+0<9ontosi

Ulkopiste (1,2) : (1 - 1)2 +(2+2)°<9;0+ 16 <9 on epatosi

V: Ehto toteutuu ko. ympyran sisépisteissa

8. Sivuamispisteeseen P(3,3) piirretty séde on kohtisuorassa suoraa y = x vastaan eli keskipiste on suoralla y
-3=-1(x-3);y=-x+ 6. Toisaalta K on suoralla y = 2x, joten lasketaan leikkauspiste y =6 - x jay = 2x ; 2x =
6-X:3Xx=6;x=2;y=4K=(2,4) ; r=KP=+/(2-3)7+ (4-3°=/1+1=1/2

YHTALO : (x-2)° + (y-4)°=2

X=3 Xx=1+2s 3=1+2s
9.L,:0P=3i+t(j+k)® {y=0+1t;L,:\y=2+s LP:ssasamatx,yjazyt=2+s jostasaadaan
z=0+t z=5-2s t=5-2s
s=1jat=3>P=(3,33) s;=j+k;s,=2i+j-2k
COSOLZlSl.SZl_ 0+1-2] L ;a=76,4°

lsal “Is2l NI+ 1NA+1+4 32

10. x = fasaanit , y = kalkkunat ; EHDOT; 10x + 20y <30 000 ; x<2000;y<1000;x>0;y>0
Piirretdan yhtasuuruusviivat ja saadaan alueeksi 5-kulmio OABCD, missa O = (0,0) , A = (2000,0) , B =
(2000,500) , C = (1000,1000) ja D = (0,1000) TUOTTO =65x + 100y . O:ssaTU =0

A:ssa TU = 65-2000 + 100-0 = 130 000, B:ssa TU = 65-2000 + 100-500 = 180 000

C:ssa TU = 65-1000 + 100-1000 = 165 000 ja D:ssé& TU = 65-0 + 100-1000 = 100 000. Suurin tuotto B:ss&
V : Kasvatetaan 2000 fasaania ja 500 kalkkunaa.

98.2.1. Maarita suorien 2x +y = 3 ja 3x - 2y = 4 a) kulmakertoimet b) suuntakulmat c) normaalivektorit?

98.2.2. Mik& on sen suoran yhtald, joka kulkee pisteen (3,1) kautta ja joka on pisteiden (2,1) ja (4,-9) kautta
kulkevan suoran kanssa yhdensuuntainen?

98.2.3. Taso z = 3 leikkaa pinnan X2 + y2 +Z2-2x + 2y - z - 18 = 0. Laske leikkauskuvion ala.

x=2+3t
98.2.4. Missa kulmassa suora {y =1+ 2t leikkaa tason 2x +y - 3z =57
z=4-t

98.2.5. Selvita laskemalla onko suora x - y + 2 = 0 ympyran x° + y* - 2 = 0 tangentti.

2x-3y=a-6
98.2.6. Milla a:n arvolla yhtaloryhmalla 4 X + 2y = 2a + 7 on ratkaisu ja mika se on?
2x-y=-4

98.2.7. 120 m leveén joen yli rakennetaan paraabelin muotoinen, keskeltd 20 m korkea kaarisilta. Siltaa
tukemaan sijoitetaan symmetrisesti kaksi kannatinpilaria, joiden korkeus veden pinnasta on 16 m. Laske
pilareiden paikat.

98.2.8. Suoray =3x + ¢, ¢ € R, leikkaa suorat 5x - 2y - 4 = 0 ja 2x - y + 4 = 0 vakiosta c riippuvissa pisteissa
A ja B. Mink& kayran muodostavat janojen AB keskipisteet?

98.2.9. Ympyran keskipiste on suoralla x - 2y = 4. Mik& on ympyran yhtalo, kun ympyra sivuaa x-akselia ja
suoraa 3x - 4y - 6 = 07?

98.2.10. Puutarhassa on tilaa korkeintaan 26 marjapensaalle. Taimien hankkimiseen on varattu 1000 mk.
karviaismarjataimen hinta on 20 mk ja herukkataimen 50 mk. Mitk& maarat pensaita tulisi hankkia, jotta
puutarhasta saataisiin mahdollisimman suuri tuotto, kun arvioidaan, ettd herukkapensaan tuotto on
puolitoistakertainen karviaismarjapensaan tuottoon ndhden?

1.2x+y=3;y=-2x+3 a)k=-2,b)tana=-2; 0 =-63,4°c)n = 2i +j
3x-2y=4;y=1%x+2a)k=1%b)tana=1%; 0 =56,3°c) n = 3i - 2

2.k:%:-5;y-1:-5(x-3);y-1:—5x+15;y:-5x+16
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3{>Z<_+3y +7°-2x+2y-z-18=0 Ay +3 2x+2y-3-1820

x2-2x+1+y2+2y+1:12+1+1;(x-l) +(y-1)°=14;r"=14;A=n’=14zn

4. Suorans =3i+2j-k;tasonn=2i+j-3k
s:n 6+2+3 _11
Il \o+a+1\4+1+9 “14

Z(s,n) = 38,2° ;/(s,T) = 90°-38,2°= 51,8°

cos(s,n) = Is|

5. Suora on ympyrén tangentti, jos ympyran kesklpisteen etaisyys suoralle = sade

x+y2—2, —(OO)r—\/E Tl \/5 \/E—r V:on

2x-3y-a=-6| -2
6.{x+2y-2a:7||-(—1) {gﬁ sy‘ 19””(32) 13y=26;y=2;2x-2=-4;x=-1

2x-y=-4 | |1
-2-6-a=-6;a=-2 V:a=-2,jolloinx=-1ljay=2

7. Olkoon x-akseli pitkin veden pintaa ja y-akseli joen keskikohdalla

Talloin siltaparaabelin yhtélé on muotoa y = 20 - ax®; y(60)=0;0=20-3600a;a= Hlo

1 5, 1
16 =20 - 120 X 120 X =4; X2 =720 ; x = 26,8 V: 26,8 m keskelta rannoille pain
8A'{y_3x+c {5X-2(3X+C) =4 5X-6X-20=4;X=-2C- 4y = -66-12+C = -5¢ - 12
T Bx 2y 4 - (X C)_ ; OX-0OX-24C= ; X=-2C - .y =-6c- C =-9oC -
y=3x+c P o B
B{Zx y+4=032X-3X-C+4=0;x=4-c;y=12-3c+c=12-2c

A=(-2c-4,-5c-12)jaB=(4-c,12-2c)
Kix=%(-2c-4+4-c)=-1%c ; y=%(-5c-12 + 12 - 2¢) = -3%cC
X=-1%c;c=2/3-X;y=-3%Cc=-3%-2/3x || -3;3y=7x;7x-3y=0

9. Olkoon keskipisteen y-koordinaatti =y, jolloin x =2y + 4 ; K= (2y + 4y)
K:n etaisyys x-akselille ja suoralle 3x - 4y - 6 = 0 on yhta suuri = sade.
[32y +4) -4y - 6] . .
;5 2y+6|;5y=2y+6taiby=-2y-6
lyl = m Iyl =12y + 6| ; Sy = 2y ai oy y
y=2taiy=-6/7,jolloin x = 8 tai x = 16/7
Ympyréiden yhtalot ovat joko (x - 8) +(y - 2) = 2% tai (x - 16/7) +(y+ 6/7) = (6/7)

10. Ostettakoon karviaispensaita x kpl ja herukkapensaita y kpl
Xx>20,y>0,x+y<26,20x +50y <1000 < 2x + 5y <100

Reunasuorista muodostuu koordinaatistoon nelikulmio, jonka jarjet ovat O = (0,0) , A =(26,0) , B =(0,20)
C: {)2(x+4;5:y2—6100 ”” C1) . 3x=30:x=10 . Taten C = (10,16)

Tuottofunktio T = ax + 11/zay saa suurimman arvonsa jossakin nurkkapisteessa

T(O)=0, T(A) =26a; T(B) =30aja T(C) = 10a + 1%a-16 = 34a, joka suurin

V: Ostetaan 10 karviaismarjatainta ja 16 herukkatainta.

99.1.1. Ympyrén keskipiste on (-1, 3) ja sade \/3 . Maarita ympyran yhtalo.

99.1.2. Maarita suorien 2x — 5y + 3 =0 ja x — 3y — 7 = 0 leikkauspisteen kautta kulkevista
suorista se, joka on kohtisuorassa suoraa 4x + y = 0 vastaan.

2x+3y+z=14
99.1.3. Ratkaise yhtaléryhma §3x - 2y - 2z = 13

4x -5y-z=-6
99.1.4. Maarita ympyran X2 + y2 — 2x + 4y = 20 pisteeseen (4, 2) piirretyn tangentin yhtalo.
99.1.5. Maarita tasojen 2x — 4y + 4z = 7 ja 6x + 2y + 3z = 2 vélinen kulma.

99.1.6. Maarita yhtalo suoralle, jonka pisteet ovat yhté etdalla suoristax —2y+2=0ja2x +y-3=0.

99.1.7. Osoita, ettd suoratL; : x=-1+4t,y=3+t,z=1,teR.
L,:x=-13+12s,y=1+6s,z=2+3s,s € R leikkaavat toisensa.

99.1.8. Milla vakion k arvoilla yhtalon y = kx” — x* + 10x + 7 — 2k kuvaaja on paraabeli ? Osoita, etté tasossa
on kaksi kiinteda pistetta, joiden kautta jokainen néisté paraabeleista kulkee. Mitk&d ndma pisteet ovat?

99.1.9. Laske pisteen P(-2, 1, 1) etdisyys suorastax=3-t,y=t,z=1+2t,te R.
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99.1.10. Kanoja ruokitaan kahdella rehulla A ja B, joiden kokoomus on

A: valkuaista 20%, rasvaa 10% ja hiilihydraatteja 70%

B: valkuaista 30%, rasvaa 20% ja hiilihydraatteja 50%.

Paivittdinen annos x g rehua A ja y g rehua B tayttda seuraavat vaatimukset

1) Annos painaa korkeintaan 100 g 2) Annos sisaltaa vahintdan 12 g valkuaista

3) Annos siséltéaa korkeintaan 16 g rasvaa 4) Vitamiinitarpeen tyydyttdmiseksi annos siséltéa vahintaan 30 g
rehua A. Rehu A maksaa 0,8 p/g ja rehu B 0,4 p/g.

Maarité x ja y siten, ettd paivittédinen annos tulee mahdollisimman halvaksi. Mik& on tdméa péaivaannoksen
minimihinta?

1. K = (-1, 3) ja sade \5 . Yhtald (x + 1)> + (y- 3)° =5

2x-5y+3=0]|1 Ay — . Cn.y— _
2.{X_3y_7:0”_(_2) y+17=0;y=-17;Xx+51-7=0;x=-44 P =(-44,-17)

Yy=-4X2Kk=-4;ky=% .Yhtaloy+ 17 =% (X +44) ||14;4y+68=x+44 ;x-4y=24

2x+3y+z=14|-1|-2 oy — _
3.{ {GX 2y=8 ||-2 :19x=57;x=3

3x-2y-2z=13| |1 _ P
AX-5y-7=-6 |1 X+ 4y =41]-1
7-3+4y=41;4y=20,y=5,23+3:5+2=14;z=-7 V.x=3,y=5,z2=-7

4.xz+f-2x+4y:20;xi-2x+1+¥z+4y+4:20+1+4;(x-1)2+(y+2)Z:25
K = (1,-2) .Piste (4,2) kehalla? : (4 - 1)> + (2 + 2)° = 9 + 16 = 25 ON!
k=2+2)/(4-1)=43>ky=-% Yhtdld:y-2=-%(X-4)||4;4y-8=-3x+12;3x+4y=20

5.2x-4y+4z=7;n,=2i-4j+4kjabx+2y+32=2;n,=6i +2j + 3k
COSOL:|n1.n2|: [12-8+12| :1—6;(1:67,6"
[nilln2| /4 +16+16\36 +4+9 67

6. Etaisyydet suorille x — 2y + 2 = 0 ja 2x + y — 3 = 0 samat. Olkoon P(x,y) mieliv. piste
[x-2y+2| [2x+y-3|
= -5 X-2y+2|=12x+y-3
g 5 VB sx-2y+2i=fx+y-3)

X-2y+2=2X+y-3TAIX-2y+2=-2Xx-y+3;Xx+3y=5TAI3x-y=1

x=-1+4t (x=-13+12s
7. {y =3+t {y =1+6s Valitaan kaksi alinta yhtal6a, joista ratkaistaan tja s
z=1 z=2+3s

3+t=1+6s ik o :
{1 -2 +3s ;$=-1/3;3+t=1-2;t=-4. Néilldtjas on pisteilla samat y ja z.
Jos samailla t ja s saadaan myds samat x-koordinaatit, niin suorilla on yhteinen piste.
X=-1+4t=-1+4-(-4)=-17 ; x=-13+ 12-(-1/3) =-13 -4 = -17.
Joten, kunt = -4 ja s = -1/3 saadaan kummankin suoran pisteeksi (-17,-1,1)

8.y=kx’—x*+10x + 7 — 2k ; y = (k - 1)x* + 10x + 7 - 2k. Paraabeli, jos k-1 0; k= 1
Valitaan parveszta kaksi paraabelia, ja lasketaan niiden leikkauspiste.

{t;g :{i/,;;()gjllo?(xjg;x2+10x+3=-x2+10x+7;2x2=4;x2=2;x=i\/§
y=2+10(+\[2) + 3 =5 +10\/2 . Naiden yhteiset pisteet ovat (+\/2 , 5 +10:/2 )
Osoitetaan, ettd ndma ovat parven jokaisella paraabelilla k:n arvosta riippumatta.
5+10\2=(k-1)(\2)*+10(x\2) + 7 -2k ; 5 £ 10\2 = (k- 1)-2 £ 10\2 + 7 - 2k
5+ 1012 =2k - 2 +10n2 + 7 - 2k ; 0 = 0, joten yhtalo on tosi kaikilla k:n arvoilla.

9. Olkoon suoran l&hin piste A = (3 - t,t,1 + 2t) P = (-2,1,1). Suoran s = -i +j + 2k
AP=(3-t+2)i+(t-1)j+(1L+2t-1k=(5-1t)i+(t-1)j+2tk; AP LS <> AP-s=0
t-5+t-1+4t=0;6t=6;t=1. Piste A=(2,1,3)

Etdisyys = AP =~/(2+ 27+ (1-1)°+ (3-1)°> =~/16+0+4 =20 =24/5

10. Ehdot rehumaarille x ja y saadaan annetuista ehdoista
1)x+y<100 2)0,2x+0,3y>12 3)0,1x+0,2y>16 ja 4)x>30sekd5) y>0
Epayhtaldiden maaraaman viisikulmion nurkkapisteet ovat

_{2x+3y=120_{x=60 _{x+y=100_{x=100 _{x+y=100 _{x=40
Hy=0 y=0 @ly=0 ly=0  Rlx+2y=160 ‘ly=60
_{x=30 _{x=30 _{x=30 _{x=30
S x+2y=160 ' ly=65 T |2x+3y=120 ' ly=20

Menot M(x,y) = 0,8x + 0,4y on pienin jossakin nurkkapisteessa

M(P) =0,8:60 + 0,4-0 =48 ; M(Q) = 0,8-100 + 0,4-0 = 80 ; M(R) = 0,8-40 + 0,4-60 = 56
M(S) =0,8-30 + 0,4-65 = 50 ; M(T) = 0,8-30 + 0,4-20 = 32, joka on pienin

V: Rehua A 30 g ja rehua B 20 g, jolloin kustannukset 32 pennia
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99.2.1. Laske pisteiden A(2,-4) ja B(7,6) kautta kulkevan suoran yhtalo ja suuntakulma.
99.2.2. Maarita ympyran x° + y* + 2x - 8y - 8 = 0 keskipiste ja sade.

3X+2y-z=12
99.2.3. Ratkaise yhtaléryhma {4x - 3y + 2z =10

2x+3y+4z=38

99.2.4. Maarita suorien 3x + 4y — 6 = 0 ja 3x + 4y + 15 = 0 valinen etaisyys.

X=2+t
99.2.5. Laske suorien OP = (2i + 3j) + t(3i + 2j - 6k) ja {y =1 + 2t valisen kulman suuruus.
z=3-2t

99.2.6. Milla vakion a arvoilla suorat (1 + a)x — ay = 2a ja 2ax + (a — 2)y = 3 ovat yhden-suuntaiset ja mik& on
talléin niiden kulmakerroin ?

99.2.7. Osoita, etté suoraparven (a + 1)x —y — 2a — 1 = 0 kaikki suorat kulkevat saman pisteen
kautta. Milla a:n arvoilla parven suorat ovat seké& nousevia etta leikkaavat negatiivisen y-akselin?

99.2.8. Kuinka suuressa kulmassa pisteesta (-2, 3) ympyrélle X2 + y2 — 6x + 2y + 6 = 0 piirretyt tangentit
leikkaavat toisensa ?

99.2.9. Maarita a siten, ettd paraabeliy = x* — ax leikkaa suorasta 3x = 4y janteen, jonka pituus on 2%%.

99.2.10. Laske pisteen (1, 0, —3) etaisyys tasosta 2x — 3y + 6z =-1.

1.kAB:%:2;y+4:2(x-2);y+4:2x-4;y:2x-8;tancx:2;cx:63,4°

2. X +y +2x-8y-8=0;X +2x+1+y -8y+16=8+1+16;(x +1)°+(y-4)°=25 K=(-1,4),r=5
3x+2y-z=12 ||-2 ryv= )

3_{4x-3y+22:10||-1||-2 ;{ég’fgyz_sfshll_gl;96x:288;x:3
2x+3y+4z=38 |- (-1)

30+y=34;y=4;12-12+22=10;z=5 V:x=3;y=4;z=5

4. Yhdensuuntaiset suorat ovat joka kohdassa yhta kaukana toisistaan, joten voidaan laskea ensimmaisen
suoran minka tahansa pisteen etéisyys toiselle suoralle.
Suoralla 3x + 4y - 6 = 0 on esim. piste (2,0), jonka etaisyys suoralle 3x + 4y + 15 =0 on

. .
gol32+40+1s| 21,
\[37 + 4 5

5. Suorien suuntavektorit ovat s; = 3i + 2j - 6k ja s, =i + 2j - 2k , jolloin niiden valinen kulma saadaan cos a
_Is1'sy| _ 3+4+12 19 .

“lsillsal T Af9+4+36-\1+4+4 =73, 0=252°
6.Ll:(1+a)x—ay=2a<:>y:1;rlax.2;k1 1;""

L2:2ax+(a-2)y:3¢>y=_a2_az X+a:-%2 ;k2=22—aa
LlllLz¢>k1=kz(taiLllleuy-akseli):% :22%"& .2a?=2-a+2a-a’;3a-a-2= 0
azli\/é-l-—zd' =1§5 ;a=1ltaia=-2/3 ; a=1:k=2;a=-2/3:k=-%

7. Valitaan parvesta kaksi suoraa ja lasketaan niiden leikkauspiste
= -y=1 =2 . . . .
{2 — ?1 ; {i(yz 1 {; — 1 »Joten nama kaksi suoraa leikkaavat pisteessé (2,1)
Sijoitetaan (2,1) suoraparven yhtaloon ; (a+1)-2-1-2a-1=2a+2-1-2a-1=0, joten piste (2,1) on
kaikilla parven suorilla a:n arvosta riippumatta.
Suoray=(a+ 1)x+(-2a- 1) on nouseva, josk>0;a+1>0;a>-1
ja leikkaa negatiivisen y-akselin, jos -2a-1<0;a>-% eli kaikkiaan a > -1

B.X+y -6x+2y+6=0;X-6x+9+y +2y+1=-6+9+1,;(x-3)°+(y+1)°=4
K=(3,1), r =2. Olkoon A tangentin sivuamispiste. Kolmio AKP on suorakulmainen
KP=~(3+2%+B+1)° =41 .sino.=2//41 ;0 =259°;20.=51,8°
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— 2
9.{)?/’)(—:4an ;3x:4(x2-ax)||:x;x:0;yzOtai3:4x-4a;x:a+% VY = Ya(a + Ya)

pituus = 2% ; \[(a + ¥%2)” + 9/16(a + ¥2)° = 5/2 ;\[25/16(a + ¥2)° =5/2 || ()°
25/16(a + %)’ =25/4; (a+¥)2=4;a+%=+2 a=Yataia=1%taia=-2%

Xx=1+2t
10. 2x - 3y + 6z =-1; n = 2i - 3j + 6k ; normaalin yhtal6 pisteen (1,0,-3) kautta {y =0-3t
z=-3+6t
normaalin ja tason leikkauspisteessa 2(1 + 2t) - 3(- 3t) + 6(-3 + 6t) = -1
2+4t+9t-18+36t=-1;49t=15;t=15/49
d=+/1+2t-1)°+(-3t-0)° + (-3+6t+3)° =[4° +9t" +36t° =7t=7-15/49=15/7 =2 1/7.

00.1.1. M&arité luvun a arvo, kun piste (2,3) on kayralla a(3x + a) = 2(y2 -1)

00.1.2. Suora L kulkee pisteen (5,1) kautta ja on kohtisuorassa suoraa 6x + 7y - 19 = 0 vastaan. Maarita
suoran L yhtale.

00.1.3. Pisteen P(1,2,3) projektio x-akselilla on A ja projektio yz-tasolla B.
Laske a) piste A D) piste B C) janan AB pituus.

00.1.4. Missa pisteiden (1,-2) ja (3,4) kautta kulkeva suora leikkaa suoran 2x + 5y = 26?

00.1.5. Mitka suoran 3x + 4y = 5 suuntaisista suorista ovat pisteesta (2,1) etaisyydella 3?

00.1.6. Maarita k siten, ettd suorien y = kx + 1 ja 2x + 3y + 4 = 0 valinen kulma on 45°.

00.1.7. Huonekalutehdas valmistaa keinutuoleja ja nojatuoleja. Keinutuolin osia sahataan 3 tuntia ja
viimeistellaén 2 tuntia. Nojatuolin osia sahataan 2 tuntia ja viimeistellaan 4 tuntia. Keinutuolista saadaan

voittoa 140 euroa ja nojatuolista 120 euroa. Saha on kaytdssa 12 tuntia ja viimeistelyyn on kaytettévissa 16
tuntia vuorokaudessa. Miten tuotanto kannattaa jarjestad, jotta voitto olisi mahdollisimman suuri?

1. Kun (2,3) on kayralla a(3x + a) = 2(y” - 1), niin sen koordinaatit toteuttavat yhtalon

-6+1/36 +64 _-6+10
> =

> ;a=2taia=-8

a(32+a)=2(3°-1);a’+6a-16=0;a=

2.6x+7y-19=0;7y=-6x+19;y=-6/7 - x+19/7 , jonka k = - 6/7 , tAten ky = 7/6
y-1=7/6 - (x-5) ] -6;6y-6=7x-35;-7x+6y=-29|| - (-1) ; 7x-6y =29

3. P(1,2,3). a) x-akselillay =z =0, joten A =(1,0,0) b) yz-tasolla x = 0, joten B = (0,2,3)
) AB=+/(1-0°+(0-2°+(0-3°% =/1+4+9 =14

+
4.Ku|makerroin:k=%=3.Yhté‘1l6:y+2=3(x—1);y+2=3x-3;y=3x-5
LP-{y=3X'5 - 2X +5(3x - 5) = 26 ; 2x + 15X - 25 =26 ; 17x =51 ; x = 3

Aox e oy =26 § 20+ 5(@K-5)=26; 2x+ 15¢- 25226 17x = 51 X =

y=3:3-5=4 V:LP =(3,4)

5. Suoran 3x + 4y = 5 suuntaisten suorien parvion 3x + 4y + c =0
Méaaritetaan c tiedosta "pisteen (2,1) etaisyys suoralle = 3"

3:2+4+ . .
]ﬁl =3|'5;|]c+10|=15;c+10=+15;c=5taic=-25 V:3x+4y+5=0 tai3x+4y=25

6.Li:y=kx+1;ki=k ; L:2x+3y+4=0;3y=-2x-4;y=-2/3:x-4/3;k, =-2/3

tan45°:|ffzi//§| |1-2K/3] =k +2/3];1-2ki3=k+2/3]|-3tail-2k/3=-k-2/3] -3

1
3-2k:3k+2tai3-2k:-3k-2;5k:1taik:-5;k:gtaik:-5

7. Olkoon keinutuolien lukumaara = x ja nojatuolien lukumaara =y
Ehtoja x:lle jay:lle : x>0,y > 0, sahauksesta 3x + 2y < 12 ja viimeistelysta 2x + 4y < 16
Epayhtalot rajaavat tasoon nelikulmion, jonka kérjet ovat

{ y=0 {x=4 _{3x+2y=12{x=2 _{2x+4y=16{x=
Alax+2y=12 ly=0 B lox+4y=16ly=3 x=0 ly=
Tuotto tehtdessa x keinutuolia ja y nojatuolia on T(x,y) = 140x + 120y
Tuotto on suurimmillaan jossakin alueen karkipisteessa, joten lasketaan arvo karjissa
0:T(0,00=0 A: T(4,0) = 140-4 + 120-0 = 560 B: T(2,3) = 140-2 + 120-3 = 640
C: T(0,4) = 140-0 + 120-4 = 480, joten tuotto suurin, kunx=2jay=3
V: Tehd&én 2 keinutuolia ja 3 nojatuolia péivassa.

0 ja origo (0,0)




Pitkd matematiikka. Kurssi 5. Analyyttinen geometria. 41

x=3-2t

00.2.1. Suoran yhtél6 on {y =2-3t. a) Anna kolme pistetta suoralta.
z=1+4t

b) Onko piste (11,14,-17) kyseisella suoralla?

00.2.2. Mika on ympyran x° + y* - 6x + 8y + 21 = 0 keskipiste ja sade? Onko piste P(4,-3) ympyran sisa- vai
ulkopuolella? Mik& on pisteen P etaisyys ympyran lahimpaéan pisteeseen?

00.2.3. Laske tasojen 2x - 3y -4z =4 ,3x - 2y + z =4 ja x + y + z = 4 yhteinen piste.

00.2.4. Mitké ovat suoran 2x +y + 3 = 0 ja paraabelin y = x* - 3x - 9 yhteiset pisteet? Onko suora paraabelin
sekantti, tangentti vai ulkopuolinen suora?

00.2.5. Missa pisteessa suora OP = (2 - t)i + (3 + 2t)j + tk leikkaa tason 2x + 3y - 6z = 25. Mik& on suoran ja
tason valinen kulma?

00.2.6. Maarita ympyran (x - 2)° + (y - 3)° = 10 ne tangentit, jotka ovat suoran y = 3x suuntaiset.

00.2.7. Taso leikkaa x-akselin, kun x = 2, y-akselin, kun y = 3 ja z akselin, kun z = 4. Laske tdmé&n tason ja
xy-tason valinen kulma.

x=3-2t

1. {y =2-3ta)t=0P,=(3,2,1) t=1P,=(1,-15) t=-1P;3=(5,5,-3)
z=1+4t

b) Piste (11,14,-17) on suoralla, jos l6ytyy sellainen t, jolla suoran yhtalosta saadaan kaikki koordinaatit.

11=3-2t;2t=-8;t=-4JA14=2-3t;3t=-12;t=-4JA -17=1+4t;4t=-18;t=-4% = -4 V:Eiole

2. X +Y -6Xx+8y+21=0;X -6Xx+9+y +8y+16=9+16-21;(x-3)°+(y+4)° =4
K=(3,4) r=2.PK=+/(4-3)7+(-4 +3)> =+[/1+1 =42 <r, joten piste on sisapuolella.
Etaisyys lahimpéén pisteeseen on sdde - etdisyys keskipisteesta = 2 - \/5

2x-3y-4z=4] -1 _
14x-11y=20] - 1
3.{3x-2y+z:4||-4||-1 ;{2x-3y=y0||--7” . 10y=20:y=2
x+y+z=4 |[ |-(1)

2X-6=0;2x=6 ; x=3;3+2+z=4 ;z=-1. V:P=(3,2-1)

. 2Xx+y+3=0 . y:-ZX'S ) _ ) _
4.LP.{y=X¥_3X_9 ,{y:X2_3X_9,X S 3x-9=-2x-3:x%-X-6=0

X_1¢\/1+24 _1%5
= 5 =

2 X1 =3,%X=-2jolloiny; =-2:.3-3=-9;y,=-2:(-2)-3=1

V: Pisteet ovat (3,-9) ja (-2,1) joten suora on paraabelin sekantti.

x=2-t

5. OP = (2 - t)i + (3 + 2t)] + tk suoran yhtalé parametrimuodossa {y =3+2t
z=t

LP:Piste (2-t,3+2t,t)yontasolla2x +3y-6z2=25 ; 2(2-t)+3(3+2t)-6t=25
4-2t+9+6t-6t=25;-2t=12;t=-6 P =(8,-9,-6)
Suoran suuntavektori s = -i + 2j + k ; tason normaalivektori n = 2i + 3j - 6k
[s-n| _ [-2 +6 - 6] 2
Is|-In] "\1+4+1-\4+9+36 76
/(s,n) =83,3°, /(s,T) =90° - 83,3° =6,7°

cos (s,n) =

6. Suoran y = 3x suuntaisten suorien parviony=3x+c¢c < 3x-y+c=0
Ympyra (x - 2)° + (y - 3 =10 ; K = (2,3) jar =4/10
Parametri c ratkaistaan yhtalosta : K:n etdisyys suoralle on = sade

2-3+ .
]3\/9——3101 =10 ||-\10 ; |c+3|=10;c+3=+10 ;c=7taic=-13

Viy=3x+7 taiy=3x-13

7. Olkoon tason yhtalé6 muotoa ax + by + cz=d
x-akselin LP on (2,0,0) 2a=d ; a=d/2 ; vastaavasti3b=d;b=d/3jadc=d;d=d/4
di2-x+d3-y+d/4-z=d]| -12;6dx+4dy+3dy=12d||:d;6x+4y+3z=12
ng=6i+4j+3k ;n,=k
[Ny - Ny [0+0+3] 3
cos (n3,ny) = = = ;a=67,4°
(22 =0 Tl =36+ 16+9.1  voi ' ©
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00.3.1. Mika on suoran 5x + 2y = 7 kulmakerroin ja kuinka suuren kulman se muodostaa x-akselin kanssa?
00.3.2. Suora L kulkee pisteen (-5,1) kautta ja on suoran 3x + 4y = 1 suuntainen. Maarita L:n yhtalo.
00.3.3. Milla a:n arvoilla yhtalo X2 + y2 - 6xX + 2y + a = 0 esittad ympyraa?

00.3.4. Ympyran keskipiste on (4,1) ja s&de 5. Osoita, etta piste (7,-3) on ympyran kehalla. Maarita tahan
pisteeseen piirretyn tangentin yhtalo.

00.3.5. Laske suorien 4x + 7y = 8 ja y = 8x + 9 valisten kulmien puolittajien yhtalét.

00.3.6. Suora kulkee pisteiden (1,2,3) ja (-1,0,4) kautta. Missa pisteessa se leikkaa xy-tason?

00.3.7. Maasta heitetty Kkivi lentaa likimain paraabelin muotoisen kaaren, kdy 15 m korkeudessa ja osuisi
maahan 50 m paassa heittokohdasta, jollei 35 m p&assé olisi korkea pystysuora seiné. Milla korkeudella kivi

osuu seindéan? Maan pinta oletetaan tasaiseksi ja heitto alkavaksi maan pinnan tasalta.

00.3.8. Taso T leikkaa xy-tason pitkin suoraa x + 3y = 12 ja yz-tason pitkin suoraa 4y - z = 16. Mikd on T:n ja
xz-tason leikkaussuoran yhtalo.

00.3.9. Muodosta pisteiden (0,1) ja (1,0) kautta kulkevien ympyréiden parvi.

00.3.10. Pellon lannoitukseen olisi kaytettava 36 kg fosfaatteja ja 30 kg nitraatteja. Yhdessa kilossa
lannoitetta A on 0,2 kg fosfaatteja ja 0,1 kg nitraatteja seka lannoitteessa B 0,2 kg fosfaatteja ja 0,3 kg
nitraatteja. Lannoite A maksaa 2 mk/kg ja lannoite B 4 mk/kg. Millaisen sekoituksen han tekee peltoa varten,
jotta se olisi mahdollisimman halpa?

1.5Xx+2y=7® 2y=-bx+7 @ y=-2x+3%;k=-2% ;tana =- 2% ; a. = -68,2°

2.L]|3x+4y=1;Lon3x+4y=c.P=(-51)eL;3:(5+41=c;-11=c;L:3x+4y=-11

3X+Y -6Xx+2y+a=0 X -6X+9+y +2y+1=9+1-a< (x-3)°+(y+1)°=10- a, jonka kuvaaja
onympyrd, kun10-a>0<¢ a<10

4.K=@41)jaP=(7,-3);KP=+/(4-7)°+(1+3)° =9+ 16 =5=r= P on kehalla

+
kr:i-? =—% = k=% Tangentinyhtald ony + 3=%(x-7)||-4;4y+12=3x-21;3x-4y=33

5. Olkoon piste P(x,y) suorien 4x + 7y = 8 jay = 8x + 9 valisen kulman puolittajalla.
. .t . [4x + 7y -8| [8x-y+9|
P:sta on yhta pitk&d matka kummallekin suoralle. = -4/65
yntap \/16+49 64 +1 I \/_
[4x + 7y - 8| =|8x-y+9|;4x+7y-8=8x-y+9taidx+7y-8=-8x+y-9
Ax-8y+17=0tai12x+6y+1=0

6. Olkoon A = (1,2,3) ja B = (-1,0,4). Suoran suuntavektoris = AB = -2i - 2j + k

x=1-2t x=1-2-(-3)
Suoran yhtalo |y =2 -2t . xy-tasollaz=0;3+t=0;t=-3;P=9y=2-2:(-3) =(7,8,0)
Z=3+t z=3+(-3)

7. Olkoon y-akseli paraabelin huipun kohdalla. Tallgin paraabelilla on pisteet (-25,0) ja (0,15) sek& paraabelin
yhtalé muotoa y = ax® + ¢

(0,15) € Par; 15 =cja (-25,0) € Par; 0 = 625a + 15 ; ¢ = - 15/625 = -3/125

Kivi osuu seindan, kun x =10 ;y = - 3/125 - 10°+15=-2,4+15=12,6 V: 12,6 m korkeudella

8. Olkoon tason yhtélo ax + by + cz = d. se leikkaa xy-tason pitkin suoraa ax + by = d ja yz-tason pitkin
suoraaby +cz=d

ax + by =d sama kuin x + 3y = 12 _{a:lzb:Szd:lZ . _ L . . .
{by +cz=dsamakuindy-z=16 ' |b:4 = c:(-1) = d:16 Valitaan d = 48 (12:n ja 16:n yhteinen jaettava)
a=4jab=12sekd b =12 jac =-3. Kun b:tkin samoja yhtal6 on 4x + 12y - 3z =48

9. Olkoon ympyran yhtélé muotoa x° +y* + AX + By+ C =0
{(1,0)0nympyrél|é _{1+0+A+C:O _{A:-C-l
gO,l)onympyraIIa "0+1+B+C=0"'B=-C-1
X +y* - (C+1)x-(C+1)y+C=0
Ehto sille, ettd tulee ympyra on etté neli6on tdydentamisen jalkeen oikea puoli on > 0
X2 - (C+ )X+ a(C + 1)° +y* - (C + 1)y + ¥4(C + 1)° = %(C + 1)*- C
%(C + 1)2 -C>0]-2; C’+2C+1-2C>0;C*+1>0, joten kuvaaja on ympyré kaikilla C:n arvoilla.
Vix*+y*-(C+1)x-(C+1)y+C=0,CeR




Pitkd matematiikka. Kurssi 5. Analyyttinen geometria. 43

10. Ostettakoon x kg lannoitetta A ja y kg lannoitetta B. Ehtoja maérile x>0,y >0,
fosfaateista 0,2x + 0,2y > 36 eli x + y > 180 ja nitraateista 0,1x + 0,3y > 30 eli x + 3y > 300.

. ] x=0 ./ x=0 I x+y=180  [x=120 . ] y=0 _[x=300
Re“”ap'Stee”-{xw: 180 ’{y: 180 ° K'{x+3y:300 { 60 S'{x+3y:300 { y=0
Minimoitava lauseke on kustannuksien lauseke K(x,y) = 2x + 4y
Arvo Y:ssa on 2-0 + 4-180 = 720, K:ssa 2:120 + 4-60 = 480 ja S:ss& 2-300 + 4-0 = 600.

Joten kustannukset ovat pienimmilldén K:ssa V: 120 kg lannoitetta A ja 60 kg lannoitetta B

01.1.1. M&arita paraabeliny = - X2+ 2X + 2 jasuoran 2x -y - 2 = 0 yhteiset pisteet.

01.1.2. Maarita paraabelin yhtéld, kun paraabelin akselina on y-akseli ja paraabeli kulkee pisteiden (0,2) ja
(7, -4) kautta.

01.1.3. Ympyran halkaisijan paatepisteet ovat (-3, 4) ja (5, -2). Maaritd ympyran yhtalo.
01.1.4. Laske suorien 2x -6y -1=0ja-x+ 3y + 3 =0 etaisyys.

01.1.5. Maarita ympyran x° + y* - 4y - 1 = 0 pisteeseen (-2, 1) piirretyn tangentin yhtalo.

Xx-3y-2=0
01.1.6. Ratkaise yhtaléoryhma { 2x +y -z =0 . Mika on ratkaisun geometrinen tulkinta?
y+2z+7=0

01.1.7. M&arita vakiot a ja b siten, ettd suora ax + 2y + b = 0 kulkee pisteen (-1, 2) kautta ja on suoran
3x +y-2=0 suuntainen.

01.1.8. Suora s; kulkee pisteen (0, 1, 1) kautta ja on vektorin 3i - j - K suuntainen. Suora s, kulkee pisteen
(2, 1, 4) kautta ja on vektorin 3i + j + 3k suuntainen. Leikkaavatko suorat toisensa? Jos, niin missa?

01.1.9. Kauppias myy taytettyja sampyléita kahdella erilaisella taytteella: juustotaytteelld tai kinkkutaytteella.
Juustosdmpyloita voidaan valmistaa enintéén 20 kappaletta. Kinkkusampylaan tarvikkeet 16ytyvat
korkeintaan 30 kappaleen valmistamiseen. Yhteensa sampyl6ita voidaan kuitenkin valmistaa enintaan 40
kappaletta. Juustosampyléiden myynnistéa kauppias saa voittoa 1,3 euroa sampylalta ja kinkkusampyloista
0,8 euroa sampylalta. Kuinka monta juusto- ja kinkkusampylaa kauppiaan olisi myytava, jotta voitto olisi
mahdollisimman suuri?

01.1.10. Maarita sellaisen kayran yhtalod, jonka jokaisen pisteen etaisyys pisteesta (0, 2) on kaksinkertainen
verrattuna pisteen etaisyyteen origosta. Mika kayra on kyseessa?

=X +2X +
1{y2X_Xy_22);02;2x—(-x2+2x+2)-2=0;x2=4;x=2;y=2jax=-2;y=-6 V: (2.2) ja (-2,-6)

2. Akseli on y-akseli = yhtéldé on muotoa 'y = ax’ +b (0,2) paraabelila=2=0+b;b=2
(7,-4) paraabelilla= -4 =a-49+2;a=-6/49 V:y=-6/49 - X" + 2

3. Kix=1%(-3+5)=1;y=%(4-2)=1=K=(1,1)
Halkaisija =1/(-3-5)° +(4 +2)° =\/64+36 =10=r=5 Yhtalo : (x - 1)° + (y-1)°=25

4. Suorat ovat yhdensuuntaiset, silla 2 : (-1) = -6 : 3, joten suorien etéisyys on sama joka kohdassa.
Valitaan jalkimmaiseltéd suoralta piste x =0;y=-1
gol20-6(-1 5 __5 510 /10

T \2%+6° 40 T 2/10 T 210 T 4

5.X°+Yy -4y-1=0;X+y -4y+4=1+4;(x-0°+(y-2)°=5=K=(0,2)
kr:% =Y%=kr=-2 Tangentinyhtald :y-1=-2(x+2);y-1=-2x-4;y=-2x-3

x-3y-2=0 x-3y =2 X-3y=2
6.92Xx+y-z2=0 :92x+y-z=0]| -2 ;{4X+3y:_7;5x:-5;x:-1

y+2z2+7=0 y+2z=-7] -1
-1-3y=2;-3y=3,;y=-1;-1+22+7=0,;22=-6;2=-3 Tasot leikkaavat pisteessé (-1,-1,-3)

7.ax+2y+b=0<%&y=-Yax-%b;3x+y-2=0;y=-3x+2 Suorat yhdensuuntaisia = -“2a=-3;a=6
Piste (-1,2) suoralla = 6:(-1) +2:2+b=0;b=2 Via=6,b=2
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x=0+3t X=2+3s t=2+3s
8.51:9y=1-t ; s,:q9y=1+s ;91-t=1+s
z=1-t z=4+3s (1-t=4+3s

: . s, ] 1-t=1+s
Vahtaan2a|mtayhta|oa:{1_t:4+35;1+s:4+3s;25:-3;5:-11/2;t:11/z

Toteutuuko ylin yhtald? 3 - 1% =2 + 3 - (-1%2), joka on epétosi. V: Suorat eivét leikkaa.

9. Olkoon juustosampyloéitéa x kpl ja kinkkusampyléita y kpl
0<x<20;0<y<30;x+y<40, joiden muodostama tasoalue on viisikulmio, joka kérjet
0 =(0,0), A=(20,0), B=(20,20), C =(10,30) ja D =(0,30)

Voittofunktio V(x,y) = 1,3x + 0,8y

A: V(20,0) =26 €, B: V(20,20) =42 €, C :V(10,30) =37 €ja D : V(0,30) =24 €

V: 20 juustosdmpylad ja 20 kinkkusampylda

10. Olkoon P(x,y) mielivaltainen kysytyn kayran piste, A = (0,2) ja O = (0,0).

PA=2-PO;\[(x-0)7+(y-2)° =2\)"+V* [|()*;X° + (y-2)*= 40 +¥?)

A+ Ay - X2 -y + Ay -4=0;3 +3y° +4y-4=0]:3;X° +y* +4/3-y-4/3=0

X2 +y* +4/3 .y +4/9=4/3+4/9; (x - 0)* + (y + 2/3)* = 16/9 , joka on ympyré, jonka keskipiste on (0,2/3) ja
sade = 4/3

01.2.1. M&arita suoralle 2x - 4y - 7 = 0 pisteesta (-2, 3) piirretyn normaalin yhtalo.

01.2.2. Maarita ylospain aukeavan paraabelin yhtalo, kun huippu on origossa ja paraabeli kulkee pisteen
(6,12) kautta.

01.2.3. Laske kulma, jonka suoraty + 2x - 5 =0 ja 3x - 4y = -7 muodostavat.

01.2.4. Laske pisteen (-1, 2) etdisyys pisteiden (5, 2) ja (-2, 9) kautta kulkevasta suorasta.

01.2.5. Paraabelillay = - X2 +2x + 1 on janne, joka on suoralla y = 4x - 7. Maarita janteen paatepisteet.
01.2.6. Maarita lausekkeen 2x +y suurin arvo, kunx>0,y>0,x+y<3jadx +y<8.

01.2.7. Milla vakion a arvoilla yhtalon x* - 2x +y* + 4y + a =0 kuvaaja on ympyra? Milla a:n arvolla piste
(1, 3) on ympyrén kehalla? Mika on talléin ympyran sade?

01.2.8. Mik& on tasojen 2x +y+ 4z =5ja x -y + 2z = 4 leikkaussuora?

01.2.9. Suora | kulkee pisteen (2,-1,3) kautta ja on vektorin s = 4i + 2j - 3k suuntainen. Missa pisteessé suora
| leikkaa tason x - 2y - 3z = 13? Mik& on suoran ja tason valinen kulma?

01.2.10. Janan paatepiste on kayrallay = 2x° ja toinen péaatepiste (0, 2). Milla kayralla on janan keskipiste?

1. Suora: 2x - 4y - 7 = 0. Normaalien parvi: 4x + 2y + C = 0 ; Piste (-2,3) on normaalilla
4-(-2)+2:3+C=0;C=2. 4x+2y+2=02x+y+1=0

2. Paraabelin yht&ld on muotoa y = ax” . Piste (6,12) on paraabelilla. 12=a-6°;a=1/3 V:y=x"/3

By+2Xx-5=0®@y=-2x+5;k; =-2.3x -4y =-7T @ y=%x+ 1% ;k, =%

 Kikp . 2-3l4 a1
ano =139, 1 =1 Tv (2)am |71 175%:0=797

4.k:% =-1. Suoran yhtalo:y -2 =-1(x-5) ;y-2=-x+5;x+y-7=0

goll*2-71 _6 _6y2 _ 33

NI+l 2 2
2
Jy=x"+2x+1 2 L2 o 2++4+32 -2+6
5.LP.{ y=4x-7 JAX -7 =X +2X+1;X"+2x-8=0;x= 2 ="

x=2taix=-4 V:(2,1) ja (-4,-23)

x=o_{ x=0 {xzo_{ y=0 {x=2_{x+y=3 {x=5/3
y=0"'lx+y=3 y=3"'4x+y=8 ly=0"'U4x+y=8 ly=4/3
2X+ Y00 =0+0=0;2X+Y|03=0+3=3;2X+Y|p0=4+0=4

2X + V|34 = 10/3 + 4/3 = 4 2/3, joka on suurin

6. Alueen reunat : {

7.X-2x+y +4y+a=0© X -2x+1+y +4y+4=1+4-a>(x-1)"+(y+2°=5-a
Ympyra, kun5-a>0 < a<5. (1,3) on kehalla, kun (1-1)°+(3+2)°=5-a;a=-20
rF=5-a=5+20=25;r=5
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+ty+4z= +y=-4z+
8.{2)( y+4z=5 {ZX y=-4z 5;3x:-62+9;x:-22+3;-4z+6+y:-4z+5;y:-1

X-y+2z=4 X-y=-2z+4
X=-2t+3
V:{ y=-1
z=t
X =2+ 4t
9.I:P:(2,-1,3)jas:4i+2j—3k;{y:-1+2t
z=3-3t

LP:2+4t-2(-1+2t)-3(3-3t) =13 2+4t+2-4t-9+9t=13;9t=18;t=2= P =(10,3,-3)
Taso:x-2y-3z=13;n=i-2j-3k;

[n-s] _ [4-4+9] 9
Inl-Is| /16 +4+Rn[1+4+9 +[29-14
Suoran ja tason valinen kulma = 90° - 63,5° = 26,5°

a=Z(n,s)cosa= ~ 0,447 ; o = 63,5°.

10. Olkoon janan toinen paatepiste paraabelin piste (t,2t°). Toinen paéatepiste on (0,2)
KP:X=%(t+0)=%ht=>t=2X, y=%R+2) =t +1=(2x)°+1=4x"+1V:y=4x*+ 1

02.1.1. Maarita suorieny =4x + 1 jax - y = 2 leikkauspiste ja laske suorien valinen kulma.
02.1.2. Laske ympyran x* +y* - 6x -4y + 8 =0 ala.
02.1.3. Laske tasojen 2x + 3y+z=-5,x-y-z=8ja 3x - 2y - z= 24 leikkauspiste

02.1.4. Laske pisteen (-1, 0). etdisyys suorasta 2x +y - 4 = 0. Onko tdma suora ympyran

(x+1)P2+y* = (%) i tangentti?

02.1.5. Mik& on sen paraabelin yhtalo, joka kulkee origon kautta, jonka akseli on suoralla'y = 1 ja huippu
suoralla x = 2?

02.1.6. Osoita, etté suoraparveny + 1 = (t + 1)x - 2t, missa parametri t saa kaikki reaaliarvot, kaikki suorat
kulkevat saman pisteen kautta. Maaritd se parven suora, joka muodostaa x-akselin kanssa 45° kulman.

02.1.7. Milla vakion a arvoilla yhtald x* + y* + 2ax - 4ay + 4a° = 0 esittaa ympyraa? Maarita parametri a siten,
ettd ympyran keskipiste on suorallax +y + 1 =0.

02.1.8. Suora L, kulkee pisteen (1, 2, 3) kautta ja suoran suuntavektori on s; = -5i + 3j - 7k. Suora L, kulkee
pisteen (-4, -1, 5) kautta ja on vektorin s, =i - j + 2k suuntainen. Mik& on suorien leikkauspiste?

02.1.9. Taso leikkaa koordinaattiakselit pisteissa (1,0,0) (0,2,0) ja (0,0,3). Mik& on tason yhtal6?

02.1.10. Puuseppa valmistaa tuoleja ja pdytia. Yhden tuolin valmistus vaatii 10 ty6tuntia ja yhden poydan
valmistus 15 ty6tuntia. Jalopuulevya kuluu yhteen tuoliin 50 cm ja yhteen poytddn 200 cm. Kaytettavissa on
450 tyétuntia ja 40 m jalopuulevya. Mikd on optimaalinen tuotanto-ohjelma kun tuolin tuotto on 45 euroa ja
poydan 80 euroa kappaleelta?

y=4x+1
1.LP: X-y=2 X-Ax+1)=2;x-4x-1=2;-3x=3;x=-1;y=4-(-1) +1=-3V:(-1,-3)

_dke-kgl _ [4-1] _3 . _ ..,
@Na =114k “[i+a] ~5 %731

2. X +Y -6X-4y+8=0 X -6X+9+y -4y+4=9+4-8 (x-3)°+(y-2°=5
r’ =5, joten A= nr’ = -5 =5x

X-y-z=8]-1

2x+3y+z=-5|| -1 -1 =3 (-
3.{ {3x+2y—3||(1)7)(=35;X=5;5-5+y=19:y='6

3x-2y-z=24 | -1 SX+y=19]| -2
25+3(6)+z=-5;10-18+2z=-5;z=3 V: (5,-6,3)
4. Pisteen (-1, 0). etéisyys suorasta 2x+y-4:00nd:JL(i)ul :i
' T \Va+1 \/5

2
Piste (-1,0) on ympyran (X + 1)° +y* = (%) keskipiste ja sen etaisyys suorasta = sade.

Taten suora on ympyrdn tangentti.
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5. Akseli y =1 on x-akselin suuntainen = paraabeli aukeaa oikealle tai vasemmalle.
Yht&lé on muotoa X - Xo = a(y - Yo)° Huippu on suoralla x = 2. Siis Xo =2 jaye = 1

X - 2 = a(y - 1)*. Paraabeli kulkee origon kautta, 0 - 2= a(0 - 1% e -2=a

Yhtalo X -2 =-2(y-1)° & x-2=-2(y -2y + 1) & X-2=-2y° + 4y -2 & x = -2y + 4y

6. Valitaan parvestay + 1 = (t + 1)x - 2t kaksi suoraa ja lasketaan niiden leikkauspiste.
{tt:—_O1 ; {;/: i _ )2( ; {5 ;)i Nama kaksi suoraa leikkaa pisteessa (2,1)

Naytetaan, etta kaikki parven suorat kulkevat pisteen (2,1) kautta sijoittamalla yhtal66n
1+1=(t+1)2-2t= 2=2t+2-2t < 0=0, joten piste on suoralla t:n arvosta riippumatta
Kun suora muodostaa x-akselin kanssa 45° kulman, on kulmakerroin k = 1 taik = -1
(t+1)=1<¢t=0;suoraony+1=(0+1)x-2:0;y=x-1
(t+1)=-1=t=-2;suoraony+1=(-2+1)x-2:(-2);y=-x+3

7.X°+y +2ax-day+4a°=0 @ x +2ax+a’ +y -day+4a° =a° +4a’ - 4a’
& (x +a)” + (y - 2a)° = a°, Kuvaaja on ympyra, kun a®> 0 elia =0
Keskipiste on (-a,2a) on suorallax+y+1=0kun-a+2a+1=0;a=-1

x=1-5t X=-4+s
8.L;: {y =2+3t L,: {y =-1-s Suorat leikkaavat, jos niiden koordinaatit samat
z=3-Tt z=5+2s
1-5t=-4+s
{2 + 3t = -1 - s Ratkaistaan kahdesta ylimmastéa s ja t ja tarkistetaan onko kolmas tosi
3-7t=5+2s
3-2t=-5;2t=8;t=4;1-20=-4+s;s=-15
Tallgin kolmas yhtélé : 3- 7.4 =5+ 2.(-15) <» 3-28 =5 - 30 & -25 = -25 toteutuu
Pisteonx=1-54=-19;y=2+34=14jaz=3-7-4=-25 V:P =(-19,14,-25)

9. Olkoon tason yhtdlé muotoa ax + by + cz = d. sijoitetaan pisteet yhtaloon

a+0+0=d a=d
0+2b+0=d ;y b=%d dx+%dy+1/3-dz=d]||-6/d;6x+3y+2z=6
0+0+3c=d c=1/3d

10. Tehdaan tuoleja x kpl ja poytia y kpl
Ehto ty6tunneista 10x + 15y < 450 , ehto levyistd 0,5x + 2y < 40 ; reaalisuus x>0,y >0

. ) y=0 _{y:O _{10x+15y:450 {x:24 { x=0
Reunapisteet O(0,0) , A: {10x+15y:450 1x=45 Bl 05x+2y=40 “ly=14 C-losx+2y=40 ¢

{; :200 Optimoitavana on tuotto F(x,y) = 45x + 80y
F(45,0) = 2025 ; F(24,14) = 2200 on suurin; F(0,20) = 1600  V: 24 tuolia ja 14 poytaa

02.2.1. Suora, jonka kulmakerroin on %2, kulkee pisteen (1,1) kautta.
Missé pisteessa suora leikkaa a) y -akselin, b) x -akselin?

02.2.2. Olkoon annettu suoraty = 1 - 2px jay = 2x + 1. Maarita luku p siten, etta suorat ovat
a) yhdensuuntaiset, b) kohtisuorassa toisiaan vastaan.

02.2.3. Janan paatepisteet ovat (1,3) ja (5, -1). Mik& on janan keskinormaalin yhtalg?

02.2.4. Laske ympyran x* + y* - 6x + 8y + 9 = 0 keskipiste ja sade. Miten kaukana keskipiste on suorasta
4x - 3y + 1 = 0? Miten pitk& on ympyran ja suoran lyhin etaisyys?

02.2.5. Osoita, etta pisteesta (O,\/E ) ympyrélle X2 + y2 = 1 piirretyt tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Maarita sen viivan yhtalo, jonka pisteistd ympyra nakyy suorassa kulmassa.

02.2.6. Missa pisteessa suora OP = (2i + 3] - 4k) + t(i - 2j - k) leikkaa tason 3x - 2y + z = 8?
Mik& on suoran ja tason vélinen kulma

02.2.7. Paraabeli, jonka akseli on y -akselin suuntainen, kulkee pisteiden (3, -9), (4, -3) seka (5, -1) kautta.
Mé&érita paraabelin yhtalo.

02.2.8. Mik& on tasojen 2x -y - 3z = 4 ja 3x + 2y - z = 6 leikkaussuora?
02.2.9. Hoitokoti Karvakuonot tarjoaa koirille tdysihoidon hintaan 10€ ja kissoille 5€ vuorokausi. Kotiin mahtuu
korkeintaan 28 elainta. Kissojen hoitoon kuluu 10 ja koirien 30 minuuttia. Hoitotunteja on kaytettavissa 10.

Montako kissaa ja koiraa kannattaa ottaa, jotta paivatuotto olisi suurin?

02.2.10. Ympyran keskipiste on (5,3) ja sdde 4. Misséd suhteessa suora X +y =4 jakaa ympyran kehan?
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1. Suoranyhtélé: y -1 =%(x - 1) ; y- 1 =%x - ¥ ; y = ¥ox + 4. y-akselin leikkauspiste: (0, ¥2)
x-akselin leikkauspiste: y=0; ¥%x +% =0; %X =-%;x=-1; (-1, 0)

2.k1:-2p;k2:2;a)Ll||L2;k1:k2:-2p:2;p:-l; L1J_L2:kl-kzz-l;-2p-2:-1;-4p:-1;p=1/4

3. Keskipiste:x:1/2(1+5):3;y:1/2(3-1):1;kL::,_%f-i3 =-1;ky=1

Normaalin yhtalé: y-1=1-(x-3) ;y=x-2

4.X°-6Xx+9+y +8y+16=16;(x-3)°+(y+4)°=4";K=(3,-4)r=4

etaisyys suoralle: d = l 4'3\}%:2 g 2—5:5 =5 Lyhin etdisyys =d-r=5-4=1

5. Ympyran x” + y* = 1 keskipiste on K = (0, 0) ja sade r = 1.

Pisteen P = (0, \/5 ) etaisyys ympyran keskipisteesta = \/5 .

Piirretd&n kolmio KPT, missé& T on tangentin sivuamispiste. Kolmio on suorakulmainen, kun tangentti on
kohtisuorassa sadetta vastaan. Olkoon ZKPT = a ; sin o = 1: \/E .o =45°

Tangenttikulman kérjen ja ympyrén keskipisteen yhdysjana puolittaa tangenttikulman.

Siis tangenttikulma on 2-45° = 90°. Muut pisteet, josta ympyra nakyy suorassa kulmassa on ympyraviiva, jolla
on sama keskipiste ja sédde on sama kuin PK; x> +y? =2

X=2+t
6. Suoran yhtald parametrimuodossa {y=3-2t
z=-4-t1
Piste ontasollakun 3(2 +t)-2(3-2t) + (-4-1)=8,6+3t-6+4t-4-t=8;6t=12;t=2
Pisteonx=2+2=4,y=3-4=-1;z=-4-2=-6P =(4,-1, -6)
Suorans =i-2j-k.Tasonn =3i-2j +k;
s-n 3+4-1 6

cos a = = = 0= 49,1°, Z(L,T) = 90° - 49,1° = 40,9°
“TIslinl T\1+4+1Jo+4+1 614 " L1

7. Paraabelin yht&l6 on muotoa y = ax” + bx + ¢
(3,-9eP 9a+3b+c=-9 7a+b=6
4,-3) e P ; 16a+4b+c:—3;{9a+b:2;2a:-4;a:—2;—14+b:6;b:20
(5,-1) eP (25a+5b+c=-1

-18+ 60 + ¢ =-9; ¢ =-51. Paraabelin yhtalé ony = -2x% + 20x - 51

8.{2x—y:32+4|| 2

3X_|_2y:Z+6”_1,7x:7z+14;x:z+2;2(z+2)-y:3z+4;22+4-y:3z+4;y:-z;

{x =2+t

Leikkaussuoran yhtald ony y=-t

9. Olkoon kissoja x ja koiria y.Zx_ztO, y >0, tilaehto: x + y < 28 ; aikaehto: 10x + 30y < 600

Ehdot rajoittavat alueen O = origo ; A = {x +yy:=028 =(28,0);B= {Xx++§/y::2680 ;2y=32;y=16;x+16=
28:x =12 AB= (12, 16) C = {X +X3; S 60 = (0. 20)

Kohdefunktio saadaan tuloista T(x,y) = 5x + 10y ; T(0,0) =0 T(28,0) = 140 ; T(12,16) = 60 + 160 = 220 ;
T(0,20) = 200. Joten tulot suurimmat kun kissoja on 12 ja koiria 16.

o : 5+3-4 4
10. Keskipisteen etaisyys suoralle on d = br3-4 =—== 2\/§

Ji+1 42
Olkoon keskuskulma a. Piirretdan keskipisteestéa suoralle normaali. Syntyneestéa suorakulmaisesta kolmiosta
saadaan: cos Yo = 2\/5 4= 1/2\/5 i Yoo = 45° ; o= 90°
Suora erottaa ympyrasta kaaret 90° ja 270°, joten keh& jakaantuu suhteessa 90:270 = 1:3




