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MA4. Trigonometria ja vektorit.
1. Kolmion ratkaiseminen

1.1 Suorakulmaisen kolmion trigonometriaa

1. Trigonometriset funktiot suorakulmaisessa kolmiossa

Sini, kosini, tangentti, kotangentti, sekantti ja kosekantti ovat kulman funktioita. Niiden arvo on kulman suu-
ruudesta riippuvia yksikasitteisia lukuja, silla jos kulma on tietty ja liséksi kolmiossa on suora kulma, niin kaik-
ki tallaiset kolmiot ovat yndenmuotoisia ja nain ollen niiden sivujen suhteet ovat samoja

2. Teravan kulman sini
sin a = kulman vastainen kateetti : hypotenuusa=a: c

3. Teravan kulman kosini
cos a = kulman viereinen kateetti : hypotenuusa=b: c

4. Teravan kulman tangentti
tan o = kulman vastainen kateetti : viereinen kateetti=a : b

1.1.1. Suorakulmaisen kolmion sivut ovat 3, 4 ja 5. Laske pienimmé&n kulman sini, kosini ja tangentti.

2. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 5 ja 12. Laske keskimmaisen kulman sini, kosini ja tangentti.

3. Tasakylkisen kolmion kanta on 6 ja kylki 5. Laske kantakulman sini ja huippukulman puolittajan kosini.
4. Ympyran sade on 10 ja janne 12. Laske jannetta vastaavan kehdkulman tangentti.

. Suorakulmaisen kolmion ratkaiseminen

. Piirré kolmio. Jollei se ole valmiiksi suorakulmainen, tee apupiirros, jotta syntyisi suorakulmainen kolmio.
. Merkitse siihen annetut osat ja kysytty osa kayttaen kirjainta x tms.

. Mieti millaisia sivuja (vast., vier. kateetti, hypotenuusa) annetut tai kysytyt sivut ovat annetulle kulmalle

. Paattele mikéa trigonometrinen funktio naistd muodostuu ja kirjoita siti vastaava yhtalo.

. Ratkaise saadusta yhtalosta kysytty osa.

. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on 7,2 cm ja pienin kulma 41°. Laske kateetit.

. Suorakulmaisen kolmion kateetti on 4,7 m ja vastainen kulma 63°. Laske hypotenuusa.

. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 12 ja 17. Laske teravat kulmat.

. Ympyran sade on 25 cm. Laske 80° keskuskulmaa vastaavan janteen pituus.

. Laske kolmion kanta, kun korkeus on 12 cm ja kantakulmat 54° ja 32°.

10. Tasakylkisen kolmion kanta on 8 ja kantakulma 72°. Laske kolmion kylki ja ala.

11. Laske ympyréan, jonka sade on 5 cm, siséan piirretyn sdannéllisen 10-kulmion ala.

12. Suoran tien eraasta kohdasta nakyy torni 30° kulkusuunnasta oikealle ja 200 m tieta pitkin lAhemmaksi
tultaessa 45° kulmassa. Kuinka kaukana tiesta torni on?

13. Torni nékyy 10° korkeuskulmassa ja 300 m lahemp&aé 20° kulmassa. Mika on tornin korkeus?

14. Puolisuunnikkaassa on kolme 5 m pitk&a sivua ja neljas sivu on 8 m. Laske puolisuunnikkaan kulmat.
15. Tasaiselle maalle ita-lansi suuntaan rakennetun 8,40 m leveén ja 5,80 m korkean harjakattoisen talon
pohjoispuolella 9,5 m paadssa seinasta on lipputanko. Auringon paistaessa suoraan eteldsta talon harjan varjo
osuu lipputankoon 2,15 m korkeudella. Missa kulmassa auringon sateet kohtaavat maan pinnan?

16. Missa kulmassa maapallo (séde 6366 km) nakyy 1650 km korkeudella olevasta satelliitista?

17. Kolmion ala on 210 cm?. Sen kaksi korkeusjanaa ovat 15,0 cm ja 16,6 cm. Laske naiden korkeusjanojen
valinen kulma.

18. Kiilahihna kulkee kahden vékipydran yli. Vakipyorien halkaisijat ovat 200 mm ja 400 mm seka niiden kes-
kipisteiden valimatka 1200 mm. Laske kiilahihnan pituus.

wo~Noulmoom> o

6. Tietyn kulman trigonometristen funktioiden arvot, kun yhden arvo tunnetaan

A. Piirrd suorakulmainen kolmio ja laita siihen ko. kulma

B. Merkitse annetusta trigonometrisesta funktiosta sen maaritelméan mukaisesti kahden sivun pituudet.
C. Laske Pythagoraan teoreemalla kolmannen sivun pituus.

D. Anna nain saadun kolmion sivujen suhteina kysyttyjen trigonometristen funktioiden arvot.

19. M&aérita sin x ja tan x tarkka arvo, kun cos x = ¥ ja kulma on terava.
20. a) Maarita sin x ja cos X, kun tan x = ¥%.b) Teravalle kulmalle x on sin x = 5/13. M&éarita cos x ja tan x.
21. Teravan kulma tangentti on 2. Laske kulman sini ja kosini.
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7. Harvinaisemmat trigonometriset funktiot

kotangentti : cot a = kulman viereinen kateetti : vastainen kateetti=b : a
sekantti ; sec a = hypotenuusa : viereinen kateetti=c : b

kosekantti : cosec o = hypotenuusa : vastainen kateetti=c : a

22. Kolmion sivut ovat 6, 8 ja 10. Mitéa on pienimmé&n kulman o cot o, sec o ja cosec a.?

8. Harvinaisien ja tavallisten trigonometristen funktioiden valinen yhteys

cot a = 1/ tan a eli kulman kotangentin arvo on saman kulman tangentin arvon kaanteisluku
sec a =1/ cos a eli kulman sekantin arvo on saman kulman kosinin arvon kaénteisluku
cosec a =1/ sin a eli kulman kosekantin arvo on saman kulman sinin arvon kaanteisluku

23. M&arita a) cot 21° b) sec 34° c) cosec 54°.

1.2. Vinokulmaisen kolmion ratkaiseminen

1. Sinilause
a sina . . . . -
b= m ts. kolmion kahden sivun suhde = vastaisten kulmien sinien suhde

2. Sinilause ja kolmion ympéripiirretyn ympyran sade
a b ¢
sino” sin B~ siny

= 2R, missa R on kolmion ympaéri piirretyn ympyran sade

1.2.1. Kolmion sivu on 8 cm ja vastainen kulma 60°. Mika on kolmion ympari piirretyn ympyran sade?

2. Laske kolmion sivu, kun vastainen kulma on 72° ja kolmion ympéri piirretyn ympyran halkaisija on 8,6 cm.
At .a_b_c_ : s BFDFC

3. Tiedetdan, etta Xx=y=z- k. Todista, etta talléin Xty+z- k

4. Laske kolmion sivut, kun sen piiri on 47 cm seka kaksi kulmaa ovat 43° ja 59°. (vihje: ed. tehtava)

3. Millaisessa tilanteessa sinilausetta voi kayttaa
Kun kolmiosta tunnetaan kolme osaa sivuista ja kulmista ja niissa on yksi ” sivu vastainen kulma ” pari

4. Sinilauseen kayttd vinokulmaiseen kolmion ratkaisemisessa
Piirretaan kolmio, tehdaan yhtalo sinilauseesta ja ratkaistaan haluttu sivu tai kulma

5. Kolmion kaksi kulmaa ovat 48° ja 61° sek& edellisen vastainen sivu 7,5 cm. Ratkaise kolmion osat.

6. Kolmion kaksi sivua ovat 8 ja 13 seka edellisen vastainen kulma a) 40° b) 30°. Laske kolmion kulmat.

7. Kolmion yksi sivu on 28,3 cm ja sen viereiset kulmat 49,5° ja 71,6°. Laske kolmion muut osat.

8. Kolmion kaksi kulmaa ovat 35° ja 47° seka pienin sivu 5,1 cm. Laske kolmion pisin sivu.

9. Saanndllisessa 7-kulmiossa on kahden pituisia lavistgjia. Laske pitempi, kun lyhempi on 8,3 cm.

10. Jarven eri puolilla olevien kohteiden P ja Q etaisyyden selvittdmiseksi mitattiin matka PR = 235 m seka
kulmat QPR =106,4° ja QRP = 67,8°. Laske etdisyys PQ.

11. Laiva kulkee suoraan vauhdilla 22,5 km/h. Erddna hetkena majakka nakyy kulkusuunnasta 42,8° etuoi-
kealla. Tasan 20 minuuttia mydhemmin kulma on 63,2°. Mika on talldin laivan etdisyys majakasta?

12. Linkkimaston korkeuden selvittamiseksi mitattiin pisteistd A ja B maston korkeuskulmiksi 13,1° ja 17,2°. A
ja B ovat samalla vaakatasolla ja maston kanssa samalla pystytasolla seka niiden valinen etéisyys on 200 m.
Laske maston korkeus.

5. Pinta-ala kahdesta sivusta ja niiden véalisesta kulmasta
A=%-b.c-sina, eli puolet kolmion kahden sivun ja niiden vélisen kulman sinin tulosta.

13. Kolmion kulma on 118° seka viereiset sivut 36,9 cm ja 25,3 cm. Laske kolmion ala.

14. Kolmion kaksi sivua ovat 6 ja 8 seka ala 12. Laske naiden sivujen vélinen kulma.

15. Suunnikkaan kaksi sivua ovat 4 ja 5. Laske suunnikkaan ala, kun yksi kulma on 67°.

16. Ympyran sade on 1. Laske sisééan piirretyn sédannéllisen 1000-kulmion ala. Vertaa ympyran alaan = n.

6. Kosinilause
c?=a’+b*-2-a-b-cos v, HUOM ! Kulma y on sivujen a ja b valinen kulma ¢ sivun ¢ vastainen kulma.

7. Millaisessa tilanteessa kosinilausetta voi kayttaa
A. kun tunnetaan kaksi sivua ja valinen kulma, jolloin saadaan kolmas sivu.
B. kun tunnetaan kolme sivua, jolloin voidaan laskea jokin kulma (suurin jos useampia mahdollisuuksia)
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8. Kosinilauseen kayttd vinokulmaisen kolmion ratkaisemisessa
Piirretdan kolmio, tehdaan yhtéld kosinilauseesta ja ratkaistaan haluttu sivu tai kulma.

17. Kolmion kaksi sivua ovat 7 ja 2 seka néiden valinen kulma 67,2°. Laske kolmas sivu ja muut kulmat.
18. Kolmion sivut ovat 3,5 ja 6. Laske kolmion pienin kulma.

19. Tasakylkisen kolmion huippukulma on 40° ja kylki 2. Laske kyljelle piirretyn keskijanan pituus.

20. Kolmion sivut ovat 5, 6 ja 7. Laske suurimman kulman puolittajan pituus.

21. Suunnikkaan sivut ovat 4 ja 5. Laske toinen lavistajd, kun toinen lavistaja on 6.

22. Kiekonheiton tulos mitataan optisesti heittosektorin ulkopuolella olevasta pisteesta A. Siihen asennettu
laite mittaa putoamispaikan C etéisyyden AC = 54,51 m ja kulman CAB = 97,2°, missé& B on heittoympyrén
keskipiste. Laske heiton pituus, kun AB = 35,53 m ja heittoympyran halkaisija 2,50 m.

23. Kolmion sivut ovat 5, 6 ja 7. Laske keskimmaiselle sivulle tulevan keskijanan pituuden tarkka arvo.

24. Kolmion sivut ovat 2, 3 ja 4. Laske kolmion alan tarkka arvo.

25. Kolmiossa on sivut 10 ja 20 seké ala 60. Laske kolmannen sivun pituus.

9. Heronin kaava kolmion alan laskemiseksi
A=+/p(p-a)p-b)p-c), missa p on kolmion piirin puolikas eli p = ¥%(a + b + c)

26. Kolmion sivut ovat 6, 8 ja 10. Laske kolmion ala. Tarkista toisella tavalla.
27. Kolmion sivut ovat 2, 3 ja 4. Laske kolmion ala. Vrt. tehtava 1.2.24.

2. Kulma reaalilukuna

2.1. Suunnattu kulma ja kehapiste

1. Suunnattu kulma
syntyy, kun puolisuora kiertyy tasossa alkupisteensa ympari. Kulma on se alue, jonka yli puolisuora kiertyi.

2. Millainen kulma on positiivinen, millainen negatiivinen
Jos suunnatun kulman syntyessa puolisuora kiertyy vastapaivaan, on kulma positiivinen. Jos kiertyminen
tapahtuu myétapaivaan, on kulma negatiivinen.

3. Kulman kehépiste
Kun suunnatun kulman alkukylki on origosta positiivisen x-akselin suuntaan, on kehapiste se piste, missa
suunnatun kulman kaantynyt kylki leikkaa origo keskipisteena piirretyn yksikkdympyréan kehan.

4. Kulmat, joilla sama kehépiste
ovat parven a + n - 360° kulmia, eli ne poikkeavat toisistaan tayden kierroksen monikerran verran.

2.1.1. Mill& kulmilla on sama kehépiste kuin kulmalla, jonka suuruus on 20°?
2. Mika valilla [0°,360°] oleva kulma omaa saman kehapisteen kuin a) 1000° b) 1 000 000° kulma?
3. Maarita kulma valilté [0,2x], jolla on sama kehé&piste kuin kulmalla a) 5= b) -16%n c) 100?

2.2. Kulman suuruus radiaaneina

1. Kulman suuruus radiaaneina
on b /r, missa b on kulman kylkien vélissa olevan ympyrankaaren pituus ja r kyseisen ympyran sade.
Jos ympyran séade on 1, on radiaaniméaéara sama kuin kulman kylkien valisen kaaren pituus.

2. Radiaanien ja asteiden valinen yhteys
360° = 27, 180° = & ja 90° = Yor seké yleisestit : 7 = o : 180°, missa t on sama kuin kulma o on asteina

2.2.1. Paljonko on radiaaneina a) 100° b) 36° c) - 24° d) 1000° e) 36 000° ?
2. Paljonko on asteina a) n/8 b) 3r ¢) 2x/5 d) 10 e) -%r radiaania?

3. Kaaren pituus asteiden avulla
b=a/360°- 2ar, misséd a on kaaren asteluku ja r on ympyran sade

3. Miké& on 25° kaaren pituus ympyrassé, jonka sdde on 30 cm?

4. Ympyran kaaren pituus on 12 cm ja sdde 8 cm. Mik& on kaaren asteluku?

5. Tie kaartuu kuten ympyréaviiva. Kaarteen alussa tien suunta on pohjoiseen ja lopussa luoteeseen. Mika on
kaarevuussade, kun tieosan pituus on 300 m?




4 Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit

4. Kaaren pituus radiaanien avulla
b = tr, missa t on kaaren suuruus radiaaneina ja r on ympyran sade.

6. Ympyran keskuskulma on 2,34 rad ja sade 5,0 cm. Mik& on keskuskulmaa vastaavan kaaren pituus?
7. Ympyran kaari on pituudeltaan 4,2 cm ja sdde 7,1 cm. Mik& on kaaren suuruus radiaaneina?

5. Sektorin pinta-ala asteiden avulla
A=0/360° - r’

8. Mik& on sektorin ala, kun ympyran sade on 32 cm ja keskuskulma 40°?
9. Miten suuri keskuskulma on ympyrasta (r = 5 m) otettava, jotta sektorin ala olisi 10 m??

6. Sektorin pinta-ala radiaanien avulla
A = tr®

10. Mik& on sektorin ala, kun ympyrén séde on 7,5 cm ja keskuskulma 0,75 rad?
11. Mik& on ympyran sade, kun sektorin, jonka keskuskulma on 2,1 rad, pinta-ala on 6,8 cm?>?

7. Sektorin pinta-ala kaaren pituuden avulla
A =Ybr

12. Sektorin kaari on 2,5 cm ja sade 4,0 cm. Mika on sektorin ala?
13. Sektorin ala on 20 cm” ja sade 1,2 dm. Mika on sektorin kaaren pituus?

3. Trigonometriset funktiot

3.1. Trigonometristen funktioiden maaritelmat yksikkbympyrassa

1. Kulman sini
on kulman kehéapisteen v-koordinaatti (y-koordinaatti)

2. Kulman kosini
on kulman kehapisteen u-koordinaatti (x-koordinaatti)

3. Kulman tangentti
on kulman v / u eli v- ja u-koordinaatin suhde. EHTO: u#0

4. Trigonometristen funktioiden arvot, kun kehé&piste tunnetaan
saadaan laskettua maaritelmien mukaisesti

3.1.1. Maarité sin a, cos a ja tan a, kun kulman o kehapiste on a) (0,6;0,8) b) (-4/5,-3/5) c) (5/13,-12/13).
2. Maaritd muistikolmiota kayttéden sin a, cos o ja tan a, kun o on a) 30° b) 135° c¢) 210°.

5. Kehépiste, kun kulma tunnetaan
u =cos a jaV =sin a eli kehapiste on (cos a, sin a)

3. Mik& on kulman o kehépiste, kun kulma o on a) 60° b) 240° c) 51°?

6. Sini- ja kosinifunktion arvojoukko
on[-1, 1]

7. Trigonometrisen funktion suurin ja pienin arvo, kun funktiossa sinia tai kosinia.

Yritetdén saada sini tai kosini vain yhteen kohtaan.

Tall6in sinin suurin arvo on 1 ja pienin arvo -1. Samoin kosinin.

Jos maarittelyjoukko ei ole koko jakso, taytyy suurin ja pienin arvo paatella esim. yksikkéympyrasta.
Paatelladn muista termeisté suurin ja pienin arvo (ja samalla arvojoukko)

4. Mik& on funktion suurin ja pienin arvo, kun a) f(x) = sin x + 2 b) f(x) = 2cos x - 3 ¢) f(x) = 4 - 5sin 2x?
5. Miké& on funktion a) f(x) = sin® X + cos°X + sin 2x b) f(x) = sin® x + 2cos® x suurin arvo?

6. Maarita funktion f(x) = 3sin x + 2 suurin ja pienin arvo, kun kulma 0 < x < 7z / 6.

7. Laske funktion a) f(x) = sin® x - cos® x b) f(x) = sin® x + sin” x - cos® x suurin ja pienin arvo.

8. Tangenttifunktion méarittelyjoukko
kumax#%n+n-n (kulmaao =90°+n-180°)

8. Mika on funktion a) f(x) = tan 2x b) f(x) = tan (3x - ) c) f(x) = 1 / tan (x - ¥ar) mé&arittelyjoukko?
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9. Tangenttifunktion arvojoukko
on koko R

10. Trigonometristen funktioiden merkit eri neljanneksissa

Lot T
Sini: Kosini : _

.-+
+ Tangentti: | _

3.2. Jaksollisuus

1. Trigonometristen funktioiden jaksollisuus
Sinin ja kosinin perusjakso on 2 eli 360° . Tangentin perusjakso on = eli 180°

2. Trigonometristen funktioiden perusjakson laskemalla kahdesta jakson paéssa olevasta kulmasta
Lasketaan se Xy, jolla kulma = 0 ja se x,, jolla kulma on 2x (tangenttifunktiolla ) . Jakso on x, - X;

3.2.1. Mika on funktion a) f(x) = sin 2x b) f(x) = cos (x/3) ¢) f(x) = tan (4x - ) perusjakso?

3. Trigonometristen funktioiden perusjakson laskeminen kun kulma on lineaarinen lauseke.
Jos f(x) = sin (kx + b) tai f(x) = cos (kx + b), niin perusjakso on 27/ k.
Jos f(x) = tan (kx + b), niin perusjakso on = / k.

2. Mika on funktion a) f(x) = sin 5x b) f(x) = cos (x - ¥2n) ¢) f(x) = tan (6x + 77) perusjakso?

3.3. Tangenttipiste

1. Kulman tangenttipiste
on se piste, missa suunnatun kulman loppukylki tai sen jatke leikkaa yksikkéympyrélle pisteeseen (1,0) piirre-
tyn tangentin

3.3.1. Mika on kulman a) 30° b) 45° ¢) 60° d) 90° e) 120° f) 71,4° tangenttipiste?
4. Trigonometriset kaavat

4.1. Perusyhteyksia

1. Sinin ja kosinin yhteys
cos a = sin (90° - a) eli KOSINI on KOmplementtikulman SINI

4.1.1. Tiedetaan, etta sin 30° = ¥. Mit&a on cos 60°
2. Olkoon sin x = a ja cos y = b. Mitd on cos (90° - x) ja sin (90° - y)?

2. Tangentin yhteys saman kulman siniin ja kosiniin
tan o = sin o : COS

3. Sievenna a) sin 40° : cos 40° b) sin X : cos x ¢) sin (3x + 10°) : cos (3x + 10°) d) sin 40° : sin 50°.

3. Saman kulman sinin ja kosinin yhteys
sin o +cos’ a =1

4. Olkoon a) sin x = %2 b) sin x = a. Mita on cos x, kun x on terava kulma?
5. Sievenna (sin x - cos X)° + 2 - sin X - cOS X.

4.2. Kulmia, joilla trigonometrisen funktion itseisarvot ovat yhta suuria.

1. Suplementtikulman sini
sin (180° - o) = sin a tai sin (m - X) = sin X

4.2.1. a) Olkoon sin 50° = 0,77. Mit& on sin 130°? b) Olkoon sin 148° = b. Mitd on sin 32°?
2. Olkoon sin o = a ja sin f = b. M&arita sin o + sin  + sin (180° - o) - sin (180° - B).

2. Suplementtikulman kosini
cos (180° - a) = - cos a tai COS (7 - X) = - COS X

3. a) Olkoon cos 41° = a. Mitd on cos 139°? b) Olkoon cos 156° = - 0,91. Mitd on cos 24°?
4. Olkoon cos x = aja cos y = b. Maaritd cos X + cos y + cos (n - X) - cos (« - y).
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3. Suplementtikulman tangentti
tan (180° - o) = - tan a tai tan (t - X) = - tan x

5. a) Olkoon tan 71° = 2,9. Mitd on tan 109°? b) Olkoon tan n/7 = b. M&érita tan 6x/7.

4. Vastakulman sini
sin(-x)=-sinx

6. a) Olkoon sin x = 0,4. Mit& on sin ( - x )? b) Olkoon sin ( - 20° ) = a. Mit& on sin 20°?
7. Sievenna sin 24° + sin ( - 156°)

5. Vastakulman kosini
€os (- X) =cos X

8. a) Olkoon cos 56° = a. Mitd on cos ( - 56°)? b) Olkoon cos ( - 35°) = a. Mité on cos 35°?
9. Sievenna cos 25° + cos (-25°) + cos 155° + cos (-155°).

6. Vastakulman tangentti
tan (-x)=-tanx

10. a) Olkoon tan x = 1,5. Mita on tan (-x)? b) Olkoon tan (-54°) = b. Mitd on tan 54°?

7. Parillinen funktio
Funktio f on parillinen, jos kaikilla x patee: f(-x) = f(x) eli funktion arvot vastaluvuilla ovat yhta suuret

8. Pariton funktio
Funktio f on pariton, jos kaikilla x pétee: f(-x) = -f(x) eli funktion arvot vastaluvuilla ovat vastalukuja

9. Trigonometristen funktioiden parillisuus ja parittomuus
kosini on parillinen, koska cos (-x) = cos x
sini ja tangentti ovat parittomia, koska sin (-x) = - sin x ja tan (-x) = - tan X

10. x + © kulman sini
sin (X + m) =-sin X

11. a) Olkoon sin 34° = a. Mité on sin 214°. b) Mik& on terava kulma a, kun sin a = - sin 234°?
12. Tiedetaan, etta sin 50° = 0,766. Mik& on «, kun 180° < o < 270° ja sin o = - 0,766
13. Olkoon sin x = a. Mitd on sin x - sin (x + «) + sin (7 - X)?

11. x + © kulman kosini
Cos (X + 1) = - COS X

14. a) Olkoon cos 25° = a. Mité on cos 205°? b) Olkoon cos 245° = b. Mita on cos 65°7?
15. Tiedetaan, etta kun cos x = 0,3, niin x = 72,5°. Mika on o, kun 180° < a < 270° ja cos a. = - 0,3?
16. Olkoon cos x = a. Mité on cos (n + X) + c0os (n - X) + c0s x?

12. x + m kulman tangentti
tan (x + ) =tan x

17. a) Olkoon tan 61° = a. Mit& on tan 241°? b) Olkoon tan 199° = b. Mit& on tan 19°
18. Tiedetaan, etta tan 58° = 1,6. Mik& on o, kun tan o = 1,6 ja 180° < a < 270°?

13. Eri neljannesten kulmat, joilla trigonometristen funktioiden itseisarvot ovat yhtéa suuret
(12:1800-(11 (13:180°+(X.1 oc4=360°-0c1=-oc1
Xo =T - X1 X3 =T+ X; X4:2TE'X1:'X1

14. Palautuskaavat eli trigopnometrisen funktion arvon palauttaminen teravan kulman trigonometrisen funktion

arvoksi

Edellisistad kaavoista saadaan se | neljanneksen kulma, jolla trigonometrisen funktion itseisarvo on sama.

Arvon etumerkki saadaan sen perusteella missé neljanneksessa kulma on.

19. Olkoon sin 15° = a. Mitd on a) sin 165° b) sin 195° c) sin 345° d) sin (-15°)?
20. Olkoon cos 23° = b. Mitéd on a) cos 157° b) cos 203° ¢) cos 337° d) cos (-23°)?
21. Olkoon tan 76° = c. Mitd on a) tan 104° b) tan 256° c) tan 284° d) tan (-76°)?
22. Miké on se neljannen neljdnneksen kulma a, jolle cos o = 0,87?

23. Laske a) sin® 25° + cos® 25° b) sin® 155° + cos® 25° C) sin’ (m-x)+ cos® x.

24. a) Teravalle b) tylpélle kulmalle o on sin a. = 0,6. Laske cos a.
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sin 56° . sin 124° _ sin 236° sin (r - X)

cos 56° b) cos 56° ©) cos 56° ) cos (n + X)

26. Olkoon sin x = a. Mitd on a) cos (¥2r - X) b) cos (X - ¥%n) ¢) cos (X + ¥2m)?
27. Olkoon cos a = a. Mitd on a) sin (90° - ) b) sin (a - 90°) ¢) sin (o + 270°)?

25. Sievenna a)

15. Kulman trigonometristen funktioiden tarkkojen arvojen laskeminen, kun ko. kulman yhden trigonometri-
sen funktion arvo tunnetaan

A. Piirrd suorakulmainen kolmio ja merkitse annetusta tiedosta kulmaan liittyvat kaksi sivua

B. Laske Pythagoraan lauseella kolmion kolmas sivu.

C. Paattele missa neljanneksessa kulma sijaitsee.

D. Vastauksen etumerkin saat neljanneksen perusteella ja itseisarvon suorakulmaisesta kolmiosta.

28. Laske sin o ja cos a, kun tan o = % ja 180° < a. < 270°.
29. Laske sin a ja tan a, kun cos a = 2/3 ja 180° < a < 360°
30. Laske cos a ja tan o, kun sin o = -4/5 ja -90° < o, < 180°

16. Trigonometrisen lausekkeen sieventaminen perusyhteyksien avulla
Kéayté tilanteeseen sopivaa kaavaa ja yleisia sievennysperiaatteita.

31. Sievenné a) sin a + cos (90° - a) + sin (180° - &) b) cos x + sin x - tan X.
32. Sievenna sinx - (sinx+1) + cos® x

17. Trigonometrisen kaavan oikeaksi osoittaminen perusyhteyksien avulla
Tee esim. 1° yhtapitavia yhtaloita TAI 2° [ahde vasemmasta puolesta ja pyri oikean puolen lausekkeeseen.

33. Osoita, etté a) sin (90° + x) = cos x b) cos (90° + x) = - sin x
2
b)1- Cos” X
1+sinx

34. Todista, ettd a) 1 + tan” x = = sin x

cos” X

4.3. Laskukaavat

1. Sinin yhteenlaskukaava
sin(X+y)=sinx-cosy+cosx-siny

4.3.1. Sievenna a) \[2 - sin (x + 45°) b) sin (60° + 45°)
2. Olkoon sin x = 4/5 ja sin y = 5/13 seka kulmat x ja y teravia. Mita on sin (x + y)?

2. Kosinin yhteenlaskukaava
COS (X +y)=COS X COSY-SinX-siny

3. Sievenna cos (x + 120°) + cos (x + 60°)
4. Laske cos (x +y), kun sin x =% ja cos y = - 0,8 seka kulmat x ja y ovat tylppia?

3. Tangentin yhteenlaskukaava

tanx +tany

tan(x+y):1-tanx-tany

5. Laske tarkka arvo tan 105° : lle. Vihje: tan 105 = tan (60° + 45°)
6. Mitd on tan x, kun tany = -1 ja tan (x +y) = 2?

4. Sinin vahennyslaskukaavat
Sin(x-y)=sinx-cosSy-cosx:-siny

7. Sievennd a) sin (Yar - X) b) sin (n/3 - x)
8. Olkoon sin x =% ja sin y = 2/3 sek& kulmat x ja y tylppid. Mita on sin (x - y)?
9. Sievenna sin (x + 60°) + sin (x - 30°)

5. Kosinin vahennyslaskukaava
COS (X-Yy)=COSX:-COSYy+sinX-siny

10. Sievenna a) cos (180° - x) b) cos (x - 90°) c) cos (270° - x)
11. Olkoon cos x = Y2 ja cos y = ¥ seka kulmat x ja y tervid. M&arité cos (X - y)
12. Sievenna cos (x - 2n/3) + cos (x - ©/3).

6. Tangentin yhteenlaskukaava

tan X -tany

tan(x'y):1+tanx-tany
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13. Sievenna a) tan (180° - x) b) tan (60° - 45°) c) tan (x - 45°) + tan (x + 45°)
14. Maaritatan x, kuntan (x -y) =3 jatany = 4.

7. Kaksinkertaisen kulman sini
sin2x =2 - sin X - cOos X

15. Maarita sin 2x, kun sin x = 4/5 ja kulma x on tylppa.
16. Teravan kulman o tangentti on 3. Laske sin 20.
17. Laske lausekkeen (sin x + cos x)° arvo, kun sin 2x = - ..

18. Mika on funktion f(x) = 30

3 sin x - cos x Suurin ja pienin arvo

8. Kaksinkertaisen kulman kosini
Cos 2x = cos® X - sin®x=2-cos’x-1=1-2-sin’x

19. Laske cos 2x, kun a) sin x =% b) cos x = -%2 ¢) tan x = -%.
20. Laske cos x, kun kulma x on tylppé ja cos 2x = Y.

9. Kaksinkertaisen kulman tangentti

2 - tan x

tan 2x =1 tan’x

21. M&arita tan 2x, kun a) tan x = ¥ b) sin x = 4.
22. Laske tan x, kun tan 2x = 4/3 ja kulma x on a) terava b) tylppa.

10. Kaavojen kaytto lausekkeiden sieventamisessa
Lahdetaan annetusta lausekkeesta, korvataan jokin osa sen kanssa yhté suurella lausekkeella.
Yritetdan saada lauseke mahdollisimman yksinkertaiseksi

sin 2x . .
2sin X b) sin 4x (=sin (2 - 2x) )

24. Osoita, etta lausekkeella sin* x + cos® x + ¥sin 2x on sama arvo rippumatta x:n arvosta.
25. Olkoon cos x = a. M&arita a:n avulla cos 4x.

23. Sievenna a)

11. Kaavojen kayttd yhtalon oikeaksi osoittamisessa
JOKO lahetaan yhtalon vasemmasta puolesta ja yritetaan sieventda se oikean puolen kanssa samaksi.
TAIl tehdéaéan yhtapitavia yhtaloitd annetun vaitteen kanssa ja yritetddn saada lopuksi tosi yhtalo.

sin (X +y)
COS X - COS Y’
27. Osoita, etta cos* x - sin® x = cos 2x.

. ~l+tanx 1 +sin2x
28. Todista, ettd 7 - = " o5 2x

26. Osoita, ettdtan x +tany = kun x, y # Y2m + nm.

5. Trigonometristen funktioiden kuvaajat

5.1. Sinifunktion kuvaaja

1. Sinifunktion kuvaaja
on jatkuva aalto. Lahtee origosta ja kasvaa arvoon 1, kun x = %m.
Jatkaa kulkua pisteiden (r,0), (1%mr,-1) ja (27,0) kautta. Sama aalto toistuu vasemmalle ja oikealle.

2. Sinifunktion méarittelyjoukko
on koko R

3. Sinifunktion arvojoukko
onvali[-1,1]eli-1<sinx<1

5.1.1. Mik& on funktion a) f(x) = sin x + 3 b) f(X) = 2sin x ¢) f(x) = 2sin x + 3 arvojoukko?
2. Milla a:n arvoilla yhtalélla 2a - sin 3x - 1 = 0 on ratkaisuja?

4. a:n vaikutus kuvaajaan a + sin x
Nostaa kuvaajaa joka kohdassa a ruutua ylospéain

3. Miten funktion f(x) = 2 + sin x kuvaaja sijaitsee sinifunktion kuvaajaan nahden?
4. Mika on sellaisen funktion lauseke, jonka kuvaaja on 3 ruutua sinifunktion a) ala- b) ylapuolella?
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5. a:n vaikutus kuvaajaan a - sin x

Leikkaa x-akselin samoissa kohdissa kuin y = sin x kuvaaja. Huippu samalla kohtaa, mutta korkeudella a.
Tekee y-koordinaatin a-kertaiseksi jokaisella kohdalla x. Joka piste on x-akselista a-kertaisella etaisyydella.
Aalto jyrkkenee, jos a > 1 ja loivenee, jos a < 1.

Jos a on negatiivinen, niin aallon harja muuttuu pohjaksi ja painvastoin.

5. Miten funktion f(x) = 2sin x kuvaaja saadaan sinifunktion kuvaajasta?
6. Mika on sen funktion lauseke, joka saadaan venyttamalla sinifunktiota y-akselin suunnassa joka kohdassa
kolminkertaisen matkan paahén x-akselista?

6. a:n vaikutus kuvaajaan sin ax
aaltoja tulee lisda tai vahemman. Jos a = 2, niin kuvaajassa on kaksi aaltoa valilla, jolla oli aikaisemmin vain
yksi aalto. Siis jaksoksi tulee 2n/a.

7. Mika on funktion a) f(x) = sin 5x b) f(x) = sin ¥2x perusjakso?
8. Montako aaltoa on funktiolla f(x) = sin 6x sina aikana, kun funktiolla f(x) = sin x on yksi aalto?

7. a:n vaikutus kuvaajaan sin (x - a)
Siirtda y = sin x kuvaajan jokaista pistetta a ruutua oikealle, eli pisteen y pysyy samana ja x kasvaa a:lla.

9. Miké& on sen funktion lauseke, jonka kuvaajan pisteet ovat kdyrasta y = sin x 2 ruutua a) oikealle b) va-
semmalle?

5.2. Kosinifunktion kuvaaja

1. Kosinifunktion kuvaaja
on aaltomainen. Lahtee y-akselin pisteesta (0,1) ja vahenee arvoon 0 kohdalla x = Y.
Jatkaa pisteiden (r,-1), (1%2x,0) ja (2r,1) kautta. Sama aalto toistuu oikealle ja vasemmalle.

2. Kosinifunktion maarittelyjoukko
on koko R

3. Kosinifunktion arvojoukko
onvali[-1,1] eli-1<cosx<1

5.2.1. Mik& on funktion f(x) = 2 - 3cos x suurin ja pienin arvo?

5.3. Tangenttifunktion kuvaaja

1. Tangenttifunktion kuvaaja

Pystysuorat asymptootit ovat kohdissa x = + Y21t + n-.

Funktio on kahden perékkaisen asymptootin vélissa koko ajan kasvava

Kuvaaja tulee - «o:sté, kulkee origon kautta +o0:een. Kummallakin reunalla kuvaaja lahestyy asymptoottiaan.

2. Tangenttifunktion maarittelyjoukko
X#Y%mn+n-n

3. Tangenttifunktion arvojoukko
on koko R

4. Tangenttifunktion méaéarittelemattdmyyskohta
onx=%mn+n-mn.Suorax="%Yrn+n - on tangenttifunktion pystysuora asymptootti.

5.3.1. Missa funktiota a) f(x) = tan 2x b) f(x) = tan (2x - ¥%n) c) f(x) = tan (2= - ¥2X) ei ole maéritelty?
6. Trigonometriset yhtalot

6.1. Yhtalot tyyppia T(x) = T(y)

1. Yhtal6n sin x = sin y ratkaiseminen
X =y +n - 360°tai x = 180° - y + n - 360° eli kulmat ovat samat tai suplementtikulmia
X=y+n:-2n tai Xx=mn-y+n-2n
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6.1.1. Ratkaise a) sin x = sin 20° b) sin 2x = sin 20° ¢) sin 2x = sin x d) sin 2x - sin (x + 20°) =0
2. Ratkaise a) sin 2x = sin /3 b) sin 3x = sin (Y2x - X) ¢) sin (2x - ©/3) = sin (7/6 - X)

2. Yhtélén cos x = cos y ratkaiseminen
X=y+n-360°tai x=-y+n-360°eli kulmat ovat samat tai vastalukuja
X=y+n-2n tai x=-y+n-2x

3. Ratkaise a) cos x = cos 40° b) cos 4x = cos 40° c) cos 4x = cos x d) cos 4x - cos (X + 60°) =0
4. Ratkaise a) cos 2x = cos n/3 b) cos (2x - n/3) = cos n/6 ¢) cos (2x - n/3) = cos (n/6 - X)

3. Yhtélon tan x = tan y ratkaiseminen
X=y+n-180° EHDOT: x # 90° + n - 180° jay = 90° + n - 180°
X=y+n-x EHDOT:x=%n+n-=x jayz%mn +n- =«

5. Ratkaise a) tan x = tan 54° b) tan 3x = tan 54° c) tan 3x =tan (x + 54°) d) tan 3x -tan x =0
6. Ratkaise a) tan 2x = tan Y4rt b) tan 3x = tan (x + ¥2n) ¢) tan (3x - ©/3) = tan ( X + n/6)

4. Tietylla alueella olevien ratkaisujen maarittaminen.
Ratkaistaan ensin yhtélo taydellisesti.

Lasketaan eri n:n arvoilla (0, £1, £2, ...) saatavia ratkaisuja
Valitaan niista ne, jotka ovat halutulla alueella.

7. Maarita yhtalon sin 2x = sin 30° ne ratkaisut, jotka ovat valilla [-180°, 270°].

6.2. Yhtalot tyyppia T(x) = a

1. Yhtal6n sin x = a ratkaiseminen
Etsitdan kulma q, jolle sin a = a. Korvataan a sin a:lla. Ratkaistaan sitten kuten 6.1.1.

6.2.1. Ratkaise a) sin x = 0,6 b) sin 2x = 0,3 ¢) sin (2x - 50°) = 0,7 d) 2sin (2x - 50°) = 0,7

2. Yhtélon cos x = a ratkaiseminen
Etsitdan kulma q, jolle cos a = a. Korvataan a cos a:lla. Ratkaistaan sitten kuten 6.1.2.

2. Ratkaise a) cos x = 0,2 b) cos 3x =0,4 ¢) cos (x - 35°) =0,5d) 3cos (x-20°) - %2=0

3. Yhtélon tan x = a ratkaiseminen
Etsitdan kulma q, jolle tan o = a. Korvataan a tan a:lla. Ratkaistaan sitten kuten 6.1.3.

3. Ratkaise a) tan x = 2 b) tan (x + 40°) = 1,5 c¢) 2tan (2x - 50°) = 7.

4. Yhtaloiden sin f(x) = 0 tai + 1 ja cos f(x) = 0 tai + 1 ratkaiseminen
Piirrd yksikkdympyra ja merkitse kehélle ne kulmat, joilla sini tai kosini saa kyseisen arvon.
Merkitse kulma = saadut kulmat ja ratkaise x.

4. Ratkaise a) sinx=0 b)cosx=0¢c)sin2x=1d)cos 2x=-1

6.3. Muita yhtaldita

1. Yhtal6n sin x = cos y ratkaiseminen
Muuta sin x = cos (90° - x) :ksi ja ratkaise sitten kuten 6.1.2.

6.3.1. Ratkaise a) sin 2x = cos x b) sin 2x = cos (x + 20°) ¢) sin (3x - 40°) = cos (x - 30°)

2. Yhtalon sin x = - sin y ratkaiseminen
Muuta - siny=sin (-Y) : ksija ratkaise sitten kuten 6.1.1.

2. Ratkaise a) sin 2x + sin x = 0 b) sin 2x + sin (x - 60°) = 0 ¢) sin (3x - 40°) + sin (50°-x) =0

3. Yhtalon cos x = - cos y ratkaiseminen
Muuta - cosy = cos (180° -y) : ksi ja ratkaise sitten kuten 6.1.2.

3. Ratkaise a) cos 2x + cos x =0 b) cos 2x + cos (x + 10°) =0 c) cos (5% - Yom) + cos (X + ) =0

4. Yhtalon tan x = - tan y ratkaiseminen
Muuta -tanx =tan (-x) : ksija ratkaise sitten kuten 6.1.3.

4. Ratkaise a) tan 2x + tan x = 0 b) tan 4x + tan (x - 40°) = 0 ¢) tan ( 5x - 60°) + tan (20°-x) =0
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5. Homogeeninen yhtélé saman kulman sinin ja kosinin suhteen

Jaa jokainen termi kulman kosinilla ( tai sen potenssilla, joka on sama kuin jokaisen termin asteluku)
Saat yhtélon jossa on vain tan x:n potensseja.

Korvaa tan x = y:lla ja ratkaise y ja sen jalkeen x.

5. Ratkaise a) 2sin x = cos x b) 2 sin 4x = cos 4x ¢) 3sin X - 4cos x =0
6. Ratkaise a) 3 sin” x = 4 cos” x b) sin” x - 2sin x - cos x - 3 cos®x =0

6. Tulo = 0 yhtalon ratkaiseminen
Merkitse tulon tekijat = 0 ja ratkaise nain saadut yhtalot

7. Ratkaise a) sin x - (cos X - ¥2) = 0 b) (2sin 2x - 1)(4cos 3x +1) =0

7. Yhtalén molempien puolien jakaminen YHTEISELLA tekijalla
Tee KAKSI yhtélod : 1) jakamalla saatu ja 2) yhteinen tekija = 0 seka ratkaise nama.

8. Ratkaise a) 2sin” x = sin x b) cos x - tan x = 3cos x ¢) (cos X - 1)sin X = cos” X - COS X

8. Kaavojen kaytto yhtaldiden ratkaisemisessa
Sievennyskaavoja kayttamalla yritetdan paasta johonkin edelle olevista perustilanteista.

9. Ratkaise a) 2sin 2x = cos x b) sin x - cos x = 1 ¢) 1 + sin 2x = cos 2x d) cos 2X = cos” X
10. Ratkaise sin 2x - cos (x - 45°) =1

9. Esiintyy vain yhta trigonometristé lauseketta.

Merkitse lauseketta aputuntemattomalla a.

Ratkaise saadusta polynomiyhtéaldsta a.

Korvaa a omalla lausekkeellaan ja ratkaise x kuten kohdissa 6.3.

11. Ratkaise yht&ld a) sin® x = % b) sin® x - 2sin x - 3=0c) 3cos” x - 2cos x - 1 = 0.
7. Vektori

7.1. Vektorin maaritelma

1. Vektorisuure
on suure, johon liittyy a) suuruus ja b) suunta

2. Skalaarisuure
on suure, johon liittyy vain sen suuruus

3. Suuntajana
on jana, jonka toinen paatepiste on sovittu alkupisteeksi ja toinen paatepiste suuntajanan loppupisteeksi.

4. Suuntajanojen yhdensuuntaisuus, erisuuntaisuus
Suuntajanat ovat yhdensuuntaisia, jos ne suorat, joilla suuntajanat ovat, ovat yhdensuuntaisia.
Muussa tapauksessa suuntajanat ovat erisuuntaisia.

5. Suuntajanojen samansuuntaisuus, vastakkaissuuntaisuus
Jos suuntajanat ovat yhdensuuntaisia, ne ovat joko saman- tai vastakkaissuuntaisia.

7.1.1. Vierekkain on 4 yhtenevaa suunnikasta ABED, BCFE, DEHG ja EFIH. Mitk& suuntajanat ovat vastak-
kaissuuntaisia a) suuntajanan AB b) suuntajanan CE kanssa?

6. Suuntajanan pituus
on sama kuin alku- ja loppupisteiden valisen janan pituus.

2. Vierekkain on 4 yhtenevéaa suunnikasta ABED, BCFE, DEHG ja EFIH. Mitk& suuntajanat ovat yhta pitkia
kuin suuntajana a) AB b) FD c) DB?

7. Nollasuuntajana
on piste ts. sen pituus on nolla ja silla ei ole suuntaa.

8. Vektori
on A) tarkemmin kaikkien niiden suuntajanojen joukko, jotka ovat yhta pitkia ja samansuuntaisia
ja B) kaytannéllisemmin jokin kyseisen joukon suuntajanoista
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9. Vektorit samoja
jos ne ovat yhta pitkia ja samansuuntaisia

10. Nollavektori
on vektori, jonka pituus on nolla. ts. silla ei ole suuntaakaan ja sita voidaan pitaa pistemaisena.

11. Yksikkovektori
on tietyn vektorin kanssa samansuuntainen, mutta pituus on yksi.

12. Vastavektori
on annetun vektorin kanssa yhta pitkd mutta vastakkaissuuntainen.

13. Samojen vektoreiden katsominen ruudukosta
Katsotaan menevatko vektorit yhtd monta ruutua ylos - alas ja oikealle - vasemmalle suunnassa

3. Vierekkain on 4 yhtenevaa suunnikasta ABED, BCFE, DEHG ja EFIH. Mitka vektorit ovat samoja kuin
vektori a) AB b) DC?

4. Koordinaatistossa on vektori a = AB, misséa A = (2,3) ja B = (4,-1). Mik& on piste D, kun a) CD = a
b)CD=-ajaC=(5,6)?

7.2. Vektoreiden yhteen- ja vdhennyslasku

1. Vektoreiden yhteenlasku
Aseta toinen yhteenlaskettava alkamaan ensimmaisen loppupisteesta.
Summavektori on talléin ensimmaisen alkupisteesta toisen loppupisteeseen. Ts. AB + BC = AC

7.2.1. Olkoon A = (3,2), B = (-1,4), C = (1,-2) ja D = (-3,5). Maarita piirtdmalla P, kun OP = AB + CD.
2. Mitaon a) PQ + QR b) XY + YZ c) KL + IK?

2. Resultantti, komponentit
Summavektori on yhteenlaskettaviensa resultantti. Yhteenlaskettavat ovat summavektorin komponentteja.

3. Nollavektorin lisadminen
a+0=a

4. Vektorin ja vastavektorin summa
a+(-a)=0

5. Vektoreiden yhteenlaskun vaihdantalaki
a+b=b+a

6. Vektoreiden yhteenlaskun liitdntalaki
a+(b+c)=(@+hb)+c

7. Summavektorin pituuden laskeminen geometrisesti
Piirrd kuvio. Siitéd saanet summavektorin pituuden yhteen- tai vahennyslaskulla, Pythagoraan teoreemalla tai
trigonometrialla

3. Olkoon |a| =6 ja |b| = 8. Mé&arita [a + b|, kuna)a TT b byaT™ bc)a L b d) Z(ab)=60°.

8. Vektoreiden vahennyslasku lisdamalla vastavektori
Laita vahentajavektorin loppupiste vahenevan loppupisteeseen.
Erotus on vahenevan alkupisteesta vahentajan alkupisteeseen meneva vektori. Ts. a- b =a + (-b)

4. Olkoon |a| = 5 ja |b| = 12. M&arita |a-b], kuna)a TT b b)a™N bc)a_L b d) Z(a,b) =120°.

9. Vektoreiden vahennyslasku, kun vektorit alkavat samasta pisteesta
Erotusvektori on talldin - merkkisen vektorin loppupisteestéd + merkkisen loppupisteeseen meneva vektori.
AB -AC=CB

5. Mita on @) PQ - PR b) XY - XZ ¢) TU - TV.




Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit 13

7.3. Reaaliluvun ja vektorin tulo

1. Reaaliluku kertaa vektori
on vektori, jonka a) pituus [ra|=|r|-|a|jab)suunta ™ a,kunr>0ja™N a,kunr<0 sekd 0, kunr=0

7.3.1. Olkoon |a|] = 7. M&arita a) |3a] b) | - 5a|

2. Reaaliluvun ja vektorin tulon liitantalaki
r(sa) = (rs)a

2. Sievenna a) 5(6a) b) 7(a + 2b)

3. Reaaliluvun ja vektorin tulon osittelulaki
r@+b)=ra+rb ; (r+s)a=ra+sa

3. Maéarita a) 3(a + b) b) 3a + 4a.

4. Vektorin jakaminen reaaliluvulla

on sama kuin jakajan kdanteisluvulla kertominen

=1
= |

5. Yksikkdvektorin muodostaminen
a0 = _a
|al

4. Olkoon |a| = 5. M&arita a) vektorin a avulla a° b) vektorin a° avulla a.

6. Vektorien laskulait
Vektoreilla lasketaan kuten kirjainpolynomeilla (tai reaaliluvuilla, koska laskusaannot samanlaisia)

5. Sievenna a) 3(2a + 3b) - 4(a - 2b) b) 4(a + 2b) - Y2[a - (3a - 4b)]

7. Uuden vektorin muodostaminen annetuista vektoreista +, -, - -laskuja ja geometrisia tietoja kayttaen
Lahdetaan alkupisteesta ja mennaan tunnettuja vektoreita pitkin loppupisteeseen.

Jos mennéaén vektorin suuntaan, lisataén kyseinen vektori.

Jos siirrytdan vektoria alkupisteeseen pain vahennetaan kyseinen vektori.

Jos menn&én vektorista vain osa, niin tAméa on eras luku (menopituus : koko pituus) kertaa kyseinen vektori

6. Kolmiossa ABC on AB =a ja AC = b seka D on sivun AB keskipiste. Maérita vektorit a) BC b) CD.

7. Suunnikkaan ABCD keskipiste on K. Olkoon AK = a ja BK = b. Maarita a:n ja b:n avulla a) AB b) AD.

8. Olkoon kolmiossa ABC AB = aja AC = b. Lausu a:n ja b:n avulla keskijanavektorit AD, BE ja CF.

9. Nelikulmiossa ABCD on AB =a, AC=b jaCD =c. Lausu a:n, b:nja c:n avulla a) CB b) DB c) DA.

10. Suunnikkaassa ABCD ovat pisteet E ja F sivulla CD siten, ettd CE = EF = FD, piste G on sivun AD keski-
piste ja P lavistajien leikkauspiste. Olkoon AB = a ja AD = b. Esitd a:n ja b:n avulla vektorit a) AC b) DB c¢)
FG d) PE e) FP.

11. Suunnikkaassa ABCD on K sivun AD keskipiste ja AB = a. Lausu KB + KC vektorin a avulla.

8. Vektoreiden ominaisuuksia

8.1.Yhdensuuntaisuusehto

1. Vektorien yhdensuuntaisuusehto yleisesti
allb&3t:b=t-a

8.1.1. Olkoon |a] =5 ja |b| = 7. Lausu a:n avulla vektori b, kun ne ovat a) saman- b) vastakkaissuuntaiset.
2. Olkoon |a] = 6. Mik& on a:n kanssa vastakkaissuuntainen vektori, jonka pituus on 15?
3. Osoita, ettd vektorit %2a - 3b ja 6b - a ovat yhdensuuntaiset.

2. Tutkiminen, ovatko kaksi vektoria yhden- vai vastakkaissunntaisia
b=t-aJAt>0=alth b=t-aJAt<0=aTlb

4. Vektorit a ja b toteuttavat yhtalén 3a + 7b = 0. Osoita, etté a ja b ovat vastakkaissuuntaisia.
5. Vektoreille a ja b (# 0) on voimassa 2(a - b) = 3a + b. Osoita, ettd a ja b ovat vastakkaissuuntaisia.
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3. Osoittaminen, ettd kolme pistettéa ovat samalla suoralla.
Osoitetaan, etta pisteesta toiseen ja kolmanteen menevat vektorit ovat yhdensuuntaisia. Talldin paralleeliak-
siooman perusteella pisteet ovat samalla suoralla.

6. Milla ehdolla samasta pisteesta alkavien vektorien a, b ja c karjet ovat samalla suoralla?

7. Samasta pisteesta alkavat vektorit toteuttavat yhtalon 2a - 3b + ¢ = 0. Osoita, etta vektorien a, b ja c lop-
pupisteet ovat samalla suoralla.

8. Osoita; Samasta pisteesta alkavien vektorien 4a - b, 2a + b ja -a + 4b karjet ovat samalla suoralla.

8.2. Janan jakosuhde

1. Mitd janan AB jakosuhde m:n tarkoittaa
Janan osien suhde on m:n samassa jarjestyksessa kuin janan paatepisteet annettu AP : PB=m:n

8.2.1. Janalla AB on piste P siten, ettd AB = 6 cm ja AP =4 cm. Miten piste P jakaa janan a) AB b) BA?

2. Piste jakaa janan sisépuolisesti suhteessa m:n
Piste P jakaa janan AB sisépuolisesti m:n, jos P on janallaja PA:PB=m:n

2. Piste P jakaa janan AB suhteessa 1:3. Olkoon AB = a. Mikéa on a) AP b) BP a:n avulla esitettyna?
3. Janalla AB on piste P siten, ettd AP = 3/5 - AB. Misséa suhteessa P jakaa janan AB?
4. Janalla AB on pisteet C ja D siten, ettd AC:CD:DB = 2:3:4. Lausu AB = a:n avulla a) AC b) AD c) DC.

3. Piste jakaa janan ulkopuolisesti suhteessa m:n
Piste P jakaa janan AB ulkopuolisestim : n, jos P on janan AB jatkeellaja PA: PB=m:n

5. Piste P on janan AB jatkeella siten, ettd AB = 6 cm ja AP = 8 cm. Miten P jakaa janan a) AB b) BA?

6. Piste P jakaa janan AB ulkopuolisesti suhteessa 5:3. AB = a. Maarita a:n avulla a) AP b) PB.

7. Missé suhteessa piste P jakaa janan AB, kun AB = a ja PA = -2%%a?

8. Pisteet A, B, C ja D ovat samalla suoralla siten, ettd AB = a, AC = 1%a ja AD = -Y2a. Missa suhteessa a)
piste B jakaa janan AC b) piste D jakaa janan CA c) pisteet A ja B jakavat janan DC?

9. Kolmion ABC sivulla BC on piste D, joka jakaa sivun BC suhteessa 2:1 ja E on janan AD keskipiste. Ol-
koon AB = a ja AC = b. Lausu vektorien a ja b avulla vektorit AD ja BE.

4. Jakopisteeseen menevan vektorin laskeminen, kun tunnetaan paétepisteisiin menevét vektorit
Lahdetaan alkupisteestd, mennéén janan toisen paatepisteen kautta jakopisteeseen.
Lasketaan reitin varrella olevat vektorit ynhteen. (HUOM! Janaa esittavakin vektori saadaan kiertotieta)

10. Piste P jakaa janan AB suhteessa 5:3. Olkoon OA = a ja OB =b. Lausu a:n ja b:n avulla vektori OP.
11. Piste P jakaa janan AB suhteessa 3:2. Olkoon OA = a ja OB = b. Lausu a:n ja b:n avulla vektori PO.

5. Jakopistelause
Olkoon O:sta paatepisteisiin A ja B menevat vektorit a ja b seka piste P jakaa janan suhteessa m : n.

na+ mb
S m+n

12. Ratkaise edelliset tehtavat 10 ja 11 tata kaavaa kayttaen.

8.3. Lineaariyhdistely

1. Vektoreiden lineaariyhdistely
on summa, jonka yhteenlaskettavat ovat reaaliluku kertaa jokin ko. vektori

2. Vektorin esittAminen toisten vektoreiden lineaariyhdistelyna
Muodostetaan vektorille lauseke kayttden vain toisia annettuja vektoreita lineaariyhdistelyssa

8.3.1. Olkoon u = 2a + 3b jav = 3a - 4b. Esitéa vektori ¢ = 5u + 6v vektorien a ja b lineaarisena yhdistelyna.

3. Vektoriyhtaldn ratkaiseminen
Ratkaistaan kuten ensimmaisen asteen yhtalot

2. Ratkaise vektori x yhtalostd a) x - a = 2b b) 2x - 3a = 3(4a - x)
3. Ratkaise vektorit x ja y, kun ne toteuttavat yhtalot 2x + 3y =4a - 7b ja 3x - 2y = 6a + 9b
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8.4. Kantavektorit

1. Milloin 2 vektoria maarittavaa tason?
Kun ne ovat erisuuntaisia ja eivat nollavektoreitats. af|bjaa, b #0

8.4.1. Vektorit a ja b toteuttavat yhtélon 2a - 3b = 0. Voivatko a ja b olla tason kantavektoreita?

2. Tason kantavektorit
Kaikki kaksi vektoria ( a ja b ), jotka maarittavat tason, ovat eraat tason kantavektorit.
MéaarittAminen tarkoittaa, etta niiden avulla voidaan esittéda kaikki tason vektorit v = xa + yb

3. Vektorin esittdminen kannassa (a,b) geometrisesti konstruoiden
Piirretdan alkupisteen kautta vektorin a ja loppupisteen kautta vektorin b suuntaiset suorat.
Komponentit ovat alkupisteesta leikkauspisteeseen ja leikkauspisteesta loppupisteeseen menevét vektorit.

4. Vektorin koordinaatit kannassa
Vektorin v = xa + yb koordinaatit kannassa (a,b) on (x,y) eli kantavektoreiden kertoimet.

2. Mitka ovat vektorin ¢ koordinaatit kannassa (a,b), kun a) c = 5a - 6b b) c = (2a - 3b) - (a + 4b)?
3. Vektorin u koordinaatit kannassa (a,b) on (3,7) ja vektorin v on (5,-2). Mitka ovat vektorin 4u + 5v koor-
dinaatit kannassa (a,b)?

5. Vektorin komponentit kannassa
Vektorin v = xa + yb komponentit ( eli yhteenlaskettavat ) ovat xa ja yb

4. Mitk& ovat vektorin ¢ komponentit kannassa (a,b), kun a) c = 7a - 8b b) ¢ = (4a + 5b) - (6a - 7b)?

6. Kantavektoreiden avulla esitetyt vektorit samoja
X=r

y=s ts. samoja kantavektoreita on kummassakin vektorissa yhté paljon

xa+yb:ra+sb<:>{

5. Olkoon (a,b) kanta. M&arita x ja y, kun vektorit u = (x - 2)a + 3b jav = 4a + (y - 5)b ovat samoja.
6. Maaritd x jay, kun a) x(2a + b) + y(a - 3b) =13a - 11b b) x(a- 2b) - (a- 8b) =y(a + b). (al| b)
7. Vektorien u, v ja w koordinaatit kannassa (a,b) ovat (-2,3), (3,-1) ja (6,5). Laske x ja y, kun xu+yv=w.

7. Kantavektoreiden esittamat vektorit yhdensuuntaisia

y

X
xa +yb ||ra+sb<t>?:S

8. Ovatko vektorit @) 4a - 6b ja 6a - 9b b) 8a - 12b ja 10a - 16b yhdensuuntaisia, kun (a,b) on kanta?

9. Méaarita x, kun vektorit xa - 3b ja 5a + 4b ovat yhdensuuntaisia ja (a,b) on kanta.

10. Olkoon a ja b erisuuntaisia. Mik& on x, kun vektorit 2a - 3b ja xa + (x - 1)b ovat yhdensuuntaiset?
11. Olkoon (a,b) kanta, u = 2a - 3b jav = 4a + kb. Maarita k, kun u + v ja 2u - 3v ovat yhdensuuntaiset.

8. Milloin kolme vektoria maarittavaa avaruuden?
Kolme vektoria maarittaa avaruuden, jos ne eivat ole nollavektoreita ja eivat ole samassa tasossa.

9. Avaruuden kanta, kantavektorit, komponentit, koordinaatit

Jos (a,b,c) on avaruuden kanta, niin kaikki avaruuden vektorit voidaan esittaa niiden lineaariyhdistelyna.
Jos v =xa+yb + zc, niin a, b ja ¢ ovat kantavektorit. xa, yb ja zc ovat komponentit ja (x,y,z) on koordinaatit
tdssa kannassa

8.5. Geometrisia sovelluksia

1. Vektoreiden kayttd geometrisissa todistuksissa
Vektoreilla osoitetaan suorat yhdensuuntaisiksi, kulmat yhta suuriksi tai sivut yhté pitkiksi tms.

8.5.1. Kolmion ABC sivulla AC oleva piste P ja sivulla BC oleva piste Q jakavat ko. sivut suhteessa 3:5. Osoi-
ta, ettd PQ || AB
2. Suunnikkaan ABCD sivun CD keskipiste on P ja Q jakaa BD:n suhteessa 1:2. Osoita, etta AP || CQ.

2. Janan keskipisteeseen meneva vektori samasta pisteesta paatepisteisiin menevien vektorien avulla
Keskipisteeseen meneva vektori on samasta pisteesta paatepisteisiin menevien vektorien keskiarvo.
OK =%(OA + OB), misséa K on keskipiste sek& janan paatepisteet ovat A ja B
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3. Kolmion painopisteeseen meneva vektori samasta pisteesta karkiin menevien vektorien avulla
Painopisteeseen meneva vektori on samasta alkupisteesta karkiin menevien vektorien keskiarvo

OA+0B+0C . S . - .
OK = -3 missa K on painopiste ja kolmion karkipisteet ovat A, B ja C

4. Tetraedrin painopisteeseen meneva vektori samasta pisteesta karkiin menevien vektorien avulla
Painopisteeseen meneva vektori on samasta alkupisteesta karkipisteisiin menevien vektorien keskiarvo

+ + +
OK = OA + OB 2 oc + b , missa K on painopiste ja tetraedrin karkipisteet ovat A, B, C ja D.

5. Todistus: Jos nelikulmion kaksi sivua ovat yhté pitkét ja yhdensuuntaiset, niin se on suunnikas
Osoitetaan vektoreilla, ettéa toinenkin pari vastakkaisia sivuja ovat yhdensuuntaisia.

6. Todistus: Jos nelikulmion lavistajat puolittavat toisensa, niin nelikulmio on suunnikas
Osoitetaan, etté toinen pari vastakkaisia sivuvektoreita ovat samoja (ts. yhta pitkat ja yhdensuuntaiset)

7.Janojen jakosuhteen laskeminen

Valitaan kaksi kantavektoria (kaksi erisuuntaista vektoria) a ja b.

Muodostetaan kyseisille janoille lauseke a:n ja b:n avulla.

Janan osat ovat silloin x-janavektori; ja y-janavektori,

Tehdaan yhtalo esittamalla jokin vektori kahdella eri tavalla (esim. kierto pisteesta takaisin pisteeseen = 0)
Tehd&aan yhtalopari siita, ettd kantavektoreiden kertoimet ovat samat.

Ratkaistaan x ja y, ja nadin saadaan selville miten suuri on toinen osa koko vektorista ja edelleen jakosuhde.

3. Suunnikkaassa ABCD on AB = a, AD = b ja piste E jakaa sivun BC suhteessa 2:1. Maarita a:n ja b:n avul-
la vektorit BD ja AE. Missa suhteessa lavistéja BD jakaa janan AE?

9. Vektori koordinaatistossa

9.1. Suorakulmainen koordinaatisto

1. Pisteen paikkavektori
on origosta pisteeseen meneva vektori.

2. Janan keskipisteen paikkavektori
on paatepisteiden paikkavektoreiden keskiarvo. OP = %4(OA + OB)

3. Kantavektoreiden virittdma koordinaatisto
Jokainen vektori v voidaan esittaa kantavektoreiden a ja b avulla muodossa v = xa + yb.
(x,y) on vektorin loppupisteen koordinaatit tdssa koordinaatistossa

4. Ortonormeerattu koordinaatisto
on silloin kun kantavektorit ovat kohtisuorassa ja pituudeltaan 1.

5. xy-koordinaatiston kantavektorit i ja |
i on pituudeltaan 1 ja x-akselin positiivisen suunnan suuntainen.
j on pituudeltaan 1 ja positiivisen y-akselin suuntainen.

6. Koordinaatiston paikkavektori, kun piste tunnetaan
P=(x,y) ® OP =xi +Yj

1. Maarita pisteen a) (2,3) b) (4,-1) c) (10,-12) d) (-89,97) e) (*2,0) f) (0,-3) g) (a,-b) paikkavektori.

7. Koordinaatiston piste, kun paikkavektori tunnetaan
OA=ri+sj = A=(rS)

2. Mé&arita piste, kun sen paikkavektori on a) 4i + 5j b) 6i - 7j c) 35i + 47j d) 50i e) -69j f) 2ai + 3bj.

8. Koordinaatistovektorin esittdminen graafisessa laskimessa TI-85
Vektorin kertoimet annetaan hakasulkujen sisalla, ts xi + yj = [x,y]




Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit 17

9. Laskut koordinaatistovektoreilla graafisella laskimella T1-85
Kuten muutkin laskut, kaytetdan vektoreita [a,b], +, - ja * merkkeja

3. Laske laskimella 3(2i - 3)) - (4i + 6j)/2.

9.2. Vektorin pituus

1. ij-vektorin pituus

OP=xi+yj = |OP|=\X"+y

9.2.1. Laske vektorin a) 4i - 3j b) 6i + 8] ¢) 5i - 12j d) 15i + 8j e) 2i + 6j f) -7j g) ai + 2j pituus.
. Maarita x, kun vektorin xi + 21j pituus on 29.

. Milla x:n arvoilla vektorin (x - 1)i + xj pituus on 1?

. Milla x:n arvoilla vektorin xi - (1 - 2x)j pituus on pienempi kuin 1?

. M&arita x siten, ettd vektorit 2i - (x + 1) ja xi + 3j ovat yhta pitkat.

. Kolmion kahtena sivuna on vektorit 5i + 3j ja 2i - j. M&arita kolmion sivujen pituudet.

. Muodosta yksikkdvektori a°, kun a) a = 3i - 4j b) a = 12i + 9j ¢) a = 7i - 24j.

. Maarita jokin vektorien 3i + 4j ja 8i - 6] valisen kulman puolittajavektori.

O~NO U WN

2. Vektorin pituus graafisella laskimella TI-85
[2nd] [VECTR| [F3=MATH| [EF3 =norm| [[a,b]| |[ENTER]

3. Yksikkovektori graafisella laskimella TI-85
[2nd] [VECTR] |F3 =MATH] [F2 = unitV] [[a,b]] [ENTER]

4. Pisteesta toiseen meneva vektori
AB = (Xg - Xa)i + (Y& - Ya)i , Missa A = (Xa,Ya) ja B = (Xg,Ys)

9. Maarita vektori AB, kuna) A=(2,5)jaB=(6,8)b)A=(4,-3)jaB=(2,1)c) A=(-3,7) jaB =(-1,4).

9.3. Janan pituus ja keskipiste

1. Janan pituus, kun tunnetaan paatepisteiden koordinaatit
JAB| = \/(Xg - Xa)° + (V& - Ya)°

9.3.1. Laske janan AB pituus, kuna) A=(2,5)jaB=(6,8) b) A=(3,7)jaB=(9,-1) c) A=(1,2) jaB =(3,-4).
2. Maéarita x, kun janan AB pituus on 5 sekd A = (x,3) ja B = (4,6).
3. Mik& x-akselin piste on pisteesta (7,-6) etdisyydella 10?

2. Janan keskipiste, kun tunnetaan janan péaatepisteiden koordinaatit
Xa + X +
Xy = A2 B,yK:YAZyB

4. Maarita janan AB keskipiste, kun a) A = (2,5) jaB = (6,8) b) A = (12,-16) ja B = (20,30)
5. Mik& on janan AB paatepiste B, kun A = (4,7) ja janan keskipiste on (2,-1)?

10. Vektorin komponenttiesitys

10.1. Tasovektorin komponenttiesitys

1. ij-vektorit samoja
X=r

y=s eli kummassakin vektorissa on samoja kantavektoreita yhta monta

xi+yj=ri+sj<:>{

10.1. Maéarita x ja 'y, kun vektorit a = xi + 2j ja b = 3i + (y - 3)j ovat samoja.

2. Maéritd x ja 'y, kun a) x(3i - j) + y(i - 2J) = 3i + 4j b) x(-3i - 2j) - (i + 4j) =y(-4i -))

3. Olkoon u = 3i -jjav =-2i + 4j. Maarita luvut x ja y siten, ettd i = xu + yv.

4. Vektorin a alkupiste on (x,5) ja loppupiste (3,y). M&arita x ja y siten, ettd a = 2i + 3j.

5. Olkoon u =-2i + 3j, v =3i -j jaw = 6i + 5j. Maarita luvut x ja y siten, ettd xu + yv = w.
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2. ij-vektorit yhdensuuntaisia

y

s

Vektorit ovat samansuuntaisia, jos suhde on positiivinen, vastakkaissuuntaisia, jos suhde on negatiivinen.

Xi+yj|ri+sj o]

6. Ovatko vektorit a = 18i - 24j ja b = -12i + 16j yhdensuuntaisia?

7. Milla x:n arvolla vektorit 2i + 3j ja xi - 2j ovat yhdensuuntaiset.

8. Olkoon a = 2i - 3j ja b =i + kj. Maarita vakio k, kun vektorit a + b ja 2a - 3b ovat yhdensuuntaisia.
9. Olkoon a =i + 2j ja b = 3i + . M&arita x siten, etta vektorit a - xb ja i + j ovat samansuuntaiset.

3. Tutkiminen, ovatko pisteet samalla suoralla
Ne ovat, jos yhdesté pisteesta muihin menevéat vektorit ovat yhdensuuntaisia.

10. Ovatko pisteet a) (3,2), (4,3) ja (5,4) b) (1,-1), (-3,2) ja (4,-3) samalla suoralla?
11. Maarita x siten, etta pisteet (1,-1), (x,3) ja (5,9) ovat samalla suoralla.
12. Milla x:n arvolla origosta alkavan vektorin a = 3i + xj kéarki on pisteiden (1,6) ja (6,1) vélisella janalla?

4. Vektorin jakaminen komponentteihin

Muodostetaan yhtélo vektori = komponenttiensa summa ( esim. ¢ =xa +yb )
Sijoitetaan a:n, b:n ja c:n paikalle niiden ij-esitys.

X ja y ratkaistaan kohdan 2.6.5.1 mukaisesti saatavasta yhtéloparista

13. Jaa vektori a = 3i - 5] kahteen komponenttiin, joista toinen on vektorin i ja toinen i - j suuntainen.

14. Jaa vektori 3i + 13j vektorieni + j ja -2i + 3j suuntaisiin komponentteihin.

15. Mika on se vektorin i + 3j suuntainen vektori, jonka toinen komponentti on 28i + 7j ja toinen komponentti
vektorin 22i - 11j suuntainen?

16. Olkoon a = 2i + 3j, b = 3i - 2j ja ¢ = 13]. Esita vektori ¢ vektoreiden a ja b avulla.

17. Olkoon A(6,8) ja B(1,-5). Jaa AB vektoreiden a =i - 3j ja b = 2i + ] suuntaisiin komponentteihin.

10.2. Avaruuskoordinaatisto

1. Yleisten kantavektoreiden muodostama avaruuskoordinaatisto
Jokainen vektori v voidaan esittdd kantavektoreiden a, b ja ¢ avulla muodossa v = xa + yb + zc
(x,y,z) on vektorin loppupisteen koordinaatit tissé koordinaatistossa

2. Ortonormeerattu avaruuskoordinaatisto
Kantavektorit ovat pareittain kohtisuorassa ja kantavektoreiden pituudet ovat 1.
Vektorit muodostavat jarjestyksessa oikeankéatisen kannan.

3. xyz-koordinaatiston kantavektorit i, j ja k

i on pituudeltaan 1 ja positiivisen x-akselin suuntainen
j on pituudeltaan 1 ja positiivisen y-akselin suuntainen
k on pituudeltaan 1 ja positiivisen z-akselin suuntainen

4. Pisteen ja paikkavektorin valinen yhteys
P=(xy,z) & OP =xi +yj +zk

10.2.1. Maarita pisteiden a) A = (2,3,1) b) B = (4,-7,3) ¢) C = (5,0,-8) d) D = (0,3,0) paikkavektorit.
2. Minka pisteen paikkavektori on a) 2i + 7j - 4k b) 3i - 6] + 5k ¢) 4j - 9k d) (2i + 3j - 4Kk) - (i - 2j - 4k)?
3. Milla vakion a arvolla paikkavektori 2ai - (a - 2)j + (a - 1)k on xz-tasossa?

5. ijk-vektorin pituus

|OP| =} +y* + 7

4. Laske vektorina) a=2i +j-2k b) b =3i-2j-6kc)c=8j-6kd)d =4i- 3j+5k pituus.
. Laske vektorin a = 2i - 3] + 6k pituus ja yksikkdvektori.

. Mik& on x, kun vektorin xi + 3j - 2k pituus on 7.

. Maarita x, kun vektorin x(i - 2j + k) + k pituus on 3.

. Milla x:n arvolla vektori xi + (x - 4)j + 3k on mahdollisimman lyhyt?

0 ~NO Ol

6. Pisteesta toiseen meneva vektori
AB = (Xg - Xa)i + (Vg - Ya)i + (Zg - Za)K

9. Maarita AB; kun a) A =(1,2,3) jaB = (5,-6,-7) b) A =(0,3,4) ja B = (8,-6,-5).
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7. Avaruusjanan pituus, kun tunnetaan janan paatepisteet
| AB | = \/(Xe - Xa)* + (Y& - Ya)* + (28 - Z)°

10
11
12
13

. Mika on pisteiden a) (2,3,4) ja (5,1,-2) b) (4,5,6) ja (3,0,-1) valisen janan pituus?
. Laske kolmion A(1,3,2) B(0,1,0) C(3,2,4) sivujen pituudet.

. Mika on x, kun janan A(x,4,5) B(7,6,6) pituus on 3?

. Mika y-akselin piste on yhta etaalla pisteista (4,5,6) ja (2,-3,4)?

8. Avaruusjanan keskipiste, kun tunnetaan janan paatepisteet

Xa t X + Zpt+z
Xy = A2 B ;yK:LZE : ZK:%
14. Mika on janan a) A(2,3,4) B(8,-9,10) b) A(5,-4,3) B(11,10,9) keskipiste?

15

. Maarita piste A, kun janan AB keskipiste on (4,1,-3) ja B = (5,7,-4).

9.

Pisteen koordinaattien maarittaminen vektoreilla

JOKO Lasketaan pisteen paikkavektori
TAI Merkitaan pisteen koordinaatteja (x,y,z).

Es
Tu

itetd&n jokin vektori kahdella eri tavalla kayttaen annettuja tietoja ja tuntemattomia x, y ja z..
ntemattomat ratkaistaan yhtaloryhmasté: kummassakin on oltava sama mé&aré samoja kantavektoreita

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

Vektorin a = 3i + 4j alkupiste on (5,2). Mik& on vektorin loppupiste?

Maarita vektorin a = 2i - j + 2k suuntaisen vektorin loppupiste, kun alkupiste on (2,1,0) ja pituus 15.
Suunnikkaan ABCD kéarkina ovat A(3,5), B(6,6) ja C(4,7). Maarita karjen D koordinaatit.
Suunnikkaan kolme karkeda ovat (1,2,3), (-2,1,-5) ja (0,3,-2). Missa voi olla 4. karkipiste?

Olkoon A(-3,4) ja B(2,-1). Maarita piste, joka jakaa janan AB sisdpuolisesti suhteessa 2:3.

Mika piste jakaa janan AB suhteessa 1:3, kun A(2,7,-3) ja B(3,0,4)?

Olkoon A(1,2), B(3,-5) ja C(2,3). Mika on a) sivun BC keskipiste b) kolmion painopiste?

Tetraedrin karjet ovat origo, (-1,-3,2), (4,-1,-2) ja (3,1,6). Laske tetraedrin painopiste.

Kolmion kaksi karkea ovat (1,3) ja (-2,1). Keskijanojen leikkauspiste on origo. Mika on kolmas karki?
Missé pisteessa pisteiden (8,-3,7) ja (2,5,-1) kautta kulkeva suora leikkaa xz-tason?

Janalla A(11,23)B(41,63) on 4 pistettd, jotka jakavat janan yhté pitkiin osiin. Maaritd ndma pisteet.

10

xi+yj+zk=ri+sj+tk<:>{y:s

. ijk-vektorit samoja
X=r

z=t

27
28
29

.Maarita x,yjaz, kun (x - 2)i + (3-y)j - (z- 5k =6i - 7] + 8k.
. Maarita luvut a, b ja c, kun a(2i - j + k) + b(i - 2k) + ¢(3]j) = 5k - j.
. Olkoon A(2,1), B(-1,0) ja C(1,-4). M&arita piste P, kun AP + BP + CP = 0.

11

xi+yj+zk||ri+sj+tk¢>%:

. ijk-vektorit yhdensuuntaisia

y_z
st

30
31
32
33

. Ovatko vektorita) i - 2j + k ja -2i + 4j - 2k b) 2i - 4k ja -i + 2j yhdensuuntaisia?

. Maarita vakio t siten, etta vektorit ¥2i + tj + k ja -i + 1% - 2k ovat yhdensuuntaisia.

. Maarita x ja y siten, etta vektorit xi + yj + (x + 6)k ja 2i + 3j + 5k ovat yhdensuuntaiset.
. Maarita x, kun vektorit x%i + (x - 2)] + 8k ja 2i + xj + 4k ovat yhdensuuntaisia.

12

. 3 pistettéd samalla suoralla

jos kaksi erilaista pisteiden valisté vektoria ovat yhdensuuntaisia.

34
35
36

. Ovatko pisteet (1,2,4) , (0,0,3) ja (-3,-6,0) samalla suoralla?
. Osoita, etta pisteet (2,3,4) , (4,4,2) ja (8,6,-2) ovat samalla suoralla.
. Maarita x ja y, kun pisteet (4,3,5) , (5,5,8) ja (x,y,2) ovat samalla suoralla.

13

. 3 vektoria samassa tasossa

jos jokin vektoreista voidaan esittda kahden muun avulla (lineaarisena yhdistelynd)

eli

jos on olemassa luvut x ja y siten, ettd ¢ = xa + yb

37
38
39

. Onko vektori ¢ = 2i +j - k vektoreidena =i +jjab =] + k mdaradmassa tasossa?
. Ovatko vektoriti + 2j, 3i -j + k jai - 4] + kK samassa tasossa?
. Ovatko vektoriti +j, i - k jaj + k saman tason suuntaiset?
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14. 4 pistettd samassa tasossa
jos jostakin pisteestd muihin kolmeen menevat vektorit ovat samassa tasossa
eli jos on olemassa luvut x ja y siten, ettd AD = XAB + yAC

40. Ovatko pisteet A = (1,0,2), B =(3,-1,-1), C = (-1,5,1) ja D = (3,-13,11) samassa tasossa?
41. Ovatko pisteet (1,1,1), (3,2,4), (7,8,9) ja (-1,-1,-1) samassa tasossa?

15. Onko 3 vektoria avaruuden kantavektoreita
Tutkitaan, ovatko ne = 0 ja ne eivat ole samassa tasossa (a || b ja ei ole x, y siten, ettd ¢ = xa + yb )

42. Voivatko vektorita =i+ 2j, b = 3i - j + kjac =i - 4j + k olla avaruuden kantavektoreita?
43. Osoita, ettd vektoriti +j, i - 2k ja 2] + k ovat 3-ulotteisen avaruuden kantavektoreita.

11. Skalaaritulo

11.1. Vektori- ja skalaariprojektio

1. Vektorin a vektoriprojektio vektorilla b
on a:n alkupisteen projektiopisteesta b:lla loppupisteen projektiopisteeseen b:lla meneva vektori

2. Vektorin skalaariprojektio
on vektoriprojektion pituus.

3. Vektorien valinen kulma
on pienempi niistd kahdesta kulmasta, jotka muodostuvat kun vektorit laitetaan alkamaan samasta pisteesta

4. Skalaariprojektio vektorin pituudesta ja niiden valisesta kulmasta
b,=|b|-cosa,missaa=Z(ab).

11.1.1. Laske b, ja ay, kun |a| = 6, |b|] = 10 ja vektoreiden valinen kulma on 60°.
2. Kuinka pitk& on vektori a, kun sen skalaariprojektio b:lla on -5 ja vektoreiden vélinen kulma on 120°7?

5. Vektoriprojektio skalaariprojektion avulla
ba=b,-a’, missa b, on vektoriprojektio b, on skalaariprojektio ja a’ on a:n suuntainen yksikkdvektori.

3. Laske b,, kun |b| = 30, a = 3i - 4] sek& vektoreiden a ja b valinen kulma on 60°.

11.2. Skalaaritulon maaritelma

1. Skalaaritulo
a-b=|al-|b]|-cosa, missdo=/(ab)

12.2.1. Laske a - b, kun |a] = 6, |b| = 10 ja vektoreiden valinen kulma on a) 0° b) 60° c) 90° d) 120° e) 180°.
2. Suorakulmiossa ABCD on AB = 8 ja BC = 6. Laske a) AB - AD b) AB - DC c) AB - DCd) AC - BD.

3. Saannollisen nelisivuisen pyramidin sivusdrmé on 6 ja pohjasarmé 4. Pohjanelié on ABCD ja pyramidin
karki E. Laske a) BA - BE b) BA - BD c) EA - EC.

2. Skalaaritulo skalaariprojektion avulla
a-b=Ja|-b.=|b]|-a

4. Laske a - b, kun |a| = 6 ja b, = 4. Laske |b|, kun a, = 8.

11.3. Skalaaritulon laskulait

1. Skalaaritulon vaihdantalaki
a-b=b-a

2. Skalaaritulon osittelulaki
a-(b+c)=a-b+a-c

3. Skalaarikertoimen siirtosaanto
(ra) - (sb) =(rs)(a - b)
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4. Vektorin nelio
a’=a-a

11.4. Skalaaritulo kannassa (i,},k)

1. ijk- vektorien skalaaritulo
(xi +yj +2zk) - (ri +sj +1tk) =xr +ys + zt, elii:n kertoimien tulo + j:n kertoimien tulo + k:n kertoimen tulo

11.4.1. Laskea-b,kuna)a=3i+4j,b=6i+5/b)a=2i-4j+5k,b=i+3j+8kc)a=xi+2j,b=3i-4j
2.0lkoona=3i+4j-kjab=-i+k.Laskea)a-bb)a-(a-b)c)2a-(a-2b)

2. Skalaaritulosta saatavan yhtaldn ratkaiseminen
Laske pistetulo. Tee vaadittu yhtald. Ratkaise kyseinen yhtalo.

3.Mikdonx,kuna-b=-1jaa=xi+2j-3kjab=x( - 2j) + 2k.
4. Olkoona=i+2j+xkjab =2i-3j+2k. Maarita luku x siten, ettd a - (a+b) =9
5. Olkoon A = (x,x,X), B = (3,0,0,) ja C = (0,0,3). Milla x:n arvolla AB - AC <0?

3. Pistetulo graafisella laskimella TI-85
[2nd] [VECTR| [F3 = MATH| [F4 =dot| [[a,b], [c,d]| |[ENTER]

6. Laske a) (2i - 3)) - (5i - 4j) b) [4,-1] - [-3,2]

11.5. Skalaaritulon sovelluksia

1. Vektorin pituus skalaaritulon avulla
| a |2 = a - a eli vektorin pituus toiseen on vektorin pistetulo itsensé kanssa

11.5.1. Olkoon |a] =4, |b| =7 jaa - b = 8. Laske vektorin a) a + b b) 3a - 2b pituus.
2. Vektorien a ja b pituudet ovat 2 ja 4 seka niiden valinen kulma 120°. Laske vektorin 2a + 3b pituus.
3. Vektorien a, b ja a - b pituudet ovat 5, 6 ja 7. Laske vektorin a + b pituus.

2. Janan pituuden laskeminen geometrisessa tehtavassa muuttamalla se vektoritehtavaksi
Esitetdan laskettava jana vektoreilla ja lasketaan tdman vektorin pituus esim. eo. tavalla

4. Suunnikkaan sivut ovat 2 ja 3 sekéa niiden vélinen kulma 60°. Laske lavistajien pituudet.
5. Mé&éarita kolmion keskijanojen pituudet, kun AB = 4, AC = 3 ja kulma A = 120°.

3. Vektorien vélisen kulman laskeminen

Cosa_ﬂ
la] - |b]

6. Laske vektorien a ja b valinen kulma, kuna-a=8,b-b=9jaa-b=-6

7. Laske vektoreiden a) 4i + 3jja2i-jb)i-j+ 2k ja 2i + 3j valinen kulma.

8. Kolmion karjet ovat A(1,1,1), B(4,6,-1) ja C(9,4,6). Laske kolmion kulmat.

9. Laske vektorin 4i + 8] + k ja positiivisten koordinaattiakselien véliset kulmat.

10. Laske vektorin 3i + 12 + 4k ja xz-tason valinen kulma.

11. Olkoon |a| = |b|=6jaa - b =20. Laske a) Z(a,b) b) Z(a,b -a)c) ZL(a+b,a-b)

12. Tetraedrin karjet ovat origo, A(3,0,0), B(0,4,0) ja C(1,2,4). M&arita pienin sarmien valisista kulmista.
13. Maarita x siten, etté vektorien xi + j ja 2i + j valinen kulma on 45°.

4. Vektorien kohtisuoruus
alb®a-b=0,a,b=#0

14. Osoita, etté vektorit a) 4i - 5j ja 15i + 12j b) 3i + 4j - 5k ja 3i + 4j + 5k ovat kohtisuorassa.

15. Mika on x, kun vektorit 3i - 5] + xk ja -4i - Xj - ¥2xk ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

16. Samasta pisteesta alkavat vektorit a = 2i +j + 4k, b =-i + 3j + k ja ¢ = 3i + j maar&a&vat suuntaissarmion.
Osoita, etté vektorin a alku- ja loppupisteesta piirretyt sdrmion avaruuslavistajat ovat kohtisuorassa.

17. Jaa vektoria =i - j + 3k kahteen komponenttiin, joista toinen on vektorin b = 2i - 4j + 4k suuntainen ja
toinen vektoria a vastaan kohtisuorassa.

18. Olkoon a = 24i - 10j - 13k ja b = 2i - 2j - k. Jaa vektori a komponentteihin, joista toinen on b:n suuntainen
ja toinen kohtisuorassa b:ta vastaan.

19. Osoita, etté i - j on kohtisuorassa pisteiden (1,2,3), (2,3,4) ja (3,4,4) kautta kulkevaa tasoa vastaan.

20. Milta xy-tason viivalta pisteitd (0,0,1) ja (6,8,1) yhdistéava jana nékyy suorassa kulmassa?

21. Kuinka kaukana on origo pisteiden (-3,6,0) ja (-1,4,1) kautta kulkevasta suorasta?
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5. Ehto, ettd vektorien vélinen kulma on tylppéa tai terava
Vektoreiden valinen kulma on tylppa, josa - b <0 ja terévd, josa-b >0

22. Milla x:n arvoilla vektorien xi + 2j ja i - 3j valinen kulma on a) terava b) tylppa c) suora?

23. Osoita, etté vektorien xi + 2j - 3k ja xi + 3] - 2k vélinen kulma on terava kaikilla x:n arvoilla?

24. Milla x:n arvoilla vektoreiden a = x(i +j) - k ja b = X% - 7j + 6k valinen kulma on terava?

25. Osoita, ettd vektorien i + 2j + tk ja ti - 2j + (1 - 2t)k valinen kulma on tylppé kaikilla t:n reaaliarvoilla.
26. Kolmion karjet ovat origo, A(l,t,tz) ja B(4,-4,1). Osoita, ettd kulma AOB < 90°.

6. Skalaariprojektio skalaaritulosta

a-b
ba =T

27. Laske skalaariprojektio b,, kuna)a=3i +4jjab=2i+3jb)a=2i+j-2kjab =i+ 2j + 3k.

7. Vektoriprojektio skalaaritulon avulla

_ o_a-b o
bao=b,-a = la|

28. Laske vektoriprojektio b,, kuna)a=12i + 16jjab =4i+5jb)a=3i+4j+5kjab =i-j-k.
12. Vektoritulo

12.1. Vektoritulon méaaritelma

1. Vektori- eli ristitulo
axb=|a|-|b|-sina- e, missa o on vektoreiden a ja b valinen kulma ja e° on yksikkévektori, joka on
kohtisuorassa vektoria a ja vektoria b vastaan seka a, b ja e° muodostavat oikeankatisen jarjestelman

12.2. Ominaisuuksia

1. Vaihdantalaki ?
ei ole voimassa

2. Osittelulait
ax(b+c)zaxb+axc ja (atb)xc=zaxc+bxc

3. Skalaarikertoimen siirtosaantd
(ra) x (sh) = (rs)(a x b)

12.3. ijk-vektoreiden vektoritulo

Lixjixk,jxKk,..
ixj=k , jxk=i , kxi=] , jxi=-k , ixk=-j , kxj=-i, ixi=jxj=kxk=0

12.3.1. Mé&érité a) 2i x 3j b) 3i x 4k c) 5] x 6k d) (-2i) x (-5k) €) (2k) x (-3]) f) (-}) x (-5i)
2. Laske a) 3i x (4j + 5k) b) 2j x (i + 2j + 3k) c) 4k x (2i +j - 2k)
3. Laske (2i + 3j - 4k) x (5i - 4j - 3k)

2. Vektoritulo determinanttimuodossa
i j k
ax ay a,
by by b,

axb=

4. Laske a) (i+j-2k)x (2i-j-k)b) (3i-4j+2k)x(i+2)-3k)
5. Muodosta vektorit, jotka ovat kohtisuorassa vektoreita 2i + j ja 2i - k vastaan ja joiden pituus on 18.
6. Mik& on vektoreiden 3i - 2j + 4k jai +j - 2k m&araamaa tasoa vastaan kohtisuora yksikkovektori.

3. Vektoritulo graafisella laskimella TI1-85
[2nd] [VECTR] |F3 =MATH] [F1 =cross| [[a,b],[c,d]] [ENTER]

7. Laske a) (3i- 2j + k) x (2i + 3j + 4k) b) [2,3,-1] X [3,-4,2]
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4. Vektorikolmitulo
on(axb)xc

8.0lkoona=i+j-2k,b=2i-j+kjac =i+ 2] +k. Muodosta vektori a) (a x b) xc b)ax (b x ¢)

12.4. Kolmion ja suunnikkaan pinta-ala

1. Suunnikkaan ala vektoritulolla
A=|axb |, missd ajab ovat suunnikkaan viereiset sivuvektorit

12.4.1. Suunnikkaan sivuina ovat vektorita =i - j + 2k ja b = 3i - 4k. Laske suunnikkaan ala.
2. Nelikulmion kéarjet ovat A(1,1,1), B(2,3,4), C(-1,2,1) ja D(-2,0,-2). Osoita, etté nelikulmio on suunnikas ja
laske sen ala.

2. Kolmion ala vektoritulolla
A=%.|axb |, missé a ja b ovat kolmion kaksi sivuvektoria.

3. Kolmion kahtena sivuvektorina on a = 2i - 3] + 2k ja b = 3i - 2j + k. Laske kolmion ala.
4. Kolmion karkina ovat A(1,1,0), B(2,1,-1) ja C(3,4,2). Laske kolmion ala.
5. Maarita x-akselilta piste, joka pisteiden (1,0,2) ja (2,3,1) kanssa muodostaa kolmion, jonka ala on 4?

3. Korkeuden tai etdisyyden laskeminen alasta
Lasketaan ala eo. tavalla ja kantasivuna olevan vektorin pituus.
A = kanta - korkeus (jos suunnikas), mista yhtalosta voidaan ratkaista korkeus.

6. Suunnikkaan kantasivuna on vektori a =i + 2j + 2k ja kylkend b =i - 2k. Laske suunnikkaan korkeus.
7. Kolmion kérjet ovat A(1,1,1), B(2,1,3) ja C(-1,2,-2). Laske AB:lle piirretyn korkeusjanan pituus.

8. Mik& on pisteen A(2,1,3) etéaisyys pisteiden B(1,0,-1) ja C(0,2,1) kautta kulkevasta suorasta?

9. Miké& x-akselin piste on pisteiden (1,2,3) ja (3,4,2) kautta kulkevasta suorasta etaisyydella 4?

12.5. Skalaarikolmitulo

1. Skalaarikolmitulo
on (axb)-c, jotavoidaan merkitamyosaxb - c

2. Lasku suorittamalla ensi vektori- ja sitten pistetulo
Lasketaan vektoritulo kohdan 12.3.2 mukaisesti ja sen jalkeen pistetulo (kohdan 11.4.1 mukaisesti)

12.5.1. Olkoona=i+2j-3k,b=i+jjac=3j-2k. Muodostaa) (axb)-cb)a-(bxc)

3. Laskeminen determinanttimuodosta
ay ay &
by by b,
Cx Cy C;

axb-c=

2.Laske (axb)-cjaa-(bxc), kuna=4i-5 +6k,b=2i+3j-kjac=3i+]-4k.

12.6. Skalaarikolmitulon sovelluksia

1. Suuntaissarmion tilavuus skalaarikolmitulosta
V=|a xb-c|,missaa, b jac ovat sarmidn eri sivuvektorit

12.6.1. Suuntaissdrmidn samasta kérjesta lahtevat vektorit a =i - 2j, b = 3j + 4k ja ¢ = 5i + 6k ovat s&rmina.
Laske suuntaissarmion tilavuus.

2. 4-sivuisen pyramidin tilavuus skalaarikolmitulosta, kun pohja on suunnikas.

V= 3 |a xb-c|, missa a, b ja c ovat samasta karjesta lahtevat sdrmavektorit

2. Pyramidin pohja on suunnikas, jonka sivuina ovat vektorit i - 2j + k ja 2i + j - k sek& samasta kérjestéa lah-
teva sivuvektori on 3i + 4j - 5k. Laske pyramidin tilavuus.

3. Tetraedrin tilavuus skalaarikolmitulosta

V= 6 |a xb -c|,missa a, b ja c ovat samasta kérjesta lahtevat sdrmavektorit.

3. Mik& on sen tetraedrin tilavuus, jonka karkina ovat (2,1,1), (1,-1,2), (0,1,-1) ja (1,-2,1)




24 Pitkd matematiikka.

Kurssi 4.

Trigonometria ja vektorit

4. Korkeuden tai etdisyyden laskeminen tilavuudesta

Lasketaan tilavuus kuten edelld ja pohjan ala ristitulon itseisarvosta 12.4.1

Korkeus saadaan yhtalostd V = A - h (jos kyseessa suuntaissarmio)

4. Tetraedrin pohjan karjet ovat (2,1,3), (4,2,5) ja (6,2,6) seka huippu pisteessa (4,0,0). Laske korkeus.
5. Kuinka kaukana piste (4,0,8) on pisteiden (1,3,0), (3,1,8) ja (4,3,6) maaraamasta tasosta?
6. Ovatko pisteet (1,2,3), (2,4,3), (1,3,2) ja (2,6,1) samassa tasossa?

1.1.1. sin a = 3/5, cos a = 4/5,
tan o =%

2.sina =12/13, cos a = 5/13,
tan o = 12/5

3. sin a = 4/5, cos Y23 = 4/5
4.3,
5.4, 7cm,5,4cm
6.5,3cm

7.35,2°, 54,8°
8.32,1cm

9.28cm

10. k=129, A=49,2
11. 73,5

12.270m

13.100 m

14. 72,5°, 107,5°

15. 14,9°

16. 105°

17. 36,4°

18.3,4m

19.sinx = \/EM, tan x = \/E
20. a) sin x = 3/5, cos x = 4/5

b) cos x =12/13, tan x = 5/12

21. sin x = 2[5, cos x = 1A[5
22. cot o = 4/3, sec o = 5/4,

cosec o = 5/3
23.a)2,61b)1,21c) 1,24

1.2.1, 8R[3

2.8,2cm

4.12,7cm, 16,0 cm, 18,3 cm
5.71°,8,8cm, 9,5cm

6. a) ei mahd. b) 54,3° ja 95,7°
tai 125,7° ja 24,3°

7.58,9° 31,4 cm, 25,1 cm
8.8,8cm

9.10,3cm

10. 2150 m

11. 14,6 km

12.190 m

13. 412 cm?

14. 30° tai 150°

15. 18,4

16. 3,14157, n ~ 3,14159

17. 6,5, 16,5° ja 96,3°

18. 29,9°

19.1,39

20.4,2

21./46

22.66,20m

23.1/28

24. Y15

Vastaukset E-tehtaviin

25. 61/5 tai 24/205
26. 24

27. Y15

2.1.1. 20° + n-360°
2. a) 280° b) 280°
3.a) nb) 1%nc) 5,75

2.2.1. a) 5n/9 b)n/5 c¢) -2n/15
d) 507/9 e) 200~

2. a) 22,5° b) 540° c¢) 72°
d) 573° e) -135°
3.13cm

86°

.380m

.11,7cm

. 0,59 rad

. 360 cm”?

. 45,8°

10.2,1 cm?

11.2,5cm

12.5cm?

13.3,3cm

© oo ~NOUN

3.1.1.a)sina=0,8, cos a.=0,6,
tan o = 1,33 b) sin a = -3/5,
cosa=-4/5tano =%

) sin o =-12/13, cos a = 5/13,
tan o =-12/5

2. a) sin 30° =%, cos 30° =
yn(3, tan 30° = 1A[3 b) sin 135°
= Yn\[2, cos 135° = -2,

tan 135° = -1 c) sin 210° = -4,
cos 210° = -¥»\[3, tan 210° =
13

3. ) (¥2,¥2\[3) b) (¥2,-¥2\[3)

c) (0,629, 0,777)
4.a)S=3p=1b)S=-1p=-5

c)S=9,p=-1
5.a)2b)2
6.S=5,p=%

7.a)S=1p=-1b)S=1p=0
8. a) X Yan + n-Y2n b) X = Yor +
n-n/3 ¢) X # Yan + n-Yarn

3.2.1. a) n b) 6n ¢) Yan
2.a) 2n/5 b) 2= c) n/6

3.3.1.a) (1,1A/3) b) (1,1)

c) (1,\/3) d) ei ole ) (1,/3)
f) (1; 2,97)

4.1.1.%

2.a,b

3. a) tan 40° b) tan x

c) tan (3x + 10°) d) tan 40°

4.3) ¥n[3b)\[1-a°
5.1

4.2.1.a)0,77b) b
2. 2a
3.a)-ab)0,91
4.2b
5.a)-29b)-b

6.a)-0,4b) -a

7.0

8.a)ab)a

9.0

10.a)-1,5b) -b

11.a)-ab) a=54°

12. o = 230°

13. 3a

14.a)-ab)-b

15. 252,5°

16. -a

17.a)ab) b

18. 238°
19.a)ab)-ac)-ad)-a
20.a)-bb)-bc)bd)b
21.a)-cb)cc)-cd)-c
22.330,5°

23.a)lb)lc)1l

24.4a) 0,8 b)-0,8

25. a) tan 56° b) tan 56°

c) -tan 56° d) - tan (= + x)
26.a)ab)ac)-a
27.a)ab)-ac)-a

28. sin a = -3/5, cos o = -4/5
29. sin a. = \[5/3, tan o. = [5/2
30. cos a = 3/5, tan a = -4/3
31. a) 3sin a, b) 1/cos x
32.1 +sin X

4.3.1.a) sinx+cosx b) 1/4(\/§+\/5)
. 63/65
- \/§sin X
4\3-3
10
.-2-4/3
-3
. @) COoS X
b) 1/2(\/§cos X - sin Xx)

~Nou A WN
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2\3-45
6
9. Y[(\[3+1)sin x+ (3 -1)cos X]
10. a) -cos x b) sin x ¢) -sin x
3+421
8
12. \/§sin X
13.a)-tanxhb) 2 - \/§
4tan x
©) 1-tan® X
14.-1/13
15. -24/25
16. 3/5
17. %
18.5=20,p=12
19.a) % b) -% ¢) 3/5
20. -¥n\3
21. a) 8/15 b) \[15/7
22.a) % b) -2
23. a) cos x
b) cos x(4sin x - 8sin® x)
24. Arvo=1
25.8a" -8a° +1

8.

11.

5.1.1. @) [2,4] b) [-2,2] ¢) [1,5]
2. la] =%

3. 2 yksikkoa ylapuolella
4.a)sinx-3b)sinx+3

5. y on joka kohdalla x 2-
kertainen

6. 3sin X

7. a) 2n/5b) 4n

8.6

9.a)sin (x-2)b)sin(x+2)

52.1.S=5p=-1

5.3.1. @) Y + n-Y2m b) n-Yan
c)n+n2n

6.1.1. a) 20° + n-360°,160° +
n-360°

b) 10° + n-180°, 80° + n-180°
¢) n-360°, 60° + n-120°

d) 20° + n-360°, 53,3° + n-120°
2.a)n/6+nm n/3+nmw

b) n/8 + n-Yon, Yan + -t

c) n/6 + n-2x/3, 77/6 + n-21

3. a) £40° + n-360°

b) £10° + n-90° c) n-120°, n-72°
d) 20° + n-120°, -12° + n-72°
4. a) £1/6 + n-nt b) Yan + n-m,
/12 + n-mt ¢) n/6 + n-27/3

5.a) 54° + n-180° b) 18° +
n-60° c) 27° + n-90° d) n-180°
6. &) ©/8 + n-Y2n b) Yarn + n-Yan
C) Yarm + n-Yarn

7.-165°, -105°, 15°, 75°, 195°,
255°

6.2.1. a) 36,9° + n-360°, 143,1°
+n-360° b) 8,7° + n-180°, 81,3°
+n-180° c) 47,2° + n-180°,

92,8° + n-180° d) 35,2° +
n-180°, 104,8° + n-180°

2.2) £78,5° + n-360° b) £22,1°
+n-120° ¢) 95° + n-360°, -25° +
n-360° d) 100,4° + n-360°,
-60,4° + n-360°

3. a) 63,4° + n-180° b)16,3° +
n-180° ¢) 62° + n-90°

4. a) n-180° b) 90° + n-180°

c) 45° + n-180° d) 90° + n-180°

6.3.1. a) 30° + n-120°, 90° +
n-360° b) 23,3° + n-120°, 110°
+n-360° ¢) 40° + n-90°, 50° +
n-180°

2.a)n-120°, 180° + n-360°

b) 20° + n-120°, 120° + n-360°
¢) -5° + n-180°, 67,5° + n-90°
3.a) 60° +n-120°, 180° +
n-360° b) 56,7° + n-120°, -170°
+n-360° ¢) /12 + n-7/3, n/8 +
n-Y%am

4. a) n-60° b) 8° + n-32°

c) 10° + n-45°

5.a) 26,6° + n-180° b) 6,6° +
n-45°c) 53,1° + n-180°

6. a) £49,1° + n-180° b) 71,6° +
n-180°, -45° + n-180°

7.a) n-180°, £60° + n-360°

b) 15° + n-180°, 75° + n-180°,
+34,8° + n-120° ¢) n-180°, 90°
+n-360°

8. a) n-180°, 30° + n-360°, 150°
+n-360° b) 90° + n-180°, 71,6°
+n-180° ¢) n-360°, 45°+ n-180°
9.a)90° +n-180°, 14,5° +
n-360°, 165,5° + n-360° b) ei
ratk. ¢) n-180°, -45° + n-180°
d) n-180°

10. 45° + n-360°

11. a) 45° + n-90° b) -90° +
n-360° c) n-360°, +109,5° +
n-360°

7.1.1. a) BA, CB, CA, ED, FE,
FD, HG, IH, IG b) DB, EC, GC,
HF, GE

2. BC, DE, EF, GH, HlI, BA, CB,
ED, FE, HG,IH b) AC, CA, DF,
Gl, IG, ¢) BD, CE, EC, EG, GE,
HF, FH

3.a) BC, DE, EF, GH, HI b) GF
4. a) (7,2) b) (3,10)

7.2.2.a) PRb) XZ ) IL
3.a) 14 b) 2 c) 10 d) 21/37
4.a) 7 b) 17 c) 13 d) \/229
5.a) RQ b) ZY ¢) VU

7.3.1.a)21b) 35
2.a)30ab) 7a+ 14b
3.a)3a+3bb)7a

4. a) a/5 b) 5a°
5.a)2a+17b b) 5a + 6b

6.a)b-ab)¥%a-b
7.a)a-bb)a+b

8. a) Y2a+¥2b b) ¥b-a ¢) Yza-b
9.a)a-bb)a-b-cc)-b-c
10.a)a+bb)a-bc)-a/3-%b
d) a/6 + ¥%b e) a/6 - ¥2b

11. 2a

8.1.1. a) 7a/5 b) - 7a/5
2. -2%a
6.a=(1+k)b-kc

8.2.1.a)2:1b) 1:2

. a) Ysa b) - Ysa

3:2

. a) 2a/9 b) 5a/9 c) -a/3
.a)4:1tai4:7b) 1:4tai 7:4
. a) 2%ab) - 1%a

5:3

.a)4:1b)7:2c)2:4:1

.AD =a/3 +2b/3,BE=Dh/3 -
5a/6

10. (3a+5b)/8
11.-(2a+3b)/5

©ONOUAWN

8.3.1.28a-9b
2.a)a+2bb)3a
3.x=2a+b,y=-3b

8.4.1. eivat

. a) (5,-6) b) (1,-7)

. (37,18)

.a) 7aja-8b b)-2ajal2b
.X=6,y=8
.a)x=4,y=5Db) x=3, y=2
.Xx=3,y=4

. a) kylla b) ei

. -3%

10. 2/5

11.-6

O©CoO~NOUILA,WN

853.BD=b-a,AE=a+
2b/3, 3:2

9.1.1. a) 2i+3j b) 4i-j ¢) 10i-12]
d) -89i+97j e) %i f) -3j g) ai-bj
2. a) (4,5) b) (6,-7) c) (35,47)
d) (50,0) e) (0,-69) f) (2a,3b)
3. 4i - 12

9.2.1.a)5b) 10 c) 13d) 17
e)2\/10f) 7 g)\Ja® + 4
2.20

3.0tail
4.0<x<4/5

5.2
6.\/@,\/3ja5tai\/5_3

7. a) 3i/5 - 4j/5 b) 4i/5 + 3j/5
C) 7i/25 - 24j/25

8. 7i/5 +j/5

9. a) 4i+3j b) -2i+4j c) 2i-3j

9.3.1.a) 5 b) 10 c) 24/10
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2.0tai 8 24. (1,-4) 12.36,7°
3. (15,0) tai (-1,0) 25. (5%.,0,4) 13.1/3

4. a) (4,6%2) b) (16,7) 26. (17,31), (23,39), (29,47), 15.6tai 4

5. (0,-9)

10.1.1.x=3,y=5
2.a)x=2,y=-3b) x=-3,y=-2
3.x=2/5,y=1/10
4.x=1,y=8
5. x=3,y=4
6. kylla
7.-4/3

8.-1%

9.-%

10. a) ovat b) eivat
11.2,6

12.4

13.a=-2i +5( - j)

14. 7(i +j) + 2(-2i + 3))
15. 6i + 18]
16.c=3a-2b

17. AB =3a-4b

10.2.1. @) 2i + 3j + k b) 4i - 7j +
3k c) 5i - 8k d) 3]

2. a) (2,7,-4) b) (3,-6,5)

¢) (0,4,-9) d) (1,5,0)

3.2
4.a)3b)7c)10d) 52
5.7, 2i/7 - 3j/7 + 6k/7
6.6

7. 1tai -4/3

8.2,417

9.a) 4i -8j -10k b) 8i -9 -9k
10. a) 7 b) 5¢/3

11. 3, 3 ja/26

12.51tai 9

13. (0,3,0)

14. a) (5,-3,7) b) (8,3,6)
15. (3,-5,-2)

16. (8,6)

17. (12,-4,10)

18. (1,6)

19. (3,4,-4), (-3,2,0), (-1,0,10)
20. (-1,2)

21. (2Y4,5Y4,-1Y5)

22. a) (2%,-1) b) (2,0)

23. (1%,-94,1%)

(35,55)
27.x=8,y=10,z=-3
28.a=1,b=-2,c=0
29. (2/3,-1)

30. a) ovat b) ei
31.-%
32.x=4,y=6

33.-2

34. ovat
36.x=3,y=1

37. ovat

38. eivat

39. ovat

40. ovat

41. eivat

42. kylla

11.1.1.b,=5,a,= 3
2.10
3. 9i - 12]

11.2.1.a) 60 b) 30 ¢) 0 d) -30
e) -60
2.a)0b)64c)64d)-28
3.a)8b) 16c) 20
4.a-b=24,|b|=3

11.4.1.a)38b)30¢c)3x-8
2.a)-4b)30c)68

3.5-1

4.2, -4

5,0<x<?2

6.a) 22 b)-14

11.5.1. a) 9 b) 24/61
A7

\[73

A[19,47

Y13, 119, ¥\[97
135°

. a) 63,4° b) 96,8°
.61,6°, 80,5°, 37,9°
. 63,6°, 27,3°, 83,6°
10. 67,6°

11. a) 56,3° b) 118,1° c) 90°

©CONOOUT A WN

17.a=11b/18 + (-2i + 13j +
5k)/9

18. a =9b + (6i + 8] - 4k)

20. (x-3)* +(y-4)°=25
21.3
22.a)x>6b)x<6Cc)x=6
24, -2<x<-1ltaix>3
27.a) 18/5 b) -2/3

28. a) 32(3i + 4j) / 25

b) - 3(3i + 4j + 5K) / 25

12.3.1. a) 6k b) -12j c) 30i
d) -10j e) 6i f) -5k

2. a) -15j + 12k b) 6i - 2k

C) -4i + §j

3. -25i - 14j - 23k

4.a) -3i-3j-3k b) 8i+11j+10k
5. £6(i - 2j + 2Kk)

6. (2] + k)/\[5

7.a)-11i - 10j + 13k b) 2i - 7j -
17k
8.a)i-2j+3kb)3i+j+2k

12.4.1.5\/5
2. A=+[70
3. Yn[42
4. yn[34
6 +1/61
5, (45C ,0)

6.2

7.6/ 2\/5
8.3
9. (3,0,0), (-9/5,0,0)

12.5.1. a) -7 b) -7
2.a)-111 b) -111

12.6.1. 22
2.31/3
3. 4/3
4.2

5. 4/3

6. ovat

Koetehtavia vanhasta 3. kurssista

90.1.1. Olkoon kolmiossa ABC AB = a ja AC = b. Piste D on sivun AC keskipiste ja piste E jakaa sivun BC
suhteessa 3:1. Lausu vektoreiden a ja b avulla vektorit CB, BD ja AE.[a-b ,-a+%b ,Y%a+%b]

90.1.2. Janan AB pituus on 100, vektori AB on vektorin 4i + 3j kanssa samansuuntainen. Mik& on piste A,

kun piste B = (43,72)? [ (-37,12) ]

90.1.3. Olkoon |a|=5,|b|=4jaa-b =-10. a) Mikd on vektoreiden a ja b valinen kulma? b) Miten pitk& on

vektori 2a - 1% b? [ 120°, 14 ]

90.1.4. Jaa vektori 2i + j vektoreiden i - j ja -i + 2j suuntaisiin komponentteihin. [ 5(i - j) + 3(-i + 2j) ]
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90.1.5. Olkoona=4i-2j,b =3i-5jjac =2i+j. Vektori a + thb ja ¢ ovat kohtisuorassa. Laske t. Mik& on
talloin vektorin a + tb pituus? [t=- 6, 14\/5 ]

90.1.6. Ympyréssd, jonka sade on 10, on segmentti, jonka korkeus on 2. Mik& on segmentin kaaren asteluku
ja segmenttia rajoittavan janteen pituus? [ 73,7°, 12 ]

90.1.7. Mik& on x, kun origosta alkavien vektoreidena=-3i+8j,b =i+ 2xjjac = X% + 2j kérjet ovat samalla
suoralla? [3tai 1tai 0]

90.2.1. Kolmion kaksi kulmaa ovat 55° ja 43° sek& edellisen vastaisen sivun pituus 6,3 cm. Laske muut sivut.
[5,2cmija7,6 cm]

90.2.2. Vartija havaitsee tykkiveneen eteldssa ja saa etéisyydeksi mittauslaitteellaan 15,6 km. 5 min kuluttua
on veneen suunta 12° etelasuunnasta lanteen ja etéisyys 12,8 km. Mik& on veneen vauhti? [ 13,6 m/s ]

90.3.1. Olkoon A = (3,2) ja B = (5,-3). Muodosta vektori AB ja laske | AB |. Mik& on x, kun vektori 4i + xj on
yhta pitka kuin vektori AB? [ 2i - 5j ,\29 , £1/13]

90.3.2. Laske kolmion ABC pienin kulma B, kun A(2,3) , B(5,1) ja C(4,5). [ 42,3°]

90.3.3. Puolisuunnikkaassa ABCD on toinen kantasivu DC = a ja sen pituus on kolmasosa toisesta kan-

tasivusta seké AD = b. Piste P jakaa sivun BC suhteessa 3:2. Muodosta vektori DP vektoreiden a ja b avulla.
9 2

[ga-gb]

90.3.4. Janan AB pituus on 20 ja se on vektorin 3i - 4j suuntainen. Laske piste B, kun A = (25,30). [ (37,14)
tai (13,46) ]

90.3.5. Tasakylkisen kolmion kanta on 5,4 cm ja kylke& vastaan piirretty korkeusjana 4,3 cm. Laske kyljen
pituus. [4,5cm ]

90.3.6. Maarita x, kun vektori a =2i + x(i + 3j) voidaan jakaa kahteen komponenttiin, joista toinen on
b = 5i + 4j ja toinen vektorin i - 2j suuntainen. [ 2 ]

90.3.7. Olkoon vektorit a = X% + Xjjab =2i- 3j. Maarita x, kuna)a L b b)al||lb.[a) 1% b) - %]
90.4.1. Kolmion kahden sivun pituudet ovat 5 ja 7 seka edellisen vastainen kulma 40°. Laske kolmion kulmat.
[ 64° ja 76° tai 116° ja 24° ]

90.4.6. Tutka ilmoittaa lentokoneen olevan suoraan etelassa 2400 m paassa tutkasta ja sen korkeuskulma
on 23,5° Toinen lentokone on suunnassa 35° etelasta lanteen etaisyydellda 3000 m ja korkeuskulmassa
18,6°. Osoita, ettd koneet ovat yhté korkealla. Mik& on niiden vélinen etéisyys? [1630 m ]

91.1.1. a) Anna kolmen desimaalin tarkkuudella cos 37,2° b) Milla kulmilla 0° < o < 180° on sin o = 0,762 ?
c) Teravélle kulmalle o on voimassa tan o= 3/4 . MitdAonsinajacosa ?[ a) 0,797 b) 49,6° tai 130,4°

N _4
c) S|na—5,cosa—5]

91.1.2. Kolmion kérjet ovat A(-2,-3), B(-5,8) ja C(5,6). M&arita kulman B asteluku 0,1° tarkkuudella. [ 63,4°]

91.1.3. Nelikulmiossa ABCDon AB=a,AD= b jaDC = c¢ . Piste P jakaa janan AD suhteessa 1:2 ja piste

Q janan BC suhteessa 2:1. limoita vektori PQ vektoreiden a, b ja ¢ avulla. [%a + % b + % c]

91.1.4. Maarita janalta A(1,2) B(9,6) pisteet P ja Q siten, ettd AP:PQ:QB =1:2:3. [P = (% ,%) ,Q=054]

91.1.5. Pohjoiseen viettéavan rinteen kaltevuuskulma vaakatasoon néhden on 28°. Kun aurinko paistaa ete-
l&std, on 12 m korkean puun varjon pituus rinnettd pitkin mitattuna 16 m. Kuinka suuren kulman auringon
sateet muodostavat vaakatason kanssa? [ 54,1° ]



28 Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit

91.1.6. Jaa vektori 12i -2j kolmeen komponenttiin seuraavasti: Ensimmainen ja toinen komponentti ovat
yhté pitkid, ensimmainen on vektorin i, toinen vektorin j ja kolmas vektorin 3i -j kanssa samansuuntainen
[ 1%i + 1%%) + 3%(3i - j) ]

91.1.7. M&aritd | 2a + 3b | pituus, kun |a | =5ja| b | = 2 seka vektorien a ja b vélinen kulma on 120°. [\/7_6]

91.2.1. Suoran ympyrakartion pohjan sade on 3 cm ja korkeus 4 cm. Kuinka suuri on kartion tilavuus ja ko-
konaispinta-ala? [ 75 cm? ]

91.2.2. Suunnikkaan sivujen pituudet ovat 4 ja 7 seké toinen lavistaja 5. Maaritd suunnikkaan a) kulmat 0,1°
tarkkuudella b) toisen lavistajan pituus. [a) 44,4° ja 135,6° b) 10,2 ]

91.2.3. Kolmion kaksi sivua ovat 4 ja 5 seka jalkimmaisen vastainen kulma 50°. Laske kolmion suurin kulma.
[92,2°]

91.2.7. Vene kulkee tasaisella vauhdilla erdésta salmesta suuntaan, joka on 8° lansisuunnasta lounaaseen.
Salmi on erééstd majakasta 1200 m padssa majakasta kaakkoon. Majakka on 6 min myéhemmin suunnas-
sa 10° pohjoisesta luoteeseen. Veneen nopeusmittari nayttaa 9,2 solmua. Kuinka monen prosentin virhe on
nopeusmittarissa, kun 1 solmu on 1852 m tunnissa? [ 147% liikaa ]

93.1.1. Vaeltaja néki linkkitornin suoraan pohjoisessa ja kaveltyaan 400 m itdén, oli torni 10° pohjoissuunnas-
ta lanteen. Miten kaukana torni oli ensimmaisella hetkella?

93.1.2. Maarita vakio x siten, etta vektorit a) r = 3i + xj ja s = 2i + 3j ovat yhdensuuntaiset u =-2i + xj ja
v = -3i + 3j ovat yhta pitkat ¢) a=xi + 2j jab = (x - 1)i - j ovat kohtisuorassa

93.1.3. Suunnikkaassa ABCD on A(3,0) ja B(5,2) seka lavistajien leikkauspiste K(2,3).

a) Maarita karkipisteen D koordinaatit.

b) Piste Q jakaa sivun DA suhteessa 3:1. Maarita pisteen Q koordinaatit.

93.1.4. M&aritd sin a ja cos a, kun tiedetaan, etta teravan kulman o tangentti on 2,4.

93.1.5. Nelikulmion karjet ovat A(-7,-1), B(-3,-2), C(5,4) ja D(-8,3). Laske lavistajien valinen kulma.

93.1.6. Jaa vektori a = 7i + 3j vektoreiden u = 2i +j jav =i + 3j suuntaisiin komponentteihin.

93.1.7. Olkoon |a| = 6 ja |b| = 3. Laske | a + 5b | pituus, kun vektoreiden a ja b valinen kulma on 120°.

1. 705 = tan 80° ; x =400 - tan 80° = 2270 (m) V: 2300 m

2.a)%:§ ; 2X=9 ;x=4% b)\/m:\/m P 4+x°=9+9 ;x°=14 ;x:i\/ﬂ
c)ab=0; x(x-1)-2=0; x*-x-2=0 ;x=2taix=-1.

3.0D=0OK+KD=0OK+BK=2+3j+(-3i+])=-i+4] ; D=(-1,4)
OQ=0OA+AQ=0A+YAD=3i +%(-4i +4j)=2i+] : Q=(2,1)

24 . . . . -
4.tana=2,4= T ; sijoitetaan kolmioon kateetit 2,4 ja 1. Hypotenuusa x on silloin

2 _ g2, 4 _ Y L2412 _1_5
X°=24+1 =6,76 ;x=2,6 smoc—2’6—13 ; COSOL—2’6—13

5. Lavistgjat ovat AC =12i +5j ; BD =-5i +5j
AC-BD -60 + 25 _-35

IAC| - [BD| /144 + 25\/25 + 25 ~ 13\/50

kulma =180° - 112,4° = 67,6° , koska suorien valinen kulma on terava

cos o = -0,3807 ; a=112,4°

6.a=xu+yv;7i+3i=x(2i +])+y(i +3j) =2xi +xj +vyi+ 3yj
[Bxay=TI8 (X +3=2L o gy 18 .30, 70y 1,08, 1
Xx+3y=3|(-1) | x-3y=-3'>X=° . X=5 g ry=~r,y=-F.,a=guU-gv

7.]la+5b° = (a+5b)-(a+5b)=aa+10a-b +25b-b = |aJ* + 10 |a||b|cos 120° + 25|b|
=36+ 10-6-3-(-¥2) + 25-9 = 36 - 90 + 225 = 171 ; |]a + 5b| = \/171 = 3\/19

93.2.1. Kolmion kaksi kulmaa ovat 48° ja 55° seka jalkimmaisen vastaisen sivun pituus on 8,2. Laske muiden
sivujen ja kulmien arvot.
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93.2.7. Kun auringon korkeuskulma on 20°, osuu erdan puun latvan varjo erédédseen pihalla olevaan kiveen.
Kaksi tuntia myéhemmin, kun maa on kaantynyt 30° ja auringon korkeuskulma on 10°, osuu latvan varjo
toiseen kiveen, joka on edellisestd 50 m p&assé. Kuinka korkea on kyseinen puu?

1. Kolmas kulma on y =180° - 48° - 55° = 77°

a sin48°  sin48° _ )
8,2~ sin55° ' &~ 5inb5° 812 = 114 ’

c _sin77° _sin77° 3
82 ~sin55° C~sin55° 82=9.8.

7. Olkoon varjon etaisyydet lipputangon juurelta a ja b. % =tan 70° ; a = h-tan 70°. Samoin b = h-tan 80°

a’ + b? - 2abcos 30° = 507 ; h*tan® 70° + h’tan’ 80° - 2h tan 70° h tan 80° cos 30° = 2500
12,72h* = 2500 ; h*=196,5 ; h = 14 (m)

94.1.1. Kolmiossa ABC olkoon AB =a ja AC = b. Sivulla AB oleva piste P jakaa sivun AB suhteessa 2:3 ja
sivulla AC oleva piste Q jakaa sivun AC suhteessa 2:3. Laske vektorit BC ja PQ. ( Seuraavasta 2 lisapistetta :
Osoita, ettd jana PQ on yhdensuuntainen sivun BC kanssa.)

94.1.2. Maarita vakio x siten, ettéd vektorit u=2i+xj ja v =4i-3j ovat a) yhdensuuntaiset b) koh-
tisuorassa c) yhta pitkat.

94.1.3. Kolmion ABC kérjet ovat A =(2,1) , B = (4,11) ja C = (19,-1). Piste D jakaa sivun BC suhteessa 2:1 ja
E on janan AD keskipiste. Laske pisteiden D ja E koordinaatit.

. 1 : . .
94.1.4. Olkoon kulma o teréava ja tana= 13 . Laske tarkat arvot lausekkeille sino ja cosa sekad
sin (180° - a) + cos (180° - o).
94.1.5. Jaa vektori 20i vektorien 6i - 8] ja i + 2j suuntaisiin komponentteihin.
94.1.6. Laske lentokoneen lentokorkeus, kun se havaitaan paikasta A suoraan idassa 45° korkeuskulmassa
ja paikasta B mitataan samalla hetkella korkeuskulmaksi 25°. Havaintopaikka B on 3 km havaintopaikasta A

lanteen sen kanssa samalla tasangolla.

94.1.7. Maarita vektorien a ja b valinen kulma asteen sadasosan tarkkuudella,
kunla+b|=2,]la-b|=1ja]a]|=\%.

1. BC=BA+AC=-a+b=Db-a

PQ:PA+AQ=§BA+%AC=-§a+§b=§(b-a); PQ=%BC:>PQ|| BC

2
2.8)ullveg=Tgodx=-6ox=-1%

2
b)uJ_v<:>u-v=0<:>2-4+x-(-3)=0<:>-3x=-8<:>x=2§

Olul=|v]eVa+x¥=16+9|| ()’ o4+x° =25 x* =21 o x=+1/21

3.0D=OB+BD=OB+§BC=4i+11j+%(15i-12j)=4i+11j+10i-8j=14i+3j:D=(14,3)

OE=OA+AE=0OA+%AD =2i +] +%(12i +2j) = 2i +j +6i +j = 8i + 2] = E = (8,2)

4 o A
4.tan o = 3= kateetit 4 ja 3, jolloin hypotenuusa on 5

. 4 . . 4 1
sina =g ; cosazg ; sm(180°-a)+cos(180°-oc):+S|na-cosa:§-§:§

. Do . . . S . 6x +y =20 6x +y =20
5.20i = x(6i - 8j) +y(i +2j) ; 20i = 6Xi - 8Xj +Vi + 2yj ; { 8x+2y10||--(1/z) ; {4)(_3;:0

10x=20 ;x=2 ; 12+y=20 ;y=8 ; Vastaus : 20i = 2(6i - 8j) + 8(i + 2j)

6.0lkoon lentokone pisteessa D ja suoraan sen alapuolella maan pinnan tasalla piste C. Olkoon x korkeus.

=tan 25° || -(x + 3)

% =tan 45° =1 = AC =x ja BC = x + 3 Kolmiosta BCD saadaan trigonometrialla ” _): 3
X = x-tan 25° + 3-tan 25° ; X - x-tan 25° =3 - tan 25° ; x(1 - tan 25° ) = 3-tan 25°

0,5337x=1,3989 ; x=2,62 V: korkeuson 2,6 km

|a+b|:2_{(a+b)-(a+b):4_{ lal®+2ab+|b|"=4 o
7'{Ia-bl=1’ (a-b)(a-b)=1 ' |ja[’-2ab+[b[F=1| (1) *aP=3:ab=%

b v
v+ 2%+ b =4 ; |bP=2; |b|=12 ;cosazlaf_lblz \/172[.1\/5:3/“ S0 = 41,41°
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94.2.2. Kolmion kaksi sivua ovat pituudeltaan 4 ja 8 seka niiden valinen kulma 30°. Laske kolmion kolmas
sivu ja pienin kulma.

94.2.4. 1200 m pitk& suora metsaautotie on terdvakulmaisen kolmion muotoisen korjuukypsan metsapalstan
sivu. Kahtena muuna sivuna ovat suorat purot, jotka alittaessaan tien muodostavat sen kanssa 36° ja 62°
kulmat. Paikallinen puutavarayhtié Lahosaha Oy tarjoaa puustosta palstan omistajalle Kustaa Kuuselle 24
000 mk hehtaarilta. Mika on tarjouksen arvo?

2. Kolmas sivu x saadaan kosinilauseella x* = 16 + 64 - 2-4-8-cos 30°; X° = 24,6 ; x = 4,96
Pienin kulma on pienimman sivun 4 vastainen kulma, joka saadaan sinilauseella

sin o 4 .4 . — o0
Sin30° ~ 4,96 sino = 2.9 sin30° ;sina=0,403 ; a=24

4. Kolmas kulma = 180° - (36° + 62°) = 82° Olkoon sivu x kulman 62° vastainen sivu. Sinilauseella saadaan
X _sin62°  _sin62° _

1200 ~ sin 82° + X~ singz° - 1200=1070

A = 15-1200-1070-sin 36° = 377000 m* = 37,7 ha ; Arvo = 37,7-24 000 mk = 900 000 mk

Koetehtavia vanhasta 5. kurssista

91.3.2. Ratkaise yhtél6 2-sin(2x - 50°) = 1. [ 40° + n-180° tai 100° + n-180° ]

91.3.4. Maaritd a ja b, ett funktio f(x) = a'sin x + b-cos X tayttaa ehdot f(3) = 1jaf(-3)=2. [a = - % ,b=3]

- x _1 .24

91.3.5. Laske sin 2x , kun tan 5= 73- [25]

92.1.2. Ratkaise yhtélét a) sin 2x = 0,85 b) cos 3x = cos x

92.1.3. Tiedetaan, ettd tan x = 2/3 ja X € [n/2, 2x]. Maarita sin X ja cos x tarkka arvo.

92.1.5. Olkoon funktio f(x) = a-sin x + b-cos 2x. Maarita a ja b, kun f(n/2) = 5 ja f(5n/6) = Y.

92.1.7. Mik& on lausekkeen cos x - cos 36° - sin x - sin 144° suurin arvo, ja milla x:illa se arvo saavutetaan?

2. a) sin 2x =sin 58,2° ; 2x =58,2° + n-360° tai 2x =121,8° + n-360° ;
X =29,1° + n-180° tai x =60,9°+n-180°.
b) 3x = X + n-360° tai 3x = -x + n-360° ; 2x = n-360° tai 4x = n-360° ; X = n-180° tai X =n-90°.

3. Voidaan valita kateeteiksi 2 ja 3, jolloin hypotenuusa ¢ on ¢? = 2% + 3 =13 ; ¢ =[13 .

. . I . _ 2 3
Kulma on Il neljanneksessa, silla tan on positiivinen ja kulma e [Y2r,2%] sin x = - \/TS ; COS X =- \/TS .

_{f(n/z):s {a-b:S {a-b:S_ a=3

f(5n/6) =% |Ya+hb=%% la+bh=1" 2a=6;{b:_2

7. COS X-COS 26° - sinx-sin144° = cos x-cos 36° - sin x-sin 36° (koska sin a. = sin (180° - a) ) = cos(x + 36°)
suurin arvo on =1, kun x + 36° =n-360° ; x =- 36° + n-360°
pienin arvo = -1, kun x + 36° = 180° + n-360° ; x = 144° + n-360° .

92.2.2. Ratkaise yhtélot a) tan 2x = 0,85 b) sin 3x = sin x.

92.2.4. Olkoon funktio f:Z—Z jaksollinen, jonka jaksona on 3. Lisaksi tiedetaén, ettd f(4) =5, f(32) = 2 jaf(-
60) = 4. Laske a) f(100) b) f(-100). c) Milla x:n arvolla f(x) = 4?

92.2.7. Laske cos 3x + sin 4x arvo, kun 3-cos x - 4-sin x = 0 ja kulma x on terava.

2. a) tan 2x = 0,85 ; tan 2x = tan 40,4° ; 2x = 40,4° + n-180° ; x = 20,2° + n-90°
b) sin 3x = sin x ; 3x = X + n-360° tai 3x = 180° - X + n-360° ; 2x = n-360° tai 4x = 180° + n-360°
X =n-180° tai x = 45° + n-90° .

4. a) f(100) = f(100 - 32-3) = f(4) =5 ; b) f(-100) = f(-100 + 44-3) =f(32) = 2
c) f(x) =4 ; f(x) = f(-60) ; f(x) =f(-60 + 20-3) : f(x) =f(0) ; x=0+n-3.
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7.3cosx-4sinx=0|[:4cos x ; tanx =% ; Kunxon | neljanneksessa, on sin x =3/5 jacos x = 4/5
oS 3 + sin 4x = 4c0s°x - 3 €OS X + 2sin 2X - COS 2X = 4C0S°X - 3COSX +4sinxcosx(20052x -1)
= 4-(64/125) - 3:(4/5) + 4-3/5:(4/5)(2-:16/25 - 1) = 116/625 .

94.3.6. Laske lausekkeen cos 2x + cos® x tarkka arvo, kun tan x = - éja Yom<x<m.

94.3.8. Ratkaise yhtél6 sin x - sin 2x = cos X.

6. Voidaan valita kateeteiksi 1 ja /2 . Hypotenuusa ¢ =12+ (\[2)?=1+2=3;c=+/3.cos x =/2 :/3

) \2)? 2
cos 2x + cos® x = 2c0s2 x - 1 + cosZ x = 3cosZ x - 1 = 3- \/§ -1= 3 -1=2-1=1

8. sin x - 2sin X - cOs X = €os X ||:cos X ; 2 sin° x = 1 tai cos x = 0
sin x = £ /% taicos x =0 ; sin x = sin +45° taicos x=0
X = #45° + n-360° tai X = +135° + n-360° tai X = 90° + n-180° ; x =45° + n-90° tai X = 90° + n-180°

94.4.4. Ratkaise yhtalot a) sinx=-1 b) cos2x =cos X €) 2sinx =3 cos X

94.4.5. Laske lausekkeen tan 2x tarkka arvo, kun cos x = - %ja kulma x on valilla [r,2x].

94.4.9. Maarita vakio a siten, etta kayraty = sin x jay =1 - a-cos x leikkaavat kohdassa x = % Maéarita kayri-

en kaikki leikkauskohdat valilla 0 < x < 2x.

4.a)sinx=-1; x=270°+n-360°
b) cos 2x =cos x ; 2x =x + n-360° tai 2x = - x + n-360° ; (x=n-360°) tai x =n-120°
€) 2sin x =3 cos X ||:cos X ; 2tan x = 3 ; tan x = 1% ; tan x = tan 56,3° ; x =56,3° + n-180°

5. Voidaan valita kulman viereiseksi kateetiksi 3 ja hypotenuusaksi 5, jolloin vastainen kateetti on 4. Kosini

on negatiivinen kyseisesta alueesta vain Ill neljénneksessa, jolloin tan x on positiivinen ja tan x = 4/3.
2tanx _ 2-(4/3) 8/3 24 3

T-tan’x 1-16/9 -7/9 " 3

tan 2x =

9. Leikkauspisteessa on sama x- ja y-koordinaatti ; sin % =1- a-cos% ; Ye=1- a-l/z-\/§
a-\/C_S:l ; a—£ téll(‘jinsinle-l?cosx

\ll-coszle—s:ggcosx”()2 : 1—coszx=1—2-3§cosx+%coszx
§cos X = legcosx”:cosx ; cos x =0 tai %cosx=2-3§

3 11 -
cos x =0 taicos x = £ g X = 7“ , X =g , X = Tn (taulukkokirjasta )

94.5.4. Ratkaise yhtald 2-sinx-1=0.
. . 2 .
94.5.8. Ratkaise yhtélo sin x + cos x = 3 kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella.

94.5.9. Laske lausekkeen 2sin 2x - 3cos x tarkka arvo, kun kulma x toteuttaa ehdon 2sin x - 3cos x = 0.

4.2sinx-1=0 ; sinx—l/z ; Sin X =sin 30° ; X =30° + n-360° tai x = 150° + n-360°

85mx+cosx- \/E sm(x+45°)—— sin (x +45°)=0,4714

sin (X + 45° ) = sin 28,1° ; X +45°=28,1° + n-360° tai x +45°=151,9° + n-360°
X =-16,9° + n-360° taix = 107° + n-360°
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9.2sinx-3cosx=0]|:2cos x ; tan x = 1% , joten kulma x on I tai Il neljAnneksessa
suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 3 ja 2, josta hypotenuusa on \13

sinx =% ija Ccos X =+ ——= + I:ssd ja - lll:ssa neljanneksessa
\[13 \/ 13

2sin 2x - 3cos 2x = 2-2sin X - oS X - 3(2c0s® X - 1) =

4'(1\/%3)'(1\/%3)'3(2(1\/%)2'1) 3-3-n=53=s

Koetehtavia vanhasta 10. kurssista

90.5.5. Merella havaitaan pisteesta A lentokone idassa 25° korkeuskulmassa ja sama kone samanaikaisesti
pisteesta B pohjoisessa 45° korkeuskulmassa. Havaintopisteiden A ja B vélinen etéisyys on 2,5 km. Kuinka
korkealla lentokone on? [ 1100 m ]

90.6.1. Kuinka suuren kulman vektori 8i - 10j - 6k muodostaa y-akselin positiivisen suunnan kanssa? [135° ]
90.6.2. Ovatko pisteet A(2,-4,2) , B(4,-2,3) ja C(6,0,4) samalla suoralla? [ ovat ]

90.6.3. Muodostavatko vektorit u = 3i - j + 2k , v = 4i + 2j - 6k jaw =i - 2j + 5k kolmiulotteisen vektoriava-
ruuden kannan? [eivét ]

90.6.5. Kolmion ABC kahtena sivuna ovat vektorit AB = - 9i + 4j + 7k ja AC = - 6i + 8] + 8k. Maarita piste A,
kun kolmion mediaanien leikkauspiste on M = (-5,8,2). [ A= (0,4,-3) ]

90.6.6. Tasangolla olevien pisteiden A ja B valinen etéisyys on 500 m ja pisteiden B ja C valinen etéisyys 800

m. Jana AC nékyy pisteesta B 120° kulmassa. Kuinka korkealle B:n ylapuolelle taytyy nousta, jotta AC nakyisi
suorassa kulmassa? [ 447 m ]

90.7.1. Kuinka pitk& on vektori i - j + tk silloin, kun se on kohtisuorassa vektoria 3i + 7] + 2k vastaan? [\/G_S]

90.7.3. Maarita pisteiden A(16,-40,33) ja B(51,58,40) yhdysjanalta piste P, joka jakaa janan AB suhteessa
2:5.[(26,-12,35) ]

90.7.4. Vektori a on nelja kertaa niin pitka kuin vektori b. Niiden vélinen kulma on 30° ja pistetulo 8\/5. Laske
vektorin a pituus. [ 8 ]

90.7.6. Osoita, etta vektorita =i+ 2j + 2k , b = 2i +j - 2k ja ¢ = 2i - 2j + k ovat kolmiulotteisen avaruuden

: N . 1
kantavektoreita. Lausu vektori i ndiden kantavektorien avulla. [ i = 9 (a+2b +2c)]

90.7.7. Kolmion kahtena sivuna ovat samasta pisteesta alkavat vektorit 2xi + (3 - x)j + k ja 2i + ] + 2k. Kuinka

/5
=]

pitk& on pienimmilla&n pienin sivu? [

92.3.1. Tetraedrin OABC karjesta O lahtevat sarmat ovat OA = a, OB = b ja OC = c. Piste P on sarman OA
ja Q sarmén BC keskipiste. Maarita vektoreiden a, b ja ¢ avulla vektorit a) AC b) PB ja PQ.

92.3.3. Milla vakion t arvoilla vektorien a =i - j + tk ja b =ti+ j + k valinen kulma on a) suora b) yli 60°.

92.3.4. Osoita, etta vektorit 2i - j + k , 3i - 2] + 2k ja 5i + 3j - k muodostavat kolmiulotteisen vektoriavaruuden
kannan.

92.3.5. Maarita janalta A(14,-21,31)B(-4,6,-5) pisteet P ja Q siten, ettd AP:PQ =1:2 ja PQ:QB =1:3.
92.3.6. Vektorit a + 2b ja 3a - b ovat kohtisuorassa. Laske vektorien a ja b valinen kulma, kun |a|=2 ja |b|=3.

92.3.7. Missa pisteessé origon kautta kulkeva vektorin  i-2j+k  suuntainen suora leikkaa pisteiden
A(1,-1,8)B(-2,-3,9) ja C(4,-2,6) kautta kulkevan tason?

1.a)AC=A0+0OC=-a+c
b)PB=PO+0B=-%a+bh
c) PQ=PO +0OC+%CB =PO+0C+%(CO+0B)=-Y2a+c+%(c+h)=%(-a+b+c)




Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit 33

3.a)ab=0;t-1+t=0;2t=1;t=%
b) Jos kulma on valilla ]60° , 180°] on kulman kosini < cos 60°.

t-1+t 2 2 2
v <V ;4t-2<t°+2 ; t°-4t+4>0; (t-2)°>0 ; t=#2
1+1+tA+1+1

a-b
i < C0s 60° ;
lalib| N

4. Tutkitaan, ovatko vektorit samassa tasossa, ts onko jokin lausuttavissa 2 muun avulla.

5=2x+3y 3= .x-2
5i+3j-k=x(2i-j+k)+yBi-2j+2k)q 3=-x-2y ;{-l:x+2))l/;2:0 ; joten ryhmalla ei ole ratkaisua
-1:X+2y

ja vektorit eivat ole samassa tasossa , joten ne muodostavat avaruuden kannan.

5. AP:PQ = 1:2 ja PQ:QB = 1:3 = 2:6, joten osien suhdeluvut ovat 1, 2 ja 6

OP=0A + 1/9 -AB = 14i - 21j + 31k + 1/9(-18i+ 27] - 36k)

=12i-18j + 27k ; P =(12,-18,27)

OQ=0A+ 3/9 -AB = 14i - 21j + 31k + 3/9(-18i+ 27j - 36k) = 8i - 12j + 19k Q =(8,-12,19).

6.(a+2b)-(3a-b)=0 ; 3a°+5a-b-2b°=0; 12+5a-b-18=0 ; 5a-b=6
a-b=6/5 ;cosa=a-b/|al]lb] =(6/5)/(2:3)=1/5 ; o =78,5°.

7.0P=0OA+rAB +SAC ; OP|i-2j+Kk ; t(i-2j+k)=i-]+8k+r(-3i-2j+k)+5s(3i-]-2Kk)
t=1-3r+3s t+3r-3s=1 _
{-Zt:—l-Zr-s ; {—2t+2r+s=-l : {'55tt_+5?r__1_§

t=8+r-2s t-r+2s=8 -

20t=80 :t=4: OP = 4(i- 2j + k) = 4i - 8j + 4k : P = (4,-8,4)

93.3.1. Maarita luku x siten, ettd vektorit a = 2i + xj - 5k ja b =xi + 3j + 4k ovat kohtisuorassa. Kumpi vek-
toreista , a vai b, on talléin pitempi?

93.3.2. Suorakulmaisen sarmién muotoisen huoneen lattia on 3 m x 4 m ja korkeus 2 m. Maaritd samasta
nurkasta lahtevien seinien lavistgjien valinen kulma.

93.3.3. Maaritd luvut x, y ja z siten, ettd nelikulmio ABCD (kérjet tassa jarjestyksessa) on suunnikas, kun A =
(x,y,2) , B=(4,6,-2) , C=(3x,3z,y) jaD = (0,5,7).

93.3.4. Ovatko pisteet A(-1,3,4) , B(0,0,3) , C(-3,4,1) ja D(-11,13,-6) samassa tasossa?
93.3.5. Laske vektorin a + 2b pituus kun |a|=5,|b|=6jala+b|=7.

93.3.6. Origosta siirrytaan 6 yksikkoa vektorin a =i + 2j + 2k suuntaan ja sitten niin paljon vektorinb =i -j -k
suuntaan, ettd loppupisteen paikkavektori on vektorin ¢ = 5i - 2j - 2k suuntainen. Mik& on loppupiste?

93.3.7. Pistemainen kappale A lahtee origosta ja liikkuu x-akselia pitkin positiiviseen suuntaan nopeudella 1
cm/s. Samaan aikaan toinen pisteméainen kappale B lahtee pisteesta (40,10,0) vektorin a = -2i - 2j + k suun-
taan nopeudella 3 cm/s. Koordinaatissa yksi pituusyksikkd on 1 cm. Kuinka suuri on kappaleiden A ja B vali-
matka silloin, kun ne ovat lahimpana toisiaan?

lL.albeab=02x+3x-20=05x=20<x=4

la|= 4+16+25:\/4_5;|b|:\/16+9+16:\/4_1;V:aonpitempi

2. Olkoon lattian sarmat x- ja y-akselin suuntaiset ja korkeussarma z-akselin suuntainen. Yksikkd =1 m.
Tallgin seinalavistajat ovat esim. a = 3i + 2k ja b = 4j + 2k.
cos a = ab___ 0+0+4 -2 ;a=756°

lal-Ib| \Jo9+4.4/16+4 /260" ’

3. Suunnikas, jos vastakkaiset sivut ovat yhta pitkat ja yndensuuntaiset. Esim. AD = BC

3X-4=-Xx 4x =4 X=1
-Xi+(5-Y)j+(7T-2)k=(3x-4)i+(32-6)j+(y+2)k ;132-6=5-y;qy+3z=11|]-1;qy=2
y+2=7-z y+z=5]|(1) lz=3

4. Ovat, jos loytyy x ja y siten, ettd DA = xDB + yDC ; 10i - 10j + 10k = x(11i - 13j + 9K) + y(8i - 9] + 7k) ;

10=11x+8y||-9 (10=11x+ 8y X=-2

-10=-13x-9y||- 8 10 = - 5x y=4 sijoitetaan alimpaan 10 =-18 + 28 . V : ovat
10 = 9x + 7y 10=9x+7y 10=9x+7y

5.|a+b|2=(a+b)-(a+b)=a-a+2a-b+b-b;49=25+2a-b+36;2a-b=-12;a-b=-6
la+2b|’=(a+2b)-(a+2b)=a-a+4ab+4b-b=25+4.(-6)+4.36=145;|a+2b|=+/145.




34 Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit

6.0P=a°+xb=6- ﬁ:fk X(i -] -K) = 2+ X)i + (4 - X)j + (4 - 0k || 5i - 2] - 2k

2+ 4 4 i
£ ="5 =5 ;-2x-4=20-5x;3x=24;x=8; OP =10i - 4 - 4k ; P = (10,-4,4).

7. OP4(t) = s(t) = 1-ti ; OP,(t) = s,(t) = 40i + 10j +3t4—24]+— (40 - 2)i + (10 - 20)j + tk

PP, =S, - 53 = (40 - 3t)i + (10 - 2t)j + tk ; d(t) = | P1P, |= /(40 - 3t)° + (10 - 2t)” + t° = /14" - 280t + 1700
joka on pienin, kun juurrettava on pienin. Kun tamé&n kuvaaja on yldspain aukeava paraabeli , on se pienim-
millaan huipussa eli kun sen derivaatta on = 0 ; 28t - 280 = 0

t = 10, T4ll6in on d = 11400 - 2800 + 1700 = /300 = 10y/3 (cm) = 17,3 (cm).

95.1.2. Maarita vakio x siten, ettd vektorit u = 3i - 2xj + k ja v = -xi + 3j + 2k ovat a) yhta pitkéat b) koh-
tisuorassa toisiaan vastaan.

95.1.5. Onko origo pisteiden (1,2,-3), (3,-4,1) ja (7,-16,9) maaraamassa tasossa?
95.1.6. Missa suhteessa xz-taso jakaa janan A(2,-3,1) B(-1,2,3) seka mikéa on janan ja tason leikkauspiste?

95.1.9. Olkoon |a|=2,|]a+b|=3jala-b|= \/7 Laske | b | sek& vektoreiden a ja b vélinen kulma.

2.a)\9+4X° +1=/X+9+4 ; 4°+10=x"+13 ; 3¥’=3 ; x*=1 ; x=+1
2

byu,v0 ;ulv,josu-v=0; -3x-6x+2=0; -9x=-2 ' X=9

5. Tutkitaan ovatko vektorit OA, OB ja OC samassa tasossa, ts. onko olemassa x ja y, ettéa
OC =xOA +yOB & 7i-16j+9k =x(i +2j - 3k) + y(3i - 4] + k)

X+3y=7]|

{2x—4y:-16|| +(-1); 10y=30 ;y=3 ;x+9=7 ;x=-2
-3x+y=9

sijoitetaan saadut arvot kolmanteen yhtaléon -3 - (-2) + 3 =9 TOSI. V: OVAT

6. OP = OA +t-AB = 2i - 3j + k + t(-3i + 5] + 2k) = (2 - 3t)i + (-3 + 5t)j + (1 + 2t)k
P on xz-tasolla, jos y-koord. =0ts.-3+5t=0 ;t=0,6 ; OP =0,2i + 2,2k P =(0,2;0;2,2)

E_\/l,82+32+1,22_\/13,68_\/13,68_\/E_15_3_2

BP \/122+22+082 /6,08 6,08

la+b|= {(a+b) =9 {a +2ab+b =9 {2a-b+b2=5
lla-b| = \ﬁ (@-b)’=7 'la’-2ab+b*=7 ' [-2ab+b*=3

2b°=8:b’=4 : |b|=2 : 2ab+4=5 : ab=%:coso= —o0 L %'a=82,8°

lal - Ib] 22

95.2.3. Voidaanko vakio a maarittaa siten, etta vektorit-i + (a + 1)j + (1 - a)k ja - 2i + 2j - ak ovat yhden-
suuntaisia?

95.2.5. Vektorit AB = - 3i + 4k ja AC = 5i - 2] + 4k ovat kolmion ABC sivuina. Valitaan sivulta BC piste D si-
ten, ettd se jakaa sivun BC suhteessa 1:3. Maérita D, kun piste A on (2,3,4).

95.2.7. Milla k:n arvoilla pisteet (1,0,3) , (-1,3,4) , (1,2,1) ja (k,2,5) ovat samassa tasossa?

3. Vektorit yhdensuuntaisia, jos kantavektorien kertoimien suhteet samat

-1 a+1l 1-a

575 T 4 +2=-2a-2JA-2+2a=a; a=0JAa=2.V:Eimahdollista.

5. Piste D jakaa janan BC suhteessa 1:3 , joten BD = ¥%BC.
OD = OA + AB + ¥%BC = OA + AB + Y(-AB + AC) = (2i + 3j + 4k) + (-3i + 4k) + Y4(3i - 4k + 5i - 2j + 4k)
=2i+3j+4k - 3i + 4k + 2i - o) =i + 2% + 8k ; D =(1,2%,8)

7. Pisteet A, B, C ja D ovat samassa tasossa, jos vektorit AD, AB ja AC ovat samassa tasossa.
On oltava luvut x ja y siten, ettA AD =x - AB +y - AC ; (k- 1)i +2j + 2k =x(-2i + 3j + k) + y(2j - 2k)

k-1=-2x
2=3x+2y|l-1; 4x=4;x=1,y=-%; k-1=-2-1; k=-1
2=x-2y| -1
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Koetehtavia kurssista MA4.

95.1.1. Kuution pohjanelion kéarkipisteet ovat A, B, C ja D seka ylatason karjet edellisten ylapuolella vastaa-
vassa jarjestyksessa A’, B’, C’ ja D’. Olkoon vektorit AB =a, AD = b ja AA’ = c. Esitd vektoreiden a, b ja c
avulla vektorit a) B’D’ b) DB’ c) DE, kun E on nelién A’'B’C’D’ keskipiste.

95.1.2. Maarita tylpan kulman o trigonometristen funktioiden sin ja cos arvot, kun tan o = - >

95.1.3. Maarita kolmion alan ja piirin tarkat arvot, kun kaksi sivua ovat 5 ja 3 seka niiden valinen kulma 30°.

95.1.4. Olkoot pisteet A(3,-3) ja B(6,1). M&arita a) vektori AB b) AB:n suuntainen yksikkdvektori ¢) A:n ja B:n
paikkavektoreiden valinen kulma.

95.1.5. Laskea - b,kuna)|a|=7,|b|=6ja £L(a,b) = 120°
b)a=2i+3j-4k jab=5i-6j-7k c)Laskex,kuna-b=4jaa=xi+2jsekd b =(x-1)i-j+2k

95.1.6. Ratkaise yhtalot a) 2 cos % =- \/E b) sin 2x = sin (x - %)

95.1.7. Maarita piste P, kun se jakaa janan A(2,4,-1) B(7,-1,9) a) sisa- b) ulkopuolisesti suhteessa 2:3.

95.1.8. Olkootu =2a-3bjav =a+b. Esitd
a) vektori 3v - 7u vektoreiden a ja b avulla b) vektori 3a - 7b vektoreiden u ja v avulla.

95.1.9. Olkoota=4i - 2j,b =-3i +jjac =xi + (x +1)j. Onko sellaisia reaalilukuja x, joilla vektorita + c jab +
€ ovat samansuuntaiset?

95.1.10. Kolmion kulma on kaksinkertainen toiseen kulmaan verrattuna, mutta tAman isomman kulman vas-
tainen sivu on vain 1,5-kertainen eo. pienemman kulman vastaiseen sivuun verrattuna. Laske kolmion kul-
mat.

la)BD’=B'A+AD’'=-a+b b)DB’=DA+AB+BB’=-b+a+c
c) DE=DD’ + %D’C’ + %:D’A’ = ¢ + Ysa - b

2. Piirrd suorakulmainen kolmio, ja merkitse siihen kateeteiksi 3 ja 2. Hypotenuusa Pythagoraan lauseen

3 2
mukaan ¢c®=3°+2°=13 ; c=+/13 ; sina=—7—= ; cosa =-—"T—
\113 \'13

3.A=%.5.3-5in30°=%-15 - % = 3%
Kosinilause: ¢Z =52 +32-2.5.3 . cos 30° = 25+ 9 - 30 ¥»\[3=34- 15\/3 ; c=1/34- 15\3

p=3+5+1/34-153=8+1/34- 153

_ . C .__AB  3i+4] 3i+4 . :
4. a)AB=(6-3)i+(1+3)j=3i+4] b)AB _|AB|_\/§2+_42_ 5 =0,6i + 0,8

o _OA-OB __36-31 __ 15 R
C)OA=3i-3j,0B=6i+j ; C0S &= 10AT1OB] = Yo + 5 36+l_\/1_8\/3_7~0'581 . a=545

5.a)a-b=|a|-|o|]-cos120°=7-6- (%) =-21 b)a-b=2-5+3-(-6) + (-4) - (-7) =10- 18 + 28 = 20

1+\1+24 1%5
> =

3 Xx=3taix=-2

c)a-b=4; x(x-1)+2-(-1)+0-2=4 ; X*-x-6=0; x=

2
6.a)2c035=—\/§||:2;cos§=52£ ; cos§=cosl35° ;§=i135°+n-360° [|-2 ; x=%270°+n-720° b)
sin2x:sin(x-g) ; 2x:x-%+n2ntai2x:n-(x-%)+n2n; X =- g+n2ntai2x:n-x+§+n2n
_4n - . 2n
3x = 3 +n2n||:3 ; x= g th-3

7.a) PA =(2) ja PB =(3), joten AB = (5).
OP:OA+%-AB:2i+4j—k+§(5i-5j+10k):2i+4j-k+2i-2j+4k:4i+2j+3k ; P=(4,2,3)
b) PA=(2)jaPB=(3),joten AB=(1). OP=0A+AP=0A+2-BA

=2i + 4j - k + 2(-5i + 5] - 10k) = 2i + 4j - k - 10i + 10j - 20k = -8i + 14j - 21k ; P =(- 8,14,- 21)
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8.a)3v-7u=3(@+hb)-72a-3b)=3a+3b-14a+21b =-11a + 24b
b)3a-7b=xu+yv=x(2a-3b)+y(@a+b)=2xa-3xb +ya+yb=(2x +y)a+ (-3x +y)b

2x+y=3 .{2X+y=3. —10 : x=9 : a3 y=.q - -
{-3x+y:-7' 3X-y=7 ' 5x=10 ; x=2 ;2:2+y=3 ;y=-1; 3a-7b=2u-v

9.at+tc=4i-2j+xi+(x+1)j=xX+4)i+(Xx-1)j ; b+tc=-3i+j+xi+x+1)j=(X-3)i+(X+2)

Xx+4 x-1 2 2
a+clb+c 'X-3°x+2° X+4)X+2)=(x-3)(x-1) ; X +4x+2x+8=%x"-3x-x+3 ; 10x=-5 ; X
N +4 . . . . .
=-% , jolloin suhde on —1/22 —3 < 0ja vektorit ovat vastakkaissuuntaiset. V: ei
- in2x 1,5 . . . . . o
10. Sinilause: Sinx - 1 ¢ sin 2x=1,5sinx;2sinx-cosx=1,5sinx |:2sinx;cosx=0,75taisinx=0 X

=41,4° (tai x = 0°) . Kulmat x = 41,4°, 2x = 82,8° ja kolmas = 180° - 41,4° - 82,8° = 55,8°

95.2.1. Tetraedrin karkipisteet ovat OABC. Olkoon OA = a, OB = b ja OC = c. Piste D on sarman AC keski-
piste. Muodosta vektoreiden a, b ja ¢ avulla vektorit a) AB b) AC c) BD.

95.2.2. Laske lausekkeen sin 2x tarkka arvo, kun tan x = %ja X € [m,27].

95.2.3. Kolmion kaksi kulmaa ovat 40° ja 80° seka niiden vélisen sivun pituus 4. Laske kolmion pisin sivu
seké kolmion ympéri piirretyn ympyran sade.

95.2.4. Olkoon A(2,3), B(5,6) ja C(4,1). Laske kolmion ABC kulma C.

95.2.5. Olkoona=xi + 2j jab = 3i - 4.

a) Laskea-b,kunx=3

b) Laske x , kuna-b =3

95.2.6. Ratkaise yhtél6 a) sin 2x = - %2 b) cos (2x - 30°) = cos X

95.2.7. Piste P(2,1,3) jakaa janan AB suhteessa 2:3. Maarita piste B, kun A = (-4,3,1).

95.2.8. Olkoon a =i + 3j jab = 2i - j. Mitk& ovat vektorin u = 7(i + j) koordinaatit kannassa (a,b)?

95.2.9. Olkoon a = x% + 2j ja b =x(2i+)). Maaritd x, kuna)a=b b)a||bc)alb

95.2.10. Maapallon séade on 6400 km. TV-satelliitti on geostationdarisella radalla (= pysyy koko ajan maan
pintaan ndhden paikallaan eli saman paikan ylapuolella) paivantasaajan ylapuolella 38000 km maan pinnalta,

samalla pituuspiirilla kuin Veteli. Mihin suuntaan on vetelildisten suunnattava satelliittiantenninsa, jotta he
saisivat mahdollisimman hyvéan TV-kuvan? Veteli on 63,5° leveyspiirill&.

1.a)AB=AO0O+0OB=-a+b b)AC=AO0O+0OC=-a+c
c)BD=BO+0OA+%»%AC=-b+a+¥%(-a+c)=-b+a-%a+%c=%a-b+%C

2. X € [n,2n] JA tan x > 0 = X € [n,1%%n]. Kolmiosta, jonka kateetit 5 ja 12, saadaan hypot. = 13

sin2x=23inxcosx=2-(-%)'('% =%

3. Kolmas kulma = 180° - 40° - 80° = 60°. Pisin sivu on suurinta kulmaa vastassa oleva sivu.

X _ sin 80° sin 80° a 4 4 8 4
475sin60° * =% sin60° =4 1 REG G =EiN60° Tz V3 3
CA-CB 2+10

4. 0=Z(CACB);CA=-2i+2] ; CB=i+5j;cosa= =0,555 ; a=56,3°

|CA| - [CB| :\/4+4 1+25

b,a)a=3i+2] ; b=3i-4 ,a-b=3-3+2-(-4=1
bya-b=3,3:-x+2-(4)=3; 3x-8=3; 3x=11 , x:?%

6. a) sin 2x = -% ; sin 2x = sin (-30°) ; 2x =-30° + n-360° tai 2x = 180° - (- 30°) + n-360°
X =-15° +n-180° tai x = 105° + n-180°

b) cos (2x - 30°) =cos x ; 2x - 30° =X+ n-360° tai 2x - 30° = -x + n-360°

X =30° +n-360° tai x=10°+ n-120°

7.AP=28&BP=3=AB=5 :ABngP : OB=OA+AB=OA+%AP=-4i+3j+k+g(6i-2j+2k)=-
4i+3j +k +15{ - 5] + 5k = 11i - 2j + 6k = B = (11,-2,6)
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8.u=xa+yb ; 7i+7j=x(i+3))+yi-]); 7i+7]=xi+3x]+2yi-yj

X+2y=7I|-1 . . _a. 7 oumd - veo

{3X y= 7||2,7x-21,x-3,3+2y—7,2y—4,y—2 V: (3,2)

9.a= XI+2j,b:2Xi+Xj a)a=b ; xX"=2xja2=x ; (x=0taix=2)jax=2 ; x=2
b)a||b;;—X—%;x3:4x||:x;x2:4taix:0;x:tZ(taix:O),(josx:OonbnoIIavektori)

c)alb ;a-b=0;x-2x+2x=0; 2X°+2x=0]|:2x ; X’+1=0 tai2x=0 ; x=0V: ei millaan

10. Olkoon S = satelliitti ; K = Maan keskipiste ja V = Veteli
Kolmiossa SKV on kulma SKV 63, 5° KS = 38000 + 6400 = 44400 ja VK = 6400
Kosinilauseella SV = 444007 + 6400 - 2-44400-6400-cos 63,5° = 1 759 000 000 ; SV =41 900

sino 44400 . . - i .
Sinilauseella Sin 63.5° — 41900 & SNa= 0,948 ; o =71,5°tai 108,5°, joista tylppé kulma oikea.

Koska tangentti kohtisuorassa sadetta vastaan, on satelliitti horisontin ylapuolella 108,5° - 90° = 18,5°
V: Antenni suunnataan suoraan eteldaén 18,5° horisontista ylospain

95.3.1. Saanndllisen nelisivuisen pyramidin pohjan karkipisteet ovat A, B, C ja D sekéa huippu E. Olkoon vek-
torit AB =a, AD = b ja AE = c. Olkoon K sarman CE keskipiste. Muodosta vektorien a, b ja ¢ avulla vektorit
a) DE b) AC c) BK

95.3.2. Olkoon pisteet A(3,-3) ja B(6,1). M&arita a) vektori AB b) | AB | c) AB:n suuntainen yksikkdvektori.

95.3.3. Tylpéalle kulmalle o patee tan o = - 0,75. M&arita sin o, cos a ja tan (a - 45°)

95.3.4. Kolmion kaksi kulmaa ovat 56° ja 72° seka jalkimméaisen vastainen sivu 8,3 cm. Laske muut sivut.

95.3.5. Sievenna lauseke sin (%' X) + cos (%— X).

95.3.6. Mik& y-akselin piste on yhta kaukana pisteista (6,5,4) ja (2,3,4)?
95.3.7. Ratkaise yhtalo a) cos ¥2x = cos Yz b) cos 2x = 2sin® x

95.3.8. Mika on se vektorin ¢ = 5i + 6] suuntainen vektori, jonka toinen komponentti on vektorin a = 2i + 3j
suuntainen ja toinen komponenttion b = 3i - 9] ?

95.3.9. Mik& on funktion a) sin 6x b) tan 5nx perusjakso?

95.3.10. Missa kohdassa z-akseli leikkaa pisteiden A(-1,2,3) , B(1,1,1) ja C(-2,3,4) maaraaman tason?

1.a)DE=DA+AE=-b+c b)AC=AB+BC=a+b c)BK=BC+CK=BC +%CE
=BC +%(CD + DA+ AE) = b + %(-a- b + ¢) = -Ysa + ¥sb + Y4 = Ys(-a + b + ¢)

2. a)AB-(6 3)i +[1- (3)]j-3i+4j b) |AB |=+/37+4*=~[0+16=+/25=5

_3it4_ _-
c) AB° |AB| 5 *5

3. Merkitaan suorakulmalseen kolmioon vastaiseksi kateetiksi 3 ja viereiseksi kateetiksi 4. Talldin hypotenuu-
. g 3} . 3. 4
sa on 5. Koska kulma on tylppa eli toisessa neljanneksessa on sin a = gjacosa=-g

tan o - tan 45° V-1
tan (o -45%) = T ong tands° 191/

. X _sin56° sin 56° _
4. Olkoon 56° kulman vastainen sivu = x. Sinilause: 83 sin72°" XTsin72°" 8,3=7,2(cm).

Kolmas kulma = 180° - 56° - 72° = 52°

R . o .y _sinb2°  sin52° _
Olkoon taman vastainen sivu =y ; Sinilause: 83-sn72° > Y sin72° 8,3=6,9 (cm)

. s T . T T . T . T .
5.sm(g-x)+cos(§-x)=smg-cosx—cosg-smx+cos§-cosx+sm§-smx

VER V3

1 .
== - +3 + =
5 COS X - ~5- SiN X + 5 COS X + ~5- sin X COoS X

6. Olkoon y-akselin piste (0.y, 2\/(6 0 +(y-57°+(4-00°=~(2-07+(y-3)7+@-07°]()°
36+y -10y+25+16=4+y -6y+9+16 ; 36+25+16-4-9-16=10y-6y ; 48=4y ; y=12
V: Piste on (0,12,0)




38 Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit

X T X by
7.a)cos§:cos§ ;E:i§+n-2n -2 ; x=%xn+n4n

b) cos 2x = 2sin®X ; cos 2x +1-2sin®x-1=0 ; COS2Xx+C0os2x-1=0 ; 2cos2x=1 ; cos 2x =%
Cos 2x = cos 60° ; 2x=+60° + n-360° , x=+30° + n-180°

8.xc=ya+b ; x(5i +6j) =y(2i +2j)+3i-9j ; 5xi +6xj=2yi +3yj +3i-09

5x:2y+3||-3_{15x:6y+9 O :
{6x:3y-9||-(-2)’ _12x = -6y + 18 3x=27 ; x=9 ; xc =9(5i + 6j) =45i + 54j

9. a) sinifunktio saa saman arvon kun kulmilla eroa 360° . Jos kulma =0° ; 6x=0° ; x=0° . Jos kulma on
360° ; 6x =360° ; x =60° eli funktio saa saman arvon, kun x:illa eroa 60° - 0° = 60°

b) Tangenttifunktio saa saman arvon kun kulmilla eroa = (rad) . Jos kuima=0 ; 5ax=0 ; x=0 . Jos kulma
= ; 5nx=n ; x=0,2 elixilldoneroa0,2-0 =0,2

10. Olkoon z-akselin piste = (0,0,z) . AP on ABC-tasossa = AP on esitettavissa vektoreiden AB ja AC
avullats. AP =xAB +yAC ; OP=0OA + AP =-i + 2] + 3k + X(2i - j - 2k) + y(-i +j + k) = 0i + O] + zk
-1+2x-y=0] -1
-i + 2j + 3k + 2xi - Xj - 2xk - yi +yj + yk = zk ;{ 2-x+y=0[-1 ;1+4x=0;x=-1
3-2x+y=1z
-1-2-y=0;y=-3 ; z=3-2-(-1)-3=2 V: P =(0,0,2)

95.4.1. Olkoon kolmiossa ABC vektori AB = a. Kolmion ulkopuolella olevasta pisteesta O piirretyt vektorit
olkoot OB =b ja OC = c. Maarita vektorit a) OA b) BC c) AC vektoreiden a, b ja c avulla.

95.4.2. Olkoon tan a = 0,75, kun kulma o. on terava. Maarita a) sin a b) cos (90° + «)
95.4.3. Milla x:n arvoilla vektorit a = (x + 1)i + 2j ja b = 3i + xj ovat yhdensuuntaiset?
95.4.4. Kolmion sivut ovat 7, 8 ja 9. Laske kolmion suurin kulma 0,1° tarkkuudella.

95.4.5. Ratkaise yhtalot a) 2sin oo+ 1 =0 b) 2sina + cos a =0

95.4.6. Jaa vektori ¢ = 3i + 4j vektorien a = 3i + 2j ja b = 2i + j suuntaisiin komponentteihin.

95.4.7. Kolmion kaksi sivua ovat 3,2 cm ja 3,7 cm seka edellisen vastainen kulma 46°. Laske kolmion suurin
kulma.

95.4.8. Méaarita x, kun vektorit a = xi + 2j ja b = 3i - 4j ovat kohtisuorassa. Mika on vektoreiden a ja b - a vali-
nen kulma talla x:n arvolla?

95.4.9. Maarita a ja b, kun funktion f(x) = a-sin bx perusjakso on 4x ja f(n/3) = 5

95.4.10. Kolmion kaksi karkea ovat pisteissa (1,1,1) ja (5,3,-1) seka mediaanien leikkauspiste on (4,5,6).
Maarita kolmion kolmas karkipiste.

1.a) OA=0OB+BA=b-a b)BC=BO+0OC=-b+c ¢c)AC=AB+BO+0OC=a-b+c

2.tan o= 0,75 ; tan a = % = Suorakulmaisen kolmion kateeteiksi voidaan valita 3 ja 4 = hypotenuusa =5

a) sin a:%: 0,6 b) cos (90° + o) = cos 90° cos a - sin 90° sina =-sin a=-0,6

3.a=(x+1)i+2f || b=23i+x] a%—g X +X=6 ;X +x-6=0

=2
-1+ \1+24 -1+5
5 -

> Xx=2taix=-3

X =

4. Suurin kulma on suurinta sivua vastassa oleva kulma, olkoon se a.
9°=77+8%-2.7.8.cos o ; 112- cosa =49 +64-81 ; cos o.=0,286 ; o =73,4°

5.a)2sina+1=0 ; sina=-% ; sin o =sin (-30°)
o =-30° + n-360° tai o = 180° - (-30°) + n-360° = 210° + n-360°
b) 2sino+cosa=0]]:2cos a ; tan o =-% ; tan o =tan (-26,6°) ; o =-26,6° + n-180°

6.c=xa+yb ; 3i+4j=x(3i+2)+y2i+]) ;{323)(2;3};/'“.(;) {;::% ; c=5a-6b

7. Sinilause: sinde°—32  Sina= %sm 46°=0,831 ; o =56,3°tai o = 123,7°, jolloin kolmas kulma on 3
=180° - 46° - 56,3° = 77,7° tai 180° - 46° - 123,7° = 10,3° V: 77,7° tai 123,7°
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8.alb <a-b=0; 3x-8=0; x=

a-(b-a) 8/9-12
Ccos o = = ; oo=123,7°
““lal-Ib-al| \[eai9 +4~1/9+36 '

Wl

8 1.
;a= §|+2] ; b-a:§|-61

9. Sinifunktion perusjakso on 2r. Sama arvo saadaan esim. kulmilla O ja 2r (rad). Funktion f jakso on 4.
Sama arvo saadaan siis x:illa0ja4rn. b-0=0jab-4n =27 ; b=%
f(n/3)=5 ; a-sin(*:n/3)=5 ; a-sinn/6=5; a-%=5; a=10

10. Olkoon sivun AB keskipiste K: x=%(1+5)=3 ; y=%(1+3)=2 ; z=%(1-1)=0 ; K=(3,2,-1)
Keskijanojen leikkauspiste jakaa keskijanan suhteessa 1:2 ts. KC =3 - KM
OC=0K+3-KM =3i+2j+3(+3+6k)=6i +11j + 18k ; C =(6,11,18)

96.1.1. Kolmion ABC sivuina ovat vektorit AB = a ja AC = b. Piste P jakaa sivun AB suhteessa 2:3 ja piste Q
sivun BC suhteessa 4:1. Muodosta vektoreiden a ja b avulla vektorit a) CB b) PC ¢) PQ.

96.1.2. Ratkaise yhtélo a) cos(3x) = %2 b) 3sin(x) = 4cos(X)

96.1.3. Olkoon A(2,5) ja B(5,1). Laske a) vektori AB b) |JAB| ¢) mihin pisteeseen tullaan, kun pisteesta A siir-
rytdan B:n suuntaan, B:hen nahden viisinkertaisen matkan paahan.

96.1.4. Laske sin(x), cos(x) ja sin(2x), kun tan(x) = %ja X € [r,27]

96.1.5. Mika on lausekkeen 3sin(x) + 4 suurin ja pienin arvo, kun kulma x a) voi olla mik&a tahansa b) kuuluu
vdlille [0, 7n/6]?

96.1.6. Olkoon (a,b) tason kanta. Osoita, ettd myds vektorit u = 2a + 3b ja v = 4a - 5b muodostavat saman
tason kannan. Jaa vektori ¢ = 14a - b vektoreiden u ja v suuntaisiin komponentteihin

96.1.7. Miten monta prosenttia on ympyran sisédan piirretyn sdanndéllisen 20-kulmion piiri ympyran kehasta?

96.1.8. Olkoon a=1(2i-j)-4ijab =2i. Maaritd luku t, kuna)a||bb)a L b c)|a]=|b]
96.1.9. Osoita oikeaksi kaava sin( % +X)=cos(X- %)

96.1.10. Tasakylkisessa kolmiossa ABC on AC = BC = 6 ja AB = 8. Piste on sivun AC jatkeella siten, ettd CD
= 3. Laske sivun DB pituus ja kolmion BCD pinta-ala (tarkat arvot).

1.a)CB=CA+AB=-b+ab)PC=PA+AC=—%a+b

3 4 3 4 3 4 4 1 4
c)PQ—SAB+SBC—5a+5(—a+b)—5a—5a+5b——5a+5b

2. a) cos(3x) =¥ ; cos(3x) = cos(60°) ; 3x = +60° + n-360° ; x = +20° + n-120°
b) 3sin(x) = 4cos(x) ||:3cos(x) ; tan(x) = % ; tan(x) = tan(53,1°) ; x =53,1° + n-180°

3.a) AB=(5-2)i+(1-5)j=3i-4j b)|JAB|=+/32+42=+/25=5
) OP = OA + 5AB = 2i + 5j + 5(3i - 4j) = 2i + 5 + 15i - 20j = 17i - 15j ; P = (17,-15)

8
4. tan(x) = 5= suorakulmaiseen kolmioon voidaan laittaa kateeteiksi 8 ja 15

hyp® = 8% + 15 =64 +225=289; hyp =17 ;tan(x) >0 & x € [n 2n] = kulma Il nelj.

sin(x) = - 187 ; COS(X) = - ig ; Sin(2x) = 2sin(x)cos(x) = 2(- 17)( 17) 3;8
5,0)S=31+4=7;p=3(-1)+4=1 b)

sini suurin kun kehéapisteen y korkeimmalla ja pienin, kun matalimmalla
S=31+4=7; p—3Sin(71t/6)+4—3(1/2)+4:21/2

6.u=2a+3b||v=4a-5b, koska; ¢3:>(uv)onkanta

C=X”+W114<’3‘-b=><(2&1+3|O)+y(4a-5b)=2xa+3xb+4ya.5yb
14:2X+4Y||'5_{70:10x+20y_ o
{'1=3X-5yll-4’ 4=12x-20y + 96=3x;x=3
4=6+4y;4y=8;y=2Vic=3u+2v




40 Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit

7. Keskuskulma = 360°:20 = 18°. Olkoon séde =r ja sivu = s.
Kosinilause = s* = r* + r* - 2r-r-cos(18°) = 2r° - 2r% -c0s(18°) = 0,097887r% ; s = 0,31287r

Pao = 20-0,31287r = 6,2574r : po = 27T ; FF’)—; 6, 22‘:’;” = 0,996 = 99,6%

8.a)a=t(2i-j)-4i=2ti-tj-4i=(2t-4)i-t ;b =2i,jokaonvaakasuora,al|lb eli
a on vaakasuora, jos j:n kerroinon 0ts. t=0

b) a on pystysuora, jos i:n kerroinon 0ts. 2t-4=0;t=2

c)lal=|b|;\(2t-4)° +t=2;4°-16t+16 +t° =4 ; 5t*- 16t + 12 =0

16+\/256 240 16+4

10

t=2tait=1,2

9.VP = SII’I(TC/G + X) = sin(n/6)cos(x) + cos(n/6)sin(x) = ¥2cos(x) + l/z\/§sin(x)
OP = cos(x - n/3) = cos(n/3)cos(x) + sin(n/3)sin(x) = ¥2cos(x) + 1/2\/§sin(x) =VP

10. Olk. CE kolmion ABC korkeusjana. CE = /36 - 16 = 2\/3 AACE + trig.: cos(a) = % :%

L 2
AABD + kosinilause: DB? = 9° + 8% - 2.9-8-cos(0) = 81 + 64 - 144.5

3:49;DB=7

. 2
Ansc = ¥5-6-8-sin(0)) = 24- i =85 ; Angp = ¥2-9-8-sin(a)) = 36- 435 = 1245 : Asco = Anso - Ansc = 45

96.2.1. Olkoon u = -4i ja v = 3j. Muodosta yksikkdvektorit a) u® b) v° c) (u + v)°.

96.2.2. Laske kolmion A(1,2)B(4,6)C(-4,14) sivujen pituudet ja keskipisteet.
96.2.3. Tylpélle kulmalle o on sin(a) = 1—53 . Laske cos(a) ja tan(a).

96.2.4. Olkoon ABCD suunnikas, jossa AB = a ja AD = b. Piste E jakaa sivun AB, F sivun BC ja G lavistgjan
AC suhteessa 1:2. Esita vektoreiden a ja b avulla vektorit a) EF b) GF ¢) GD.

96.2.5. Ratkaise yhtélo a) sin(x - 25°) = cos(40°) b) cos(2n/3 + X) = cos(2x - 4rn/3)

96.2.6. Maarita se pisteiden A(2,-3) ja B(-3,5) valisen janan piste P, joka jakaa janan AB suhteessa 3:5.
96.2.7. Montako prosenttia on ympyran sisdan piirretyn sdanndllisen 12-kulmion ala koko ympyrén alasta?
96.2.8. Jaa vektori v = 13i + 3j vektorien a = 3i - 2j ja b = -i + 3j suuntaisiin komponentteihin.

96.2.9. Osoita oikeaksi kaava cos?(x - n/6) - sin(x - /3) = ¥»\[3 - sin(2x)

96.2.10. Kolmion sivun pituus on 4,2 m ja sen toisesta paatepisteesta piirretty keskijana 3,6 m seka toisessa
paatepisteessa olevan kolmion kulma on 50°. Laske kolmion muut sivut.

o_ U _-4_ ____1_ o_ UtV _ -4i + 3j -4|+3] ﬂ 3.
LA =g T DV I U i Jiges- 5 -5 '8
+
2. |AB| =\[(4-1)7+(6-2)° =\/9+16 = 5 ; Kpg : x_l2 =2 y-ﬁ-4 Kag = (2%2,4)
. > 1-4 2+14
JAC| = \(1+4)"+(14-2)" =\[25+144 = 13 ; Kpc 1 X =5 = -1% ;y = "5~ =8 ; Kac = (-1%,8)
4-4 6+14

IBC| = \[(4+4)°+(14-6)* =[64+64 = 82 ; Kgc : X=—5-=0;y = 5 =10 Kec =(0,10)

2

3. sin(a) = 5 3= suorakulmaiseen kolmioon sivut 5 (= kat.) ja 13 (= hyp.)
PYTH: x* + 5 =13%°:x°=169-25=144;: x = 12 (= vier.kat.)

Tylppa kulma Il neljanneksessé, josta merkit. cos(o) = - % ; tan(a) = - %

4.a)EF:EB+BF:§a+lb b)GF:GC+CF:%AC+%CB (AC+CB)——AB—ga c) GD = GA + AD

——CA+b——(a b)+b_-§a+—b
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5. a) sin(x - 25°) = cos(40°) ; sin(x - 25°) = sin(50°)
X - 25° = 50° + n-360° tai x - 25° = 130° + n-360° ; x = 75° + n-360° tai x = 155° + n-360°

b)cos(23—n+x):cos(2x-43—n);%+x:2x-%+n-2ntai%+x:-2x+%+n-2n

-x:-2n+n-2ntai3x:%+n-2n : —n27cta|x:2?+n23TE

6.0P:OA+gAB:2i-3j+g(-5i+8j):2| 3]- |+3] |:>P ( ,0)

o

7. 12-kulmion yhden keskuskolmion keskuskulma = 3(153 = 30°

A, =Yrr-sin30° = Yar® : Ay, = 12-Yar? =3 Ag = =t 2;%—?’—r:§z0955 95,5%

8.v=xa+yb;13i+ 3j =x(3i - 2j) + y(-i + 3j); 13i + 3j = 3xi - 2%j - yi + 3yj

13:3x—y||-3_{39:9x-3y_ ey . 17— OB\ —
{3:_2X+3y”_1, = oy +3y (42=Tx;x=6;13=18-y;y=5V:v=6a+5b

9. VP = cos’(X - n/6) - sin’(x - n/3)

= [cos(X)-cos(n/6) + sin(X)-sin(r/6)]° - [sin(x)-cos(n/3) - cos(x)-sin(w/3)]?

= [1/2\/§-cos(x) + l/z-sin(x)]2 - [%e-sin(x) - %\/§-cos(x)]2

= [34c0s?(x) + Y[3sin(x)-cos(x) + Yasin(X)] - [a-sin?(X) - ¥2\[3sin(x)-cos(x) + ¥cos*(X)]
= \/§sin(x)-cos(x) = 1/2\/?3-25iﬂ(X)-COS(X) = 1/2\/§-sin(2x) =OP

10. Olkoon kolmio ABC, jossa AD = 3,6 on keskijana, AC =4,2, Z/C =50° ja ZADC = a.

- sin(a) R R
AADC + sinilause: sin(50°) = 3 6 ; sin(a) = 0,8937 ; a = 63,3° {tai o = 116,7°}

= «ZCAD = 180° - 50° - 63,3° = 66,7°. {ZCAD = 180° - 50° - 116,7° = 13,3°}

Olkoon CD = x. AADC + sinilause: 3X6 % X = 4,3 = BC = 2x = 8,6 () {2,2(m)}

AABC + kosinilause : AB® = 8,6° + 4,27 - 2:8,6:4,2-cos(50°) = 45,5 || \/(_); AB = 6,7 (m) {3,3(m)}

97.1.1. Olkoon A = (2,3) ja B = (5,-1). Muodosta a) vektori AB b) AB:n suuntainen yksikkdvektori ¢) AB:n
kanssa vastakkaissuuntainen vektori, jonka pituus on 2.

97.1.2. Suunnikkaassa ABCD on AB = aja AD = b. Piste P jakaa sivun AB suhteessa 2:3 ja piste Q sivun DC
suhteessa 3:2. Muodosta a:n ja b:n avulla vektorit QA ja PC. Mité voi tdamén perusteella sanoa vektoreista
QA ja PC, enta janoista QA ja PC?

97.1.3. Mik& y-akselin piste A(0,y) on pisteesta B(8,9) etéisyydelld 10? Mik& on silloin janan AB keskipiste?

97.1.4. Kulman a € [90°,270°] tangentti on 8/15. Mik& on kulman « sinin ja kosinin tarkka arvo?

97.1.5. Ratkaise yhtalo a) cos(2x - 30°) = cos (45°-x) b) 3 - sin %

97.1.6. Jaa vektori ¢ = 5i + 9j vektoreiden a = 2i - 3j ja b = 3i + j suuntaisiin komponentteihin.
97.1.7. Ratkaise yhtalo 4sin 2x = cos 2x.
97.1.8. Mika suoran A(1,7)B(31,-8) piste jakaa janan AB a) sisdpuolisesti b) ulkopuolisesti suhteessa 1:4?

97.1.9. Kolmion kaksi sivua ovat 6 ja 9 seka suurin kulma on 80°. Laske kolmion pienin kulma. Huomaa kak-
si vaihtoehtoa.

97.1.10. Funktion kuvaaja on siniaallon muotoinen. Silla on huippupiste (n/4,2) ja seuraava huippupiste oike-
alla on piste (57/4,2) ja kuvaaja sivuaa x-akselia kohdassa x = 3n/4. Mik& voi olla funktion lauseke?

_ . o _ 4 _3i-4 o oo
1.a)AB=(5-2)i+(-1-3)j=3i 4jb)AB |AB| M 5 =0,6i - 0,8j

c)c=-2-AB°=-2(0,6i - 0,8j) = -1,2i + 1,6

2. QA:QD+DA:-%a-b;Pc:PB+BC:§a+b:>QANPC.
QA || PC ja |QA] = |[PC] eli janat yhté pitkat ja yhdensuuntaiset.
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3. Olkoon A =(0,y), B=(8,9) . JAB| =10 ;\[(0-8)7+ (y- 9> =10 ()?; 64 + (y- 9)>=100 (y- 9)°=36;y- 9
=+6;y=9+6;y=15taiy=3jolloin A =(0,15) tai (0,3)

Keskipiste on (—5— 28,152+9) (412)ta|(028,923)—(46)

4. Piirretaan suorakulmainen kolmio, jonka kateetit 8 ja 15. Olkoon hypotenuusa = x
x* = 8%+ 15° = 64 + 225 = 289 ; x = 17. Tangentti positiivinen ja a. e [90°,270°] = III nel.
sina=-8/17 ja cosa=-15/17

5. a) cos (2x - 30°) = cos (45° - x) ; 2x - 30° = 45° - x + n-360° <> 3x = 75° + n-360° || : 3 & x =25° + n-120°
TAI 2x - 30"- 45°+x+n360°<:>x—-15°+n360°

b) 3- sm =2]:3;sin3 3 3 ; sing 3 =sin 41,8°; 3 =41,8° + n-360° ta| 3= =138,2° + n-360°
& x= 125,4° +n-1080° tai x = 414,6° + n-1080°

6.c=xa+yb ;50 +9 =x(2i - 3j) +y(3i +]) ; 51 + 9] = 2xi - 3] + 3yi + Y]

5=2x+3 1
{9:-3x+3>/|||| 1), ;22 =-11x;x=-2;5=2(-2)+3y;9=3y;y=3;V:c=-2a+3b

7.4sin 2x =cos 2x || : cos 3x ; 4tan 2x =1 || : 4 ; tan 2x = ¥4 ; tan 2x = tan 14°
2x =14° +n-180° || : 2; x=7° +n-90°

8.a)OP:OA+%AB:i+7j+%(30i-15j):i+7j+6i-3j:7i+4j;P:(7,4)

b)OR:OA-%AB:i+7j—%(30i-15j):i+7j-10i+5j:-9i+12j;R=(-9,12)

9 JOKO suurln sivu 80° kulman vastainen sivu X, joka saadaan kosinilauseella
x? = 6%+ 9% - 2-6-9-cos 80° = 98,2 ; x = 9,9. Pienin kulma on pieninta sivua 6 vastaava

sina. _ 6 . _6 o o
Sinilauseella Sn80° 99 sino = 9, 9sm 80°=0,596; o= 36,6

TAI suurin sivu on 9 ja suurin kulma 80°, jolloin 6 vastainen kulma saadaan sinilauseella.

Sisrllng%o = g ;sina = gsin 80° = 0,656 ; o = 41,0° ja kolmas kulma = 180° - 41,0° - 80° = 59° = pienin 41°

5n .
10. Huippujen x-koordinaattien ero = ik Z = jakso

= funktio voisi olla muotoa f(x) = a-sin 2x + b
Kuvaaja sivuaa x-akselia = pienin arvo on 0. Arvot valilla0 <f(x) <2 = a=1
f(%n)=0;sin2-¥%r+b=0;sin%r+b=0;1+b=0;b=-1V:f(x)=sin2x+1

97.2.1. Olkoon A(1,2,3) ja B(4,8,5). a) Laske janan AB keskipiste. b) Laske janan AB pituus.

97.2.2. Ympyran keskipiste on O seka janat AB ja CD ovat ympyran halkaisijoita. Piste P jakaa sateen AO
suhteessa 1 : 2 ja piste Q séteen OB suhteessa 2 : 1. Olkoon vektorit b = OB ja ¢ = OC. Muodosta vektorit
CP ja QD vektoreiden b ja ¢ avulla. Mité voidaan vaittaa janoista CP ja QD saadun tuloksen perusteella?

97.2.3. Muodosta vektorit AB ja BC, kun A = (5,5,-1), B =(6,3,2) ja C = (9,-3,11). Ovatko pisteet A, B jaC
samalla suoralla?

97.2.4. Kulma o on tylppa ja sen kosini on -1/3. Maarita kulman a sinin ja tangentin tarkat arvot.
97.2.5. Ratkaise yhtélot a) sin (2x + 45°) = sin (30° - x) b) 2-cos ¥x = 1.
97.2.6. Olkoon vektorit a = 2i - 4j ja b = 3i + 5j. M&arita reaaliluku x siten, etté vektorin a + xb pituus on 10.

97.2.7. Suunnikkaan kolme karkipistetta ovat A(25,14), B(17,-11) ja C(-8,35). M&arita neljas karkipiste D.
Huomaa kolme mahdollisuutta.

97.2.8. Onko mahdollista jakaa vektori ¢ =i +j + k vektorien a =i +j jab =j + k suuntaisiin komponenttei-
hin? Mit& tulos tarkoittaa geometrisesti?

2tan X

97.2.9. Ratkaise yhtalo 1-tan?x - @n (Yer - X).

97.2.10. Mies kulki suoraan pohjoiseen ja naki paikasta A oikealla puolella radiomaston 40° kulmassa kul-
kusuuntaansa nahden. Kuljettuaan 200 metrid han n&ki maston paikasta B 70° kulmassa. Kuinka kaukana
masto oli matkan AB keskikohdasta?
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LaKix=%1+4)=2%;y=%_2+8)=5;z2=%(3+5)=4; K=(2%,5,4)
b) JAB| =[(4 - 1)*+ (8-2)*+ (5-3)°=~/9+ 36 + 4=~/49=7

2. CP:CO+AP:CO+%OA:-C-%b;QD:QO+OD:§BO+OD:-%b-c
Ts. CP || QD ja |CP| = |QD| eli janat yhdensuuntaisia ja yhta pitkia.

3.AB=(6-5)i+(3-5)+(2+1)k=i-2j+3k
BC = (9 - 6)i + (-3 - 3)j + (11 - 2)k = 3i - 6] + 9K

1 -2 . L .
3567 g = vektorit ovat yhdensuuntaisia ja pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla

4. Olkoon toinen kateetti = x. x> + 12 =32 ; x* =9 - 1 ; x =4/8, o on Il neljanneksessa

l3@:+2J3éjatanoc:-51@:-\/5:-2\/5

sina=+

5.a) sin (2x + 45°) = sin (30° - x) ; 2x + 45° = 30° - X + n-360° < 3x = -15° + n-360° || : 3
& x =-5°+n-120° tai 2x + 45° = 180° - 30° + x + n-360° & x = 105° + n-360°

b) 2cos Yax = 1 || : 2 ; cos Yax = ¥ ; cos ¥ax = cos 60° ; ¥ax =+ 60° + n-360° || - 4

X = £240° + n-1440°

6. a+ xb =2i - 4j + x(3i + 5j) = 2i - 4j + 3xi + 5xj = (2 + 3x)i + (-4 + 5X)j
Pituus = 10 ; \[(2 + 3x)* + (-4 + 5X)° = 10 || ()*; (2 + 3X)* + (-4 + 5x)* = 100
4+ 12X +9x° + 16 - 40X + 25x° = 100 ; 34x° - 28X -80=0: 17x*- 14x - 40 =0

X 14 ++/196 + 2720 14 ++/2916 14+54 68 -40 3
= 34 - 34

34 ,X—3—4:2taiX:§:-1ﬁ

7. Jos suunnikas ABCD: OD = OA + BC = 25i + 14j - 25i + 46] = 60j ; D = (0,60)
ABDC: OD = OB + AC = 17i - 11j - 33i + 21j = -16i + 10j ; D = (-16,10)
ADBC: OD = OA + CB = 25j + 14j + 25 - 46j = 50i - 32 ; D = (50,-32)

8.c=xa+yb;i+tj+k=x(i+))+y(+k);i+j+tk=xi+(X+y)+yk

1=xJA1=x+yJA1=y. Ensimméinen ja vimeinen ehto edellyttd4, ettd x = 1 jay = 1, jolloin keskimmai-
nen ehto ei toteudu, koska 1 = 1 + 1. V: Ei ole mahdollista

Geometrisesti: Vektori ¢ ei ole vektoreiden a ja b maaradmassa tasossa

2tan 1 n
9.m§(—xztan(l/zn-x);tan2x:tan(l/zrc-x) P 2X=Yr-x+nmw;3X=Ymn+nm ; X=g-m+3-7

MI:xzY%rn+nmnja‘en-x#%r+nn& x#nnjatanx#+x1 @ x Y+ nxn
Kun n =0, on x = /6 joka kelpaa. Kun n = 1, on x = %mr, joka ei kelpaa.

Kun n = 2, on x = 57/6, joka kelpaa. N&in jakson aikana vain kaksi kulmista kelpaa.
Vix=n/6+nntaix=51/6 + n-n

10. ZABM =180° - 70° = 110° . ZAMB =180° - 110° - 40° = 30°

L . BM _sin 40° _sin 40° _
AABM ja sinilause: 200 = sin 30° ’ BM = sin 30° 200m =257,1m

AKBM ja kosinilause: KM? = 100° + 257,1% - 2-100-257,1-cos 110° = 93696 ; KM = 306 m

97.3.1. Olkoona=2i-j+ 2k jab =3i + 6] + 2k. Laske a) [a] b) [b|c)a - b
97.3.2. Ratkaise yhtélot a) sin 2x = sin 40° b) cos 3x =%

97.3.3. Suuntaissarmion yhdesta karjesta lahtevat sarmavektorit ovat a, b ja c. Muodosta a) yhteisesta alku-
pisteesta b) vektorin a karjesta lahteva avaruuslavistajavektori. c) Mika on vektori, joka menee vektorin a
keskipisteesta vektorin b keskipisteeseen?

97.3.4. Kolmion kaksi sivua ovat pituudeltaan 4,6 cm ja 7,2 cm seka niiden valinen kulma on 52°. Maarita
kolmion kolmannen sivun pituus ja muut kaksi kulmaa.

97.3.5. Keksi kaksi erisuuntaista vektoria, jotka ovat kohtisuorassa vektoria 2i + 3j - 2k vastaan. Osoita, etta
nama vektorit ovat erisuuntaisia.

97.3.6. Kulmalle o € [90°,360°] on voimassa sin o = 18—7 Ma&arita cos o ja tan a.

97.3.7. Kolmion ABC kérki A on pisteessé (18,-17) ja tasta alkavat sivuvektorit ovat AB = 14i + 23] sekd AC =
-10i + 2j. Maarita karjet B ja C seka sivulta BC piste, joka jakaa BC:n suhteessa 1:2.

97.3.8. Esita cos 5x lausekkeena, jossa on trigonometrisena funktiona vain cos x : n eri potensseja. Mita on
cos 5x, kun cos x = ¥2?
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97.3.9. Mika on se vektorin 2i - 3j suuntainen vektori, joka komponentteihin jaettaessa saa toiseksi kom-
ponentiksi i + 2j ja toinen komponentti on vektorin i - j suuntainen?

97.3.10. Funktion f(x) = a-sin kx + b perusjakso on %n sek& suurin arvo on 6 ja pienin -k. Maarita funktio.

l.a)a=2i-j+2k;la|=2°+(-1)°+2°=4+1+4=3
b)b=3i+6]+2k;|b|=3"+6"+2°=4/9+36+4=7
c)a-b=23+(-1)6+22=6-6+4=4

2. @) sin 2x = sin 40° ; 2x = 40° + n-360° tai 2x = 180° - 40° + n-360°
x = 20° + n-180° tai x = 70° + n-180°
b) cos 3x =% ; cos 3x = cos 60° ; 3x = +60° + n-360° ; X = £20° + n-120°

3. Piirrd kuva ja katso siitd vastausa) a+b +cb)-a+b +c c) -Y2a + b

4. Olkoon o =52°, AB=7,2cm ja AC = 4,6 cm.
Kosinilause: a® = 7,2° + 4,6° - 2-7,2-4,6-cos 52° = 32,22 ; a = 5,68 = 5,7(cm)

- .sinB _46 . _46 . ... n_ ‘= o (tai @ — o
Sinilause: Sin52° ~ 5.6g + SN B= 5 68 Sin 52°;sin p =0,638; B =39,7° (tai B = 140,3°)

Kolmion kulmien summa: y = 180° - 52° - 39,7° = 88,3°

5. Esim. 3i - 2], koska (3i - 2]) - (2 +3j-2K) =6-6+0=0
tai 3i + 2j + 6k, koska (3i +2j + 6k) - (2 +3j-2k)=6+6-12=0

3i - 2j erisuuntainen kuin 3i + 2j + 6k, koska % # 32 ;t%

6. Piirrd suorakulmainen kolmio, missé a:n vastainen kateetti = 8 ja hypotenuusa = 17
Pyth: 8%+ b*=17%; b’ =289 - 64 =225 ; b = 15
koska o € [90°, 360°] ja sen sini positiivinen, niin a € [90°,180°]

COSOL—17ja anoc—ls

7.0B = OA + AB = 18i - 17] + 14i + 23] = 32i + 6 ; B = (32,6)
OC = OA + AC = 18i - 17j + (-10i + 2j) = 8i - 15j ; C = (8,-15)

OP =0OB +%BC = 32i + 6j +%(-24i - 21j) = 32i + 6] - 8i - 7j = 24i - | ; P = (24,-1)

8. cos 5x = cos (3x + 2x) = cos 3x - cos 2x - sin 3X - sin 2x

= (4 cos® x - 3 cos x)(2 cos® x - 1) - sin x (4 cos®x - 1) - 2 sin X - coOs X
=8cos’ X -4cos’x-6cos’x+3cosx-2sin’x - (4 cos® X - cos X)

8 cos’ x - 10 cos® x + 3 cos x - 2 (1 - cos® x)(4 cos® x - cos X)

8 cos’ x - 10 cos® x + 3 cos x - 8 cos® x + 2 cos X + 8 cos” X - 2 cos® x
=16 cos® x - 20 cos® x + 5 cos X

cos5x =16 - (¥2)°-20 - (¥)°+5 %=1

9.x(2i-3)) = (I +2)) +y(i-]);2xi-3yj =i +2] +yi-yj
{Zx—yzl

X +y=2 ;-Xx = 3 ; x =-3. Kysytty vektori on -3(2i - 3j) =-6i + 9j

10.f(x):a-sinkx+b;Perusjaksozl/zn;zrﬂ:l/zn;k:4.

{826 _{a+b:6

p=-4; a+b=.4:20=2;b=1;a+1=6;a=5 Vast:f(x)=5-sin4x+1

98.1.1. Piste P jakaa kolmion ABC sivun AB suhteessa 2 : 1 ja piste Q on sivun BC keskipiste. Esita vektori
PQ vektoreiden AB = a ja AC = b avulla.

98.1.2. Kolmion kanta on 47 mm ja kantakulmat 44° ja 32°. Laske muiden sivujen pituudet.
98.1.3. Ratkaise yhtéld a) cos 3x = -1 b) sin 3x - sin 2x = 0.

98.1.4. Kolmion sivujen pituudet ovat 5, 6 ja \/1_1 Laske pienin kulma ja alan tarkka arvo.
98.1.5. Maarita cos 2x, kun tan x = -% ja kulma x on valilla [r,2x]

98.1.6. Jaa vektori 12i - 3j kahteen komponenttiin, joista toinen on vektorin 6i + 9j ja toinen vektorin i - j suun-
tainen.

98.1.7. Pisteesta A(2,3,-5) siirrytdan 12 yksikkoa vektorin 2i - 2] + k suuntaan, jolloin tullaan pisteeseen B.
Maarita piste B.
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98.1.8. Ratkaise yhtald cos” x = sin 2x.

98.1.9. Kolmion kéarkipisteet ovat A(-1,2), B(2,3) ja C(4,-1). Laske kulman C suuruus.

: . 2 , o .
98.1.10. Milla vakion k arvolla yhtéld cos (x - g) +cos (X - ?n) =k - sin x toteutuu kaikilla x:n arvoilla?

1.PQ =PB + BQ = 1/3AB + %BC = 1/3AB + %(BA + AC) = 1/3a + %(-a + b) = -1/6a + %b

_ o o o _ ., b _sin32° a sin44°
2. ZC =180°-44° - 32 _104'47_—sin104°’

3.a)cos 3x =-1; 3x =180° + n-360° ; x = 60° + n-120° b) sin 3x - sin 2x =0
sin 3x = sin 2x ; 3x = 2x + nN-360° tai 3x = 180° - 2x + nN-360° ; X = n-360° tai x = 36° + n-72°

4. Pienin kulma on pienimman sivun (\/1_1 ) vastainen. Kéytetaén kosinilausetta.

(/11)? =5+ 6- 2.5.6-cos a ; 11 = 25 + 36 - 60COS o ; cOS a = 5/6 ; o = 33,6°

sin a +cos’ a=1;sina=1-25/36 =11/36 ; sin o. =[11 / 6 (+, koska kolmion kulma)
A = Ysbesin o = %-5-6-\(11 / 6 = 2%4[11

5. tan x = -%. sin x ja cos x saadaan suorakulmaisesta kolmiosta, jossa vastainen kateetti on 1 ja viereinen

kateetti 2, jolloin hypotenuusa on\/1 + 4 = \/E
Kulma on vélilla [r,27] ja tan negat. joten kulma x on IV neljanneksessé

cos 2x = cos® X - sin® x = (2 /\/5)* - (1 /\[5)* = 4/5 - 1/5 = 3/5

6. 12i - 3j = x(6i + 9)) + (i - ) ; {_13222‘;_3;; 9=15x:x=0,6:12=60,6+y:y =84

V : 12i - 3i = 0,6(6i + 9j) + 8,4( - j)

7. OB:OA+12-a°:2i+3j-5k+12-%:2i+3j-5k+4-(2i-2j+k):10i-5j-k;B:(10,-5,-1)

8. cos’ x = sin 2x ; COS” X = 2sin X COS X || : COS X ; COS X = 2sin X || : 2c0s X tai cos x = 0
Y5 =tan X tai cos X = 0 ; X = 26,6° + n-180° tai x = 90° + n-180°

9.CA=(-1-4)i+(2+1)j=-5+3];CB=(2-4)i+(3+1)j=-2i +4j
cosy = CACB _ 10 + 12 2 oo
"7ICAI-ICB| “\25+9+/4+16 +3420' "  °°

10. cos (x - n/3) + cos (X - 2n/3) = cos X - c0s /3 + sin X - sin /3 + c0s X - cos 2n/3 + sin X - sin 27/3
=CcosSX-% +sinx- 1/2\/:_3+cosx-(-1/z)+sinx-1/z\/§=\/§ -sinx=Kk- sinx,jolloink=\/§

98.2.1. Olkoon suunnikkaassa ABCD piste E lavistajien leikkauspiste ja AE = a sekd EB = b. Muodosta vek-
torien a ja b avulla lauseke vektoreille a) AB b) AC c) AD.

98.2.2. Olkoon kolmiossa yksi kulma 62°, viereinen sivu 4,1 cm ja vastainen sivu 3,7 cm. Mitk& ovat kolmion
kulmat?

98.2.3. Ratkaise yhtalo a) sin 4x = -1 b) cos 3x = cos 2x

98.2.4. Maarita luvulle p arvo niin, ettéd vektorit i - 4j ja 5i + pj ovat a) yhdensuuntaisia b) kohtisuorassa.
98.2.5. Laske tarkka arvo lausekkeelle sin (x + n/3) kun tan x = % ja kulma x e [r,27].

98.2.6. Saanndllisen viisikulmion sivu on 2,0 cm. Kuinka pitkia ovat viisikulmion lavistajat?

98.2.7. Laske kolmion A(1,2,3) B(4,3,2) C(0,1,-1) kulman C suuruus.

98.2.8. Ratkaise yhtélo a) sin” x = 3-cos® X b) sin 2x = 3.cos® X

98.2.9. Voivatko vektorita =i - 2j, b = - 2k ja ¢ = k - 2i olla kolmiulotteisen avaruuden kantavektoreita?

98.2.10. Pisteen A(6,-1,7) kautta kulkeva taso on kohtisuorassa origon ja pisteen B(1,2,2) kautta kulkevaa
suoraa vastaan. Maarita tason ja suoran leikkauspiste.

l.ayAB=AE+EB=a+bhb)AC=AE+EC=a+a=2ac)AD=AE+ED=a-b

2. Olkoon viereisen sivu 4,1 cm vastainen kulma a. Talloin sinilauseelle saadaan
in 41 . 41 . . .
ﬁzé—?;&na:?-sm 62° ; sin 0. =0,978 ; o = 78° tai o = 102°

Kolmas kulma on 180° - 62° - 78° = 40° tai 180° - 62° - 102° = 16°
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3.a)sin4x =-1;4x =-90° + n-360° ; x = -22,5° + n-90°
b) cos 3x = cos 2x ; 3x = 2X + n-360° tai 3x = -2x + N-360° ; x = n-360° tai x = n-72°

4-a)%:§§p:-20 b)i-4) L5i+pje(i-4) - Gi+p)=0;5-4p=0;p=1%

5. Olkoon suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat 1 ja 2, jolloin hypotenuusa on \/?, Tassa pienimmaéan
kulma x; tangentti on Y2, sin x; = 1/\/?3 jacos x; = 2/\/?3
Kulma x on Ill neljinneksessa, koska tan x > 0. Tall6in sin x = -1/\/3 jacos x = -2/\/3

sin (x + ©/3) = sin X - cos ©/3 + cos X - sin /3 = -1/\/3 -+ (-2/\/5) : 1/z\/§ =- %E

6. Viisikulmion kulmain summa on (5 - 22-180" = 540°. Yksi kulma on nyt 540°:5 = 108°
Kosinil.: x* =22+ 22-2.2.2.cos 108° ; x° = 4 + 4 - 8-cos 108° ; x* = 10,47 ; X = 3,24 cm

7.CA = (1-0)i + (2-1)j + (3+1)k =i + + 4k ; CB = (4-0)i + (3-1)j + (2+1)k = 4i + 2j + 3k
CA-CB _ 4+2+12 __ 18 a0
ICA|-ICB| \[1+1+16+16+4+9 +[18-29'

Cos a =

8.a) sin’ x = 3-cos® x || : cos® x ; tan? x = 3 ; tan x = £4/3 ; X = + 60° + n-180°
b) sin 2x = 3-cos®X ; 2 - sin X - cOS X = 3-c0s° X || : 2-C0S X ; Sin X = 1%2€0s X tai cos x = 0
tan x = 1% tai cos x =0 ; x = 56,3° tai x = 90° + n-180°

9.a=i-2j||b=j-2k, koska 1:0 = -2:1 = 0:(-2), joten a ja b virittavat erdan tason.
Tutkitaan onko vektori ¢ vektoreiden a ja b maarittimassa tasossa, ts onko ¢ = xa + yb
22+ k=x(-2)+y([-2K),-2itk=xi-2xj+yj-2yk;-2=xJA0=-2x+yJA1l=-2y;
x=-2JAy=-%JAy = 2x, mutta vimeinen ei toteudu, jos x =-2 jay = -%2 (-%2 # 2-(-2))
Siis ei ole sellaista x ja y, ettd ¢ = xa + yb, eli ¢ ei ole samassa tasossa kuinajab
Taten a, b ja ¢ ovat avaruuden kantavektoreita.

10. Olkoon O:n ja B:n kautta kulkevan suoran ja tason leikkauspiste C.

OC =x-0OB =x(i + 2] + 2k) =xi + 2xj + 2xk ; C = (X,2X,2X)
AC=(x-6)i+(2x+1)j+(2x-7)k LOB=i+2j+2k;AC-0OB =0
(X-6)+(2x+1)2+(2x-7)2=0;X-6+4x+2+4x-14=0;9x=18;x=2 C=(2,4,4)

99.1.1. Olkoonu =3i-kjav =i-j+ 2k. Laske a) 6u + 4v b) |u - v|
99.1.2. Milla t:n arvolla vektorit a = 2i - (t - 1)j ja b =ti + 3j - k ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

99.1.3. Piste P jakaa pisteiden A(4,5,1) ja B(-1,0,-9) valisen janan AB sis@puolisesti suhteessa 3:2. Laske
piste P ja sen etaisyys origosta.

99.1.4. Ratkaise yhtalo a) sin 3x = 1/2\/:_3 b) cos 3x = cos (X + n)
99.1.5. Mika on lausekkeen a) tan (2x - %) madrittelyjoukko b) 2sin 3x + 4 arvojoukko?

99.1.6. M&arita sin x ja cos x, kun tan x = % ja X € [n,2n].

99.1.7. Suorakulmion ABCD sivuvektoreina ovat AB = a ja AD = b. Piste P on janan AD keskipiste ja piste Q
jakaa sivun AB suhteessa 2:1.

a) limoita vektoreiden a ja b avulla vektorit PQ ja PC.

b) Laske PQ-PC, kun |CD| =3 ja |BC| = 2.

99.1.8. Tasakylkisen kolmion kantakulman kosini on 0,6. Mik& on huippukulman kosini?

99.1.9. Maarita x ja 'y, kun pisteet (x,y,x+y), (2,3,-1) ja (4,-5,5) ovat samalla suoralla.

99.1.10. Laske vektorien a + b ja a - b valinen kulma, kun |a| = 1, |b| = \/E jaab=%.

1.a)6u +4v = 6(3i - K) + 4(i - | + 2k) = 18i - 6k + 4i - 4] + 8k = 22i - 4] + 2Kk
b) [u-v|=[3i-k-i+j-2k|=]2i+j-3k|=4+1+9 =+[14

2.a=2i-(t-1)j Lb=ti+3-k®ab=0®2t-3(-1)+0=0® 2t-3t+3=0 < (=3

3.A=(451)OA=4i +5 +k ; B=(-1,0,9), OB =-i - 9k
oP= % (20A + 30B) = % [2(4i + 5] + k) + 3(-i - 9K)] = % (8i + 10j + 2k - 3i - 27k) =

%(5i+10j-25k)=i+2j-5k;P=(1,2,-5);OP= 1+4+25 =+/30
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4. a)sin 3x = 1/2\/§ ; Sin 3x = sin 60° ; 3x = 60° + N-360° tai 3x = 120° + n-360°
X =20° + n-120° tai x = 40° + n-120°

b) cos3x=cos (x +m) ; 3X=X+n+n2rtai 3Xx =-X- 1+ N2 ;
2Xx=n+n2ntai4x = -g + n2n ; X = Yen + nn tai X = -Van + n-Yar

5.a)tan(2x—%) MJZZX-% % +nn;2x¢% +g +nn;2x¢% +nn;x¢i—72t +ng

b)-1<sin3x<1][:2;-2<2:sin3x<2|[+4;2<2sin3x+4<6;A)=[2,6]

6. X € [r,2x] ts. kulma on Il tai IV neljanneksessa. tan x positiivinen = 11l neljannes
Piirretd&n suorakulmainen kolmio, jossa kulman vastainen kateetti on 3 ja viereinen kateetti on 4. Taten hy-
potenuusa on 5. sin x =-3/5=-0,6 ja cos x = -4/5 =-0,8

7. P keskipiste > AP =%AD =%b , Q jakaa AB:n 2:1 > AQ = 2/3AB = 2/3a

a) PQ =-%b +2/3a,PC=%b +a

b) PQ-PC = (-%b + 2/3a) - (¥2b + a) = -Vab® - Yea-b + 1/3a-b + 2/3a° (aLb > a-b =0)
=-142°-0+0+2/3-3°=-1+6=5

8. Olkoon kantakulma = a. Talldin huippukulma on 180° - 2a . cos a. = 0,6
cos (180° - 20) = - cos 2a. = -(2cos’ a.-1)=1-2cos’a=1-2:0,6°=1-0,72=0,28

9. A(X,y,x+y), B(2,3,-1), C(4,-5,5). BA=(x-2)i + (y- 3)j + (x +y + 1)k, BC= 2i - 8 + 6k
A, B ja C ovat samalla suoralla, jos vektorit BA || BC
X-2 y-3 Xx+y+1 o X-2 y-3 x+y+1

2 -8 1 -4 3
X-2_y-3
1 " -4 [ 4x-8=-y+3 _{4X+y:ll_ e P
X-2 x+y+1 ’{3x—6:x+y+1’ 2x-y=7 1 6x=18x=3;12+y=11;y=-1
1 - 3

10.]la+bff=(a+b)-(a+b)=a’+2ab+b’=1+21%+2=4;]a+b|=2
la-b?=(a-b)-(a-b)=a’-2a-b+b*=1-2%+2=2;]a-b|=+/2
(@+b)-(a-b)y=a’-b*=1-2=-1

_(@a+b)-(@-b) -1 = o
COS =" b| - |a- b] N ; a=110,7

99.2.1. Olkoonu =-2i +4j-4kjav=6i-j-8k. Laskea)|u]| b) [u+v|c)u-v.
99.2.2. Ratkaise yhtalé a) sin 2x = % b) cos 3x = cos ( x + 30°)

99.2.3. a) Maarita vektorin a = 3i - 4j suuntainen yksikkovektori.
b) Mik& on vektorin a kanssa samansuuntainen vektori b, jonka pituus on 20?
¢) Mik& on b:n loppupiste, jos alkupiste on (8,13)?

: 8 . . :
99.2.4. Olkoon sin x = 17 Jaxe 1%m,n[ . Maédrita tarkat arvot cos x ja tan x.

99.2.5. Mik& arvo on x:lla, kun vektorit a = xi + 6j jab = 3(i +j) + xj ovat

a) yhdensuuntaisia

b) kohtisuorassa.

99.2.6. Sievenna lauseke (sin x + cos x)* + (sin X - cos x)°.

99.2.7. Kolmion kéarkipisteet ovat A(2,-1,3) B(3,4,-2) ja C(0,2,4). Laske kolmion kulman C suuruus.
99.2.8. Maarita funktion f(x) =3+ 2 -sinx suurin ja pienin arvo, kun

a)xeR b)xe[0n] O)xelg 5]

99.2.9. Onko vektori ¢ = 5i - 2j + k vektoreidena =4i -j + k jab =i - j mdaradaméassa tasossa?

99.2.10. Tasakylkisen kolmion huippukulman tangentti on 2\/5 . Laske kolmion kannan ja korkeuden suhde.

lTa)u=-2i+4j-4k. |u|=~(27+ 4%+ (4)? =~[4+ 16 + 16 =36 =6
b)u+v=-2i+4j—4k + 6i —8k = 4i +3j— 12k . |[u +Vv | =1/16 + 9 + 144 =+[169 =13
QU -V=(2)6+4(1)+(-4)(-8)=-12-4+32=16
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2.a) sin 2x = 1/3 < sin 2x = sin 19,5° < 2x = 19,5° + n-360° tai 2x = 180° - 19,5° + n-360°
& x=9,7° + n-180° tai x = 80,3° + n-180°

b) cos 3x = cos (x + 30°) & 3x = x + 30° + n-360° tai 3x = -x — 30° + n-360°

< 2x = 30° + n-360° tai 4x = -30° + n-360° < x = 15° + n-180° tai x = -7,5° + n-90°

USRI Y B T T

“lal ~yo+16 5 5!
b)b:20a°:20(%i-A\'/Ej):12i—16j
c) OB = OA +b = 8i + 13j + 12i — 16j = 20i — 3], B = (20,-3)

4. Piirr. suorakulmainen kolmio, jossa kulman vastainen kateetti = 8 ja hypotenuusa = 17.
Pyth. = 8% +a’=17";a° =289 - 64 =225;a=15

. . . 15 8
Kulma toisessa neljnneksessa, josta etumerkit cos x = - 17 (fanx=-7¢

5.a)a=xi+6j[|b=3(+])+x=3i+(3+x)j ®F = & 3x+x2=18

3+\/9+72 -319

& x*+3x—18=0© x > ;Xx=3taix=-6
b)a= xi+6jjab 3i+(3+x)J¢>a b=0&3Xx+6(8+Xx)=0= 3x+18+6x=09x=-18 @ x=-2

3+X

6. (smx+cos X)° + (sin x — cos x)°
= sin® X + 2sin X - €OS X + €0s” X + sin” X — 2sin X - COS X + COS” X = 2(sm X + c0S° X)=2-1=2

7. A(2,-1,3) B(3,4,-2) ja C(0,2,4) , CA = 2i — 3j — kjaCB 3i +2j — 6k
cosy= CA-CB _ 6-6+6 _ 76.8°
"TICAICB| “\a+9+1\J9+4+36 \/—47*Y *

8.a) kun x € R, ovat sin x € [-1,1].
Suurin =3+ 2:sin X | snx=1=3+2:1=5japienin =3 + 2:sin X | gnx=1 =3 +2:(-1) =1
b) kun x € [0,x], ovat sin x € [0,1] Suurin=3+2-1=5japienin=3+2.0=3

c)kunx e [E ,E], ovatsin X € [%2,1]. Suurin=3+2:-1=5japienin=3+2-%.=4
62

9. Vektori ¢ = 5i - 2 + k on vektoreidena=4i - j + k jab =i - ] mdaraamassa tasossa, jos
on olemassa x jay siten,ettdc =xa+yb & 5i - 2] + k =x(4i -] + k) + y(i — )

5=4x+y
{-2 =-X-Yy . Alimmasta x = 1. Keskimmaisestda -2 = -1 —y eli y = 1. Sijoittamalla ylimpaan 5=4-1+ 1 on
1=x

tosi. Siis oli sellaiset xjay. V: Con a:n ja b:n maarittdmassa tasossa.

10. Olkoon huippukulma 2a, jolloin kannalle piirretty korkeus puolittaa sen ja muodostaa suorakulmaisen
kolmion.

tan 2a.= 2\/2 ; 12tz]na =22 ;tana=1/2 -4/2 tan’ . Olkoontan a =y ;\2y? +y-4/2 =0;y=

-1£\1+8 —1_ 2

\/5 \/5 ,jostay=tanoa=—F= = \/5 . Taten puolikaskolmiossa on kannan puolisko = \/E ja kan-

=

ta 2\/5 ja korkeus = 1. Kanta : korkeus = 2\/5 (1= 2\/5

00.1.1. Janan paatepisteet ovat A(2,1,3) ja B(4,-5,7). Laske janan a) pituus b) keskipiste.

00.1.2. Olkoot OA = a, OB =b ja OC = ¢ seka nelikuimio ABCD suunnikas. Esita vektorien a, b ja ¢ avulla
vektorit a) AB b) OD.

00.1.3. M&arita reaaliluku x siten, ettd vektorit a = 21i - 28j ja b = 7i + xj ovat
a) yhdensuuntaiset b) kohtisuorassa.

. L 1 . o
00.1.4. Tiedetaan, ettd kulma o, on tylppé ja sin o = 3- Maarita a) cos a tarkka arvo b) kulman a likiarvo
0,001 rad tarkkuudella c) tan o tarkka arvo.

00.1.5. Piste P jakaa janan AB suhteessa 3:1. Maarita pisteen P koordinaatit, kun A = (3,0,-1) ja
B = (-5,4,11).

00.1.6. Ratkaise yhtéld cos x - cos (45° - 2x) =0

00.1.7. Jaa vektori ¢ = 5i - 6] vektorien a = 2i - 3j ja b =i - 2j suuntaisiin komponentteihin.
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00.1.8. Mitka valin [0,2x] kulmat toteuttavat yhtalon sin 2x = cos x?

00.1.9. Olkoot |a| = 3, |b| = 4 ja vektorit a ja a - 3b kohtisuorassa toisiaan vastaan. Laske vektorien aja b
valinen kulma.

00.1.10. Osoita oikeaksi kaava cos (X -y) - cos (X +y) =2sin X - siny

1.A(2,1,3) ja B(4,-5,7) a) |AB| =\[(4 - 2)° + (-5- 1) + (7 - 3)> =~[4 + 36 + 16 =56
b)Kix=%(2+4)=3,;,y=%1-5=-2;z=3+7)=5,;K=(3,-2,5

2.a)AB=-OA+0OB=-a+b b)OD=0C+CD=0C-AB=c-(b-a)=c-b+a

3.)a=21i-28/[[b=7i+x &5 =20 ;3= 28 x = -03

b)alb®a-b=0&21.7+(-28):x=0,;28x =147 ;4x =21 ;X = 5%

4. Piirrd suorakulmainen kolmio, jossa kulman vastainen kateetti on 1 ja hypotenuusa 3.
Olk. toinen kateetti = b. Pyth. = b? + 12=3%; b’ +1=9:b*=8:b=1/8 =2¢/2

22

a)cos o =- 32 (- koska kulma tylppd) b) laskimesta a. = 2,802 (rad) c) tan o. = - ﬁ

1-0A+3-0B 1(3i-kK)+3(5i+4j+11k) 3i-k-15i+12] +33k _-12i + 12] + 32K
5. 0P = = = =

1+3 4 4 4
=-3i+3j+8k;P=(-338)

6 cos X - cos (45° - 2xX) =0 ; cos X = cos (45° - 2x) ; x =45°-2x + n-360° tai x = -45° + 2x + n-360°
3x =45° + n-360° tai -x = - 45° + n-360° ; x = 15° + n-120° tai X =45° + n-360°

7.c=xa+yb;5i-6j=x(2i-3j)+y(i-2j);5i- 6] =2xi - 3xj + Vi - 2]

5=2x+y]|-2
{-6:_3)(_)/2'{, ;4=x;5=8+y,;y=-3 V:ic=4a-3b

8.sin2x=cos X ; 2sin X-cOS X =CcOS X || : cos X ; 2sinx =1 taicos x =0
sinx=%;sinx=sinn/6 < x=n/6taix=n-n/6 =51/6 ; cos X =0 X =% tai X = 1%~

9..ala-3b®a(a-3b)=0;a°-3ab=0;9-3ab=0;ab=3

ab _ 3 _1 _ o
alb] =34 =4 £@b)=755

cos (a,b) =

10. cos (X - y) - €OS (X +y) = €0S X-COS Yy + sin x:sin y - (COS X-COS Y - Sin X-Sin y)
= COS X-COS Y + Sin X:Sin y - COS X:COS Y + sin X-sin y = 2sin x:sin y

00.2.1. Olkoona=2i + 3j+ 4k jab =i-]j + 2k . Laske a) pistetulo a-b b) vektorin a + b pituus.
. 21 . . .
00.2.2. Olkoon sin x = 59 12 kulma x e J%mn,n[. Laske tarkat arvot lausekkeille cos x ja tan x.

00.2.3. Kolmiossa ABC piste P jakaa sivun AC suhteessa 3:1 ja piste R sivun BC samoin suhteessa 3:1.
Esita vektorien AB = u ja AC = v avulla vektorit a) CB b) AR c) PR.

00.2.4. Ratkaise yhtalo a) 2sin 2x =t , kun t = -1 b) Milla t:n arvoilla yhtaldlla 2sin 2x =t on ratkaisuja?
00.2.5. Laske vektorien aja c = a - b valinen kulma, kuna=3i-jjab =j + 4k.

00.2.6. Vektorin AB pituus on 15 ja se on vastakkaissuuntainen vektorille 6i - 8j. Laske piste A, kun piste B =
,7).

00.2.7. Mitk& ovat vektorin c = 3i - 4j koordinaatit kannassa (a,b), kuna=i+2jjab =2i-j?

(sin x + cos x)* - (sin x - cos x)°
cos® X

00.2.8. Sievenna lauseke

00.2.9. Osoita, etta vektorit AB || AC eli pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla, kun O on origo ja OC = 60B -
50A

00.2.10. Janan toinen péaétepiste on origo, ja toinen paatepiste (% , g) on yksikkdympyrén kehéalla. Janaa

kierretdén origon ympari positiiviseen suuntaan 30°. Mik& on nyt janan paatepiste?

l.a)a=2i+3j+4kjab=i-j+2k,jolloina:b=2:1+3:(-1)+4.2=2-3+8=7
bya+b=3i+2j+6k;|la+b/=/9+4+36 =~/49 =7
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2. Piirréd suorakulmainen kolmio, jonka kulman vastainen kateetti on 21 ja hypotenuusa 29.
Olkoon viereinen kateetti = b. Pyth = b® + 21% = 29% ; b® + 441 = 841 ; b* = 400 ; b = 20
Kulma tylppé = cos x = - 20/29 ja tan x = - 21/20

3.9)CB=CA+AB=-v+ub)AR=AC+CR=AC+¥%CB =V + ¥(u - v) = %au + %v
Cc) PR=PC + CR =YAC + ¥CB =Yav + Y4(u - v) = ¥av + Yau - Yav = Yau

4. a) sin 2x = -%; sin 2x = sin (-30°) ; 2x = -30° + n-360° tai 2x = 180° - (-30°) + n-360°
X =-15° + n-180° tai x = 105° + n-180°
b) 2 sin 2x =t ; sin 2x = %t ; Koska sinin arvot ovat valilla [-1,1] ; -1 <%t <1;-2<t<2

5.0lkoonc=a-b=3i-j-(+4k)=3i-j-j-4k=3i-2j-4k;a=3i-j
a-c 9+2+0 1 o= 49.8°
[allc] “\o+1\9+4+16 1029 ° ’

COos a =

6. |6i - 8j| =/36 + 64 =+/100 =10
AB = -15.(6i - 8))° = -15-(6i - 8j)/10 = - 9i + 12
OA=OB+BA=i+7j-(-9i +12j) =i +7j+9i-12j = 10i - 5 : A= (10,-5)

7.c=xa+yb;3i-4j=x(@i +2)) +y(2i-j);3i-4]=xi+2x + 2yi-Vyj
3=Xx+2y
{ S5=5x;x=-1;-4=-2-y;y=2 V:(-1,2)

4=2x-y|-2
(sm X + €0s X)° - (sin X - cos x)° sm X + 2Sin X-COS X + €C0S° X - (sin” X - 2sin X-C0S X + C0S” X) _
cos” X c0S2 X -
sin® X + 2sin X-COS X + €S X - Sin® X + 2Sin X-COS X - C0S> X 4sin X-Cos X _4sin X
cos” X =7 Cosx ~cosx _ Manx.

9.AB=-OA+0B =0B -0A
AC =-OA + OC =-0OA + 60B - 50A = 60B - 60A = 6(0OB - OA) = 6AB
Siis AC = 6AB = AC || AB, joten Kkaikki pisteet ovat samalla suoralla.

10. Piste (§ , é) on yksikkdympyran kehalla, joten se on eraan kulman o kehépiste.
5'5

L 4 . .
Talloin sin o = g jacosa= % Kysytty piste on kulman a + 30° kehépiste.
. . . 1 43[ +
y = sin (a + 30°) = sin a-cos 30° + cos a-sin 30° = 5 lzﬂ % 5 = fo 3
. . 3[ 41 4
X = cos (a + 30°) = cos a-cos 30° - sin a-sin 30° :% 23 "5 T 3 130

01.1.1. Maarita funktion f suurin ja pienin arvo, kun maarittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko ja
a) f(x) = sin 2x b) f(x) = 2 sin x.

01.1.2. Merkitdan suunnikkaan ABCD sivuvektoria AB = aja AD = b. Piste P jakaa sivun CD suhteessa 3:1
ja piste Q jakaa sivun CB suhteessa 1:2. limaise vektorit AP, AQ ja QP vektorien a ja b avulla.

01.1.3. Ratkaise yhtalot a) sin 2x = sin 30° b) cos 2x = cos (x - 30°)
01.1.4. Suunnikkaan ABCD karjet ovat A = (1,2), B = (3,-1) ja C = (6,3). Maarita karjen D koordinaatit.
01.1.5. Maarita kulman x sinin ja kosinin tarkat arvot, kun tan x = - 1% ja X € [r,27n].

01.1.6. Olkoot vektorit u ja v erisuuntaiset. Jaa vektori 4u - 14v vektorien u + v ja u - v suuntaisiin kom-
ponentteihin.

01.1.7. Osoita, etta sin (o + B) + sin (o - B) = 2sin a cos B. Laske tdman perusteella lauseke sin 50°cos 40°
toisessa esitysmuodossa.

01.1.8. Laske kolmion A(2,-1,3)B(-4,2,1)C(5,3,2) kulman B suuruus.
01.1.9. Ratkaise yhtalo cos’ x =1 + sin x.

01.1.10. Olkoot vektorit a ja b ovat yhta pitkét ja niiden valinen kulma on 60°. Milla vakion t arvolla vektorit u
=ta+bjav=a+tb ovata) vastakkaissuuntaiset b) kohtisuorassa?

1. a) Kun kulma saa kaikki arvoton -1 <sin2x<1;-1<f(x) <1
b)-1<sinx<1]]-2;-2<2sinx<2;-2<f(x)<2
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2. P jakaa sivun CD suhteessa 3:1 = CP =% CD jaPD =% CD
Q jakaa sivun CB suhteessa 1:2 = CQ =1/3CB jaQB =2/3 CB
AP=AD+DP=b+%a , AQ=AB+BQ=a+2/3b , QP=QC +CP =1/3b - %a

3. @) sin 2x = sin 30° < 2x = 30° + n-360°||:2 tai 2x = 150° + n-360°||:2

& X =15°+n-180° tai x = 75° + n-180°

b) cos 2x = cos (x - 30°) <> 2x = x - 30° + n-360° tai 2x = -x + 30° + n-360°

& x =-30° + n-360° tai 3x = 30° + n-360°||:3 & x =-30° + n-360° tai x = 10° + n-120°

4.0D=OA+AD=OA+BC=i+2]+(6-3)i +(3+1)j =i+ 2 +3i+4j=4i + 6] ; D = (4,6)

5. Piirretd&n suorakulmainen kolmio, jossa kulman vastainen kateetti = 3 ja viereinen = 2.
Hypotenuusa on talléin \/32 +2° = \13;x e [r,2n] jatan x < 0 = x e [1%n,2n]

N . 3 . 2
Tatensinx=-—— jacos X =+ —F—
\/13 \/13

6. U ja v erisuuntaiset, joten ne ovat kantavektoreita
4u - 14v =xX(U + V) +y(U-V)=XU+XV+Yyu-y=(X+yu+(X-YyV

4=x+ -1
{_14:X§’y||'| 1:-10=2x;x=-5;4=-5+y;y=9;4u-14v =-5(u + V) + 9(u - v)

7. sin (at+B)+sin (a-B) = sin a cos B+cos o sin B+sin o cos B-cos o sin f = 2 sin a. cos f
2sin 50°cos 40°=sin (50°+40°) + sin (50°-40°) = 1+sin 10° ; sin 50°cos 40° = % + ¥2sin 10°

8. BA = (2+4)i + (-1-2)j + (3-1)k = 6i - 3] + 2k, BC = (5+4)i + (3-2)j + (2-1)k = 9i +j + K
BA - BC 54-3+2 53 .
c0s P =1BA[[BC] T\36+9+481+1+1  7-/83 ~0831;p=~338

9.cos°x=1+sinx;1-sinx=1+sinx;-sin°x=sinx||:sinx;-sinx=1taisinx=0
sin X = -1 tai sin x = 0. Katsotaan yksikkdympyrasta, x = - 90° + n-360° tai x = n-180°

10. a ja b erisuuntaiset = a ja b ovat kantavektoreita, joille |a| = |b| = s ja Z(a,b) = 60°
1

{ . .
usta+b|lv=a+tb @7 =7 @t*=1;t=+1 Suhde <0, kunt=-1, jolloinu T v

uJ_v<:>u-v:0<:>(ta+b)-Sa+tb):0<i>ta2+t2a-b+a-b+tb2:0
& ts”+ (P +1)5-5:c05 60° +ts° =0 |:S° @ t+ (P + 1) % +t=0] - 2@ 2t +tP+1+2t=0> t°+4t+1=0

42+[16-4 _-4+\12 -4%2
26 = 2\/—: 2\/5:'2“/5

~t=

01.2.1. Puolisuunnikkaan ABCD sivut AB ja CD ovat yhdensuuntaiset seka AB = 2 - DC. limaise vektorien a
= AB jab = AD avulla lavistajavektorit AC ja BD.

01.2.2. Ratkaise yhtél6t a) sin 2x = sin 40°  b) 5cos 4x = 3
01.2.3. Maarita lausekkeiden sin x ja cos x arvo, kun x e [Y2r,n] ja tan x = -2\/5 .

01.2.4. Olkoon vektori a = 3i - 4] . Maarita a:n suuntainen yksikkovektori. Mihin pisteeseen tullaan, kun pis-
teestd A = (1,3) siirrytdan 6 yksikkoa vektorin a suuntaan?.

01.2.5. Ratkaise yhtald 2cos?x + 3sinx = 0, kun x e [0,2n].
01.2.6. Esita vektori 3i - 4j kantavektoriene =i -jjau =2i + 3] avulla

01.2.7. Maarita piste, joka jakaa janan A(1,2,3) B(4,-4,-3) sisapuolisesti suhteessa 1:2.

01.2.8. Osoita 1 + tan’ o = —=
cos® o

01.2.9. Laske vektorien a = 2i - 3j - 4k ja b = 3i - 2] + k valinen kulma.

01.2.10. M&arita reaaliluku x, siten, ettd vektorit a= x(i +2j) +4k sekd b =3i+ (5x+1)(j+2k) ovata)
yhdensuuntaisia, b) kohtisuorassa.

1.AB=2-DC;a=2-DC;DC=%a;AC=AB+DC=b+%a;BD=BA+AD=-a+b

2. a) sin 2x = sin 40° ; 2x = 40° + n-360° tai 2x = 180° - 40° + n-360° ; x =20° + n-180° tai x = 70° + n-180°
b) 5cos 4x = 3 ; cos 4x = 0,6 ; cos 4x = cos 53,1° ; 4x = +53,1° + n-360° ; x = + 13,3°+n-90°

3. Piirretédan suorakulmaiseen kolmioon kulman x vastaiseksi kateetiksi 2\/5 ja viereiseksi kateetiksi 1. Hy-
potenuusac2=(2\/§)2+12=8+1=9;c=3
Kulma x on toisessa neljdnneksessa. sin x = + 2\/5 :3jacosx=-1:3
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a 3i-4] 34 3-4 .
4.a°=7- = = = =0,6i-0,8
la| “\3+ (42 9+16 5 el

OX = OA + AX=0OA +6a° =i + 3] +6(0,6i - 0,8j) =i + 3j + 3,6i - 4,8] = 4,6i - 1,8 ; X = (4.,6; -1,8)

5.2c0s° X +3sinx=0;2(1-sin®x) +3sinx=0; 2 - 2sin°x + 3sinx =0

3+4/9+16 35
n =

2 (sinx =2 tai) sin x = -¥2
sin X = sin -30° ; x = - 30° + n-360° tai x = 210° + n-360°

2sinx - 3sinx-2=0;sinx=

6.3i-4j=xe+yu;3i-4j=x(-])+y2 +3j);3i-4j=xi-X +2yi + 3yj

3=x+2 S
{_4:_X+gy;-1:5y;y:-0,2;3:x-0,4;x:3,4 V:3i-4j=3,4e-0,2u

20A+10B  2(i+2j+3k)+(4i-4j-3k) 2i+4j+6k+4i-4j-3k _6i +3k
2+1 B 3 B 3 -3

7.0P = =2i+k;P=(201)

P 7 < 7 2 - 2

) sin®x cos°X  SinX  COS” X + sin® X 1
=1+ =1+ = + = =

8.VP=1+tan"x=1+7,7y =Cos?x T cos?x cos” X cos” X

= 0P

a-b_ 23+(3)(2)+(4)1 6+6-4_ _ 8

9.cosa= = = = ~ 66,6°
““lal Ib| \Ja+9+16\9+4+1 ~29\14 +29-14
10.a=xi +2xj+4k ; b =3i+ (5x + 1)j + (10x + 2)k
X _ 2X _ 4 2 _ 2 _
a)a||b<:>3—5x+1—10)(+2 & BX +x=6xJA 20X  +4x=20x + 4

16+ /256 + 320

& B5x*-5x=0JA20x*-16x-4=0 & 5x(x -1) =0 JA X = 20

+
@(szTAlle)JAx:% & (x=0TAIXx=1)JA(X=1TAIx=-0,2) ® x=1

b)aLb<:>a-b:O<:>x-3+2x(5x+1)+4(10x+2):0<i>3x+10x2+2x+40x+8:0

-45 £1/2025 - 320 _ -45 £/1705
20 B 20

© 10x° +45x +8=0 &

_\3

. . 1
02.1.1. Ratkaise seuraavat yhtalét. a) sin x > b) 2cos x =1 c) tan 2x= %

02.1.2. Olkoot a = 2i +j - tk ja b = 5i - j + tk. Mill& vakion t arvoilla vektorien a ja b vélinen kulma on suora.
02.1.3. Ratkaise yhtalo sin (x - 60°) = sin 2x.

02.1.4. Olkoon kolmion ABC sivuna AB = a ja AC = b. Piste D on sivun AB keskipiste ja piste E sivun BC
suhteessa 1:3. Maarita vektorien a ja b avulla vektorit a) CD b) AE c) ED.

02.1.5. M&arité sin 2x, kun tan x = -2 ja 90° < x < 180°.

02.1.6. Mihin pisteeseen tullaan, kun lahdetaan pisteesta (1,2,-3) ja siirrytaan 6 yksikkoa vektorin
s = 2i +j - 2k suuntaan?

02.1.7. Mitéa arvoja funktio f(x) = 2sin x + 3 saa, kun a) x € R b) x € [0, 77/6]

02.1.8. Suora s kulkee pisteiden A(-1, 0, 4) ja B( 2, 1, 5) kautta ja suora t pisteiden C(2, 3, 1) ja D(0, 0, 1)
kautta. Laske suorien s ja t valinen kulma.

02.1.9. Olkoot u = 2i + 3j jav =-i +4j . Jaa vektori a = -5i - 2] vektorien u ja v suuntaisiin komponentteihin.

2tan X

02.1.10. Osoita oikeaksi kaava tan 2x = 7 7 .

02.1.1.a)sinx = BZE ; Sin X = sin 60° ; x = 60° + n-360° tai x = 120° + n-360°
b) 2cos x =1 ; cos x =% ; cos X =c0s 60° ; x =+ 60° +n-360°

C) tan 2x= ﬁ ;tan 2x =tan 30° ; 2x = 30° + n-180° ; x = 15° + n-90°

2.a=2i+j-tk Lb=5i-j+tk.;a-b=0;25+1-(-1)-tt=0;9=t";t=+3

3. sin (x - 60°) = sin 2x ; X - 60° = 2x + n-360° tai x - 60° = 180° - 2x + n-360°
-X = 60° + n-360° tai 3x = 240° + n-360° ; x = -60° + n-360° tai x = 80° + n-120°
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4. CD=CA+AD=-b +%a; AE=AB +¥%BC =a + Y(-a + b) = ¥a + ¥b
ED = EA + AD = -%a - ¥b + Yea = -Yaa - Yib

5. Piirretd&n suorakulmainen kolmio, jonka terava kulma on x, vastainen kateetti 2 ja viereinen kateetti = 1.

Pythagoraan teoreemalla hypotenuusa = \/3 . Kulma x on Il neljanneksessa, missa sin X + ja cos X -

sin 2x:23inx-cosx:2-i -i:.é
V545 5

—— ——

6.0P = OA +6:5°= OA + 6> = (i +2j - 3K) + 622K _{ 5 gy 4 52112 2K
Is| 4+1+4 3

=i+2)-3k+4i+2j-4k=5i+4j-7k;P=(54,-7)

7.a) Kunx e Rsaasinxarvot-1<sinx<1|[-2;-2<2sinx<2|+3;1<2sinx+3<5
b) Kun x € [0,77/6], on kulman kehéapiste korkeimmillaan kun kulma on Y2r ja matalimmillaan kun kulma on
7n/6.sinYor=1ljasin7n/6=-%eli Y%<sinx<1]-2;-1<2-sihx<2]|+3;2<2-sihnx+3<5

8. Suoran s suuntavektoris =AB=(2+1)i+(1-0)j+(5-4)k =3i +j +k
ja suoran t suuntavektorit =CD =(0-2)i+(0-3)j+ (1 - 1)k =- 2i - 3]

St _3(Q+1()*+10__9 7506 =1388°
Isl-Itl ~ \o+1+1\a+9 +/11-13
Kun suorien valinen kulma on suurimmillaan 90° on kulma 180° - 138,8° = 41,2°

Cos a =

9.a=xu+yv;-5i-2j=x(2i+3j)+y(-i +4j)=2x-y)i +(3x + 4y)j

2x-y=-5]-4 _ o o o
{3x+4y:-2||-1 11x=-22;x=-2;-4-y=-5;y=1 V:a=-2u+1v

sin 2x _ 2sin x-cos X __ (2sin X-C0OS X): COS” X 2sin x:cos X 2tan x
10. tan 2x = = 7 v a— Z 7N, = —7 . 7o = y4
COS 2X ~ €0S” X - sin”“ X ~ (cos” X - sin” x):cos” X~ 1 -sin” x:cos” x ~ 1 -tan” x

02.2.1. Méaarita asteen tarkkuudella kaikki ratkaisut yhtaloille a) cos x = 0,52, b) sin x =0,89.

02.2.2. Olkoon suunnikkaan ABCD sivuina vektorit AB = a ja BC = b. Olkoon sivun CD keskipiste E ja piste F
jakaa sivun DA suhteessa 1:2. Muodosta vektoreiden a ja b avulla vektorit BE ja CF.

02.2.3. Olkoon f(x) = tan 4x - tan x a) Milla muuttujan x arvoilla f(x) on méaritelty? b) Ratkaise yhtald f(x) = 0.
02.2.4. Mika on loppupiste, kun pisteesta (3,2,1) kuljetaan 12 yksikkda vektorin a = 2i - 2j - k suuntaan?
02.2.5. Laske sin(x+y), kun sinx =% jacosy =- ¥, missd 90° < x < 180° ja 180° <y < 270°.

02.2.6. Onko piste A = (2, 8, 2) pisteiden B = (6, 6, 8) ja C = (14, 2, 20) maaraamalla suoralla?

02.2.7. Ratkaise yhtalo %sin 2x = tan x.

02.2.8. Olkoota=3i-12j+7k ,b=5i+sj+3k,c=2i+4j+k jad=i+2j+tk,s,te R. Laske b-cjaa-d,
kun tiedetaan etta vektorit a ja b ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa ja vektorit ¢ ja d ovat yhdensuuntaiset.

1
tan X ~ sin X - cos X

02.2.9. Todista oikeaksi kaava : tan x +

02.2.10. Olkoot u = 2i + 3j jav =-i + 4j . Jaa vektori a = - 5i - 2] vektorien u ja v suuntaisiin komponenttei-
hin. Kuinka suuri on komponenttien valinen kulma?

l.a)sinx= lzé; sin X = sin 60° ; x = 60° + n-360° tai x = 120° + n-360°
b) 2cos x =1 ; cos x =% ; cos X =cos 60° ; x =+ 60° + n-360°

) tan 2x= % ;tan 2x =tan 30° ; 2x = 30° + n-180° ; x = 15° + n-90°

2.a=2i+j-tk Lb=5i-j+tk.;a-b=0;25+1-(-1)-tt=0;9=t";t=+3

3. sin (x - 60°) = sin 2x ; X - 60° = 2x + n-360° tai x - 60° = 180° - 2x + n-360°
-X = 60° + n-360° tai 3x = 240° + n-360° ; x = -60° + n-360° tai x = 80° + n-120°

4. CD=CA+AD=-b+%a;AE=AB +¥BC=a+Y(-a+b)=%a+ b
ED = EA + AD = -%a - ¥b + Yea = -Yaa - Yib

5. Piirretéd&n suorakulmainen kolmio, jonka teréava kulma on x, vastainen kateetti 2 ja viereinen kateetti = 1.

Pythagoraan teoreemalla hypotenuusa = \/5_3 . Kulma x on Il neljanneksessa.

sin 2x:23inx-cosx:2-i .i:.ﬂ
V545 5




54 Pitkéd matematiikka. Kurssi 4. Trigonometria ja vektorit

— —

6.0P = OA +6-5° = OA + 6> = (i + 2] - 3k) + 622K _j, oj gk + 6.2 712K
Is| 4+1+4 3

Zi+2)-3k+4i+2j-4k=5i+4j-7k;P=(54,-7)

7.a) Kunx e Rsaasinxarvot-1<sinx<1|[-2;-2<2sinx<2|+3;1<2sinx+3<5
b) Kun x € [0,77/6], on kulman kehéapiste korkeimmillaan kun kulma on % ja matalimmillaan kun kulma on
7n/6.sinYor=1ljasin 7n/6=-%eli 2<sinx<1][-2;-1<2-sihnx<2||+3;2<2-sinx+3<5

8. Suoran s suuntavektoris = AB = (2 + 1)i + (1 - 0)] + (5 - 4)k = 3i +] + k ja suoran t suuntavektorit = CD =

: . C o st _3:(2)+1.(3)+1-0 -9
0-2)i+((0-3)j+(1-1)k=-2i-3j; = = = ~-0,7526 ; 0. = 138,8°
( )i+ ( )i+ ( ) I-9]; cosa Isl-ltl ~ \o+1+1\a+9 /1113 ¢

Kun suorien valinen kulma on suurimmillaan 90° on kulma 180° - 138,8° = 41,2°

9.a=xu+yv;-5i-2] =x(2i +3)) +y (-i +4j)=(2x-y)i+(3x + 4y)j

2x-y=-5|-4 99y - F-y= o=
{3X+4y:_2||.1 11X_-221X__2|_4_y__5;y—1 V:a=-2u + 1v

sin 2x _ 2sin x-cos X__ (2sin x-cos X): 0s” X _ _ 2sin x:cos x____2tan x
€OSs 2x ~ €0S° X - sin“ x ~ (cos” x - sin” x):cos” x ~ 1 - sin“ x:cos” x ~ 1 - tan” x

10. tan 2x =

02.3.1. Ratkaise yhtél6t a) sin 2x =% b) cos 3x = cos x
02.3.2. Olkoon kolmion ABC sivuina vektorit AB =aja AC = b. Sivua AB on jatkettu siten, ettd AD = 3AB.

Piste E on sivun AC keskipiste ja piste F jakaa sivun BC suhteessa 2:3. Maérita vektorien a ja b avulla vekto-
rita) DC b) BE c) DF.

L 2 .
02.3.3. Laske sin x ja cos x tarkat arvot, kun tan x = - 33)[ ja -90° <x<0°.

02.3.4. Laske kolmion ABC kulma B, kun A =(1,2,-3), B =(-3,1,-2) ja C = (2,3,1).
02.3.5. a) Missa funktio f(x) = tan 3x + tan x on maaritelty? b) Mita arvoja funktio f(x) = 12sin x + 13 saa?

02.3.6. Kolmion kahtena sivuna on vektorit a = 5i - 2j - 3k ja b = 3i + 2j - k. Osoita, etté kolmio on suorakul-
mainen.

02.3.7. Ratkaise yhtél® 3sin 2x — 4cos x = 0.

02.3.8. Olkoot vektorit a ja b erisuuntaiset. Jaa vektori 2a + 4b vektorien a + 3b ja a - b suuntaisiin kom-
ponentteihin.

02.3.9. Suunnikkaan ABCD kérjet ovat A(1, 0, 3), B(2, 1, -1) ja D(5, -1, 4).
a) Osoita, ettd nelikulmio on vinonelid. b) Mika on neljas karki C?

02.3.10. Todista kaava \/5 cos (X - m/4) = sin X + COS X.
Selvitd kaavan avulla funktion f(x) = sin x + cos x suurin ja pienin arvo.

1. a) sin 2x =% ; sin 2x = sin 30° ; 2x = 30° + n-360° tai 2x = 150° + n-360°

x =15° + n-180° tai x 75° + n-180°

b) cos 3x = cos x ; 3x =X + n-360° tai 3x = -x + n-360° ; 2x = n-360° tai 4x = n-360°
X =n-180° tai x -90° ; x = n-90°

2.a) DC=DA+AC=-3a+bb)BE=BA+AE=-a+%b c)DF=DB +2/5-BC
=-2a+ 2/5(BA + AC) = -2a + 2/5(-a+b) = -2a - 2/5a + 2/5b = 0,4b - 2,4a

3. Piirretdan suorakulmainen kolmio ja siihen kateetit \/E ja3.Hypotenuusac®’=2+9=11;c=+/11.

2 3
Kulma on neljannessa neljgnneksessa sin x = - . COSX=+—T—
\/11 \/11

4.BA=(1+3)i+(2-1)j+(-3+2)k=4i+j-k;BC=5i +2j+3k
cos p = BA-BC 20+2-3 19 B~ 4340
" IBA[-[BC| "+[16 + 1 + 1n/25+4+9 ~ [18\/38" " =

5,a)3xz¥rn+nnJAxzYrn+nn; Xzn/6+nn/3IJAX=n/2+nm
b)-1<sinx<1]]-112;-12<2sinx<12||+13:1<2sinx+13<25

6. Kolmassivuc =a+b = (5i - 2j - 3k) + (3i + 2 - k) = 8i - 4k , jolloin
a-b=15-4+3=14+0;a-c=40+12=52%0;b-c=24+4=28=0

tai kolmas sivu on ¢ =a-b =2i - 4j - 2k jolloin
a-c=10+8+6=24-0;b-c=6-8+2=0, joten b L c joten kolmio suorakulmainen
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7. 3sin 2x = 4cos X ; 3:2sin X cos X =4 cos X ||:6¢os X ; sin x = 2/3 tai cos x =0
sin X = sin 41,8° ; x = 41,8° + n-n360° tai 138,2° + n-360°
cos X =0 ; X =90° + n-180° (esim. yksikkbympyrasta)

8. a ja b erisuuntaisia , joten ne ovat tason kantavektoreita.
2a+4b =x(a+3b)+y(@a-b);2a+4b=(x+y)a+ (3x-y)b

+ =
{;X_);:a;4x:6;x:11/z,11/z+y:2;y:1/2 V: 2a + 4b = 1%(a + 3b) + %(a - b)

9.AB=(2-1)i +(1-0)j+(-1-3)k=i+]j-4k,|AB|=+1+1+16 =18
AD=(5-1)i+(-1-0)j+(4-3)k=4i-j+k;|JAD|=~/16 + 1+ 1 =18

Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat aina yhta pitkat. Edella olevan perusteella myds vierekkaiset sivut ovat
yhta pitkat. Joten kaikki sivut ovat yhté pitkét ja suunnikas on siis vinonelio.
OC=0D+DC=0OD+AB=5i-j+4k+i+j-4k=6i;C =(6,0,0)

10. VP = \/5 COoS (X - Yum) = \/5 (cos x - cos Y2r + sin X - sin Yan)

:\/E(cosx-l/z\ﬁ +sinx-1/z\/§):cosx 1%-2 + sin X -%2-2 = cos X + sin x = OP

Kosinifunktion arvot ovat valilla [-1,1]

-1<cos (X-Ym) <1 || \/5 \/5 sxﬁcos(x—l/m)sxﬁ;—\ﬁ SSinx+cosxs\/§; \/E £f(X)S\/§ .

Suurin arvo on \/2 ja pienin arvo on -2




