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MAZ2. Funktiot ja yhtalot 2.

1. Toisen asteen polynomifunktio

1.1. Kuvaajan piirtdminen

1. Yhtélbny = ax’ +bx +c kuvaajan piirtAminen
Tee lukuparitaulukko. Anna x:lle muutama arvo. Laske yhtalosta vastaavat y:t.
Merkitse lukuparit pisteina koordinaatistoon. Piirré kauniisti kaareutuva kuvaaja paraabelille.

1.1.1. Piirraa) y = x° b) y = 2x° ¢) y = 3x° d)g/zl/zx2 e)y=x/3f)y=-x" gz)y:-2x2 h)y =-3x°.
2. Piirraa)y:x2+1b)y:2x2+3c)y:3x -4d)y:5-x2e)y:3-2x.

3. Piirraa)y:xz-xb)y:x2—2xc)y:x2-3xd)%/:x2-4xe)y:6x-x2f)y:1/zx-x2.

4. Piirraa)y:x2-2x-1b)y:x2-2x+20)y:x -2x+3d)y:-x2+4x+le)y:-2x2-4x+1

1.2. Kuvaajaan liittyvat nimitykset

1. Paraabelin huippu
on paraabelin alin tai ylin piste

1.2.1 - 4. Mitk& ovat E1 - 4:n paraabelien huiput.

2. Paraabelin akseli
eli symmetria-akseli on huipun kautta kulkeva pystysuora suora.

5 - 8. Mitk& ovat paraabelien E1 - 4 paraabelien akselit

3. Huipun maaritys taulukkokirjaa kayttaen
Taulukkokirjan s. 41 on kaava huipun laskemiseksi. x = - %.
Kun x on saatu, y-koordinaatti saadaan helpoimmin sijoittamalla x paraabelin yhtal66n.

9. Laske paraabelin a) y = x“ - 6x + 5 b) y = 2x° - 4x + 5 ¢) y = -3x” + 12x - 10 huippu.

4. Huipun maaritys pystysuoraan siirrettyd, origon kautta kulkevaa paraabelia'y = ax? + bx hyvaksi kayttden
Katsotaan ne x:t, joissa paraabeli leikkaa x-akselin

Niiden puolivalissa (x:ien keskiarvo) on tdman ja alkuperaisen paraabelin y:ax2+bx+c huipun x-koordinaatti.
Huipun y-koordinaatti saadaan sitten sijoittamalla huipun x paraabelin yhtaloon.

5. Paraabelin/toisen asteen polynomin pienin/suurin arvo
on paraabelin huipun y-koordinaatti. Pienin arvo on silloin, kun paraabeli aukeaa ylospain.

10. Mika on funktion a) f(x) = x* - 2x + 3 b) f(x) = 2x° + x + 1 c) f(x) = 3x” - 4x pienin arvo?

1.3. Aukeamissuunta ja nollakohdat

1. Kertoimen a vaikutus paraabelin kuvaajaan
Jos a > 0, niin paraabeli aukeaa yléspain ja jos a < 0, niin paraabeli aukeaa alaspéin
Jos | a | on suuri, on paraabeli kapea ja jos | a | on pieni, on paraabeli levea

1.3.1. Mika on sen paraabelin yhtalo, joka on yhta kapea kuin y = 2x” + 3x, joka aukeaa alaspain ja jonka
huippu on origossa?

2. Kertoimen c vaikutus paraabelin kuvaajaan
c:n kasvaessa paraabeli nousee yldspain, paraabelin muoto sailyy ja huippu pysyy samalla pystysuoralla

2. Mika on sen paraabelin yhtal6, joka saadaan nostamalla jokaista paraabelin a) y = 2x” b) y = X - 3x + 4
pistettd ylospain 3 ruutua?

3. Paraabelin nollakohdat kuvaajasta
ovat kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti.

3. Mitka ovat paraabelina) y = x“ - 4x + 3b) y =-2x° + 3x - 1 ) y = x° - 2x + 1 d) y = X° + 2 nollakohdat?

4. Nollakohtien mahdolliset lukuméaarat
Nollakohtia voi olla 0, 1 tai 2 riippuen siitd, kohtaako paraabeli x-akselia lainkaan, sivuaako vai leikkaako.
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5. Paraabelin nollakohdat laskemalla.
Merkitse y = 0 ja ratkaise yhtalo.

2. Toisen asteen yhtalo ja epayhtalo

2.1. Peruskasitteita

1. Yleinen normaalimuoto
ax’+bx+c=0

2. Vaillinainen yhtélo
Kunb=0,onyhtald ax’+c=0 tai c=0,jolloinyhtald on ax®+bx=0

3. Ratkaisu
on se x:n arvo, joka tekee yhtalon todeksi. Ratkaisua nimitetaan joskus yhtalon juureksi.

4. Reaalisten ratkaisujen lukumaara
voi olla 0, 1 tai 2.

2.2. Toisen asteen yhtalon ratkaiseminen graafisesti

1. Yhtalén ax® + bx + ¢ = 0 ratkaisu graafisesti yhden kuvaajan avulla

Siirretédan yhtalon kaikki termit ensin vasemmalle puolelle yhtal64, jotta saadaan normaalimuotoinen yhtalé
Merkitaan y = ax” + bx + ¢

Piirretdan taman yhtalon kuvaaja.

Ratkaisuja ovat ne x:t, joissa paraabeli leikkaa x-akselin.

2.2.1. Ratkaise graafisesti yhtalé a) x“ - 3x - 4 b) 2x*-3x =5¢) 3,1x° - 4,2x +0,3=0

2. Yhtalon ax® + bx + ¢ = 0 ratkaisu graafisesti kahden kuvaajan avulla
Siirrd termeja niin, ettd yhtalod tulee muotoon ax’=bx +c

Piirrda molempien puolien kuvaajat y = ax’ jay=bx+c

Yhtalon ratkaisut ovat kuvaajien leikkauspisteiden x-koordinaatit.

2. Ratkaise graafisesti yhtdlo a) X" = 2x +3b) 2x° =7 -5xc) X" = 1,3x + 4,1

2.3. Kompleksiluvut.

1. Imaginaariyksikko i
Yhtalélle x* = -1 voidaan ajatella ratkaisu, joka on kuviteltu luku, imaginaariluku i.

Tateni? =-1tai\-1 =i

2. Nelidjuuri negatiivisesta luvusta

Va =\Ta =\ va =ha

2.3.1. Esita i:ta kayttaen a) \-4 b)\-16 c)+/-100 d)~/-2 e)+/-12

3. Kompleksiluvut
Kompleksiluku z =a + bi, missd a,b e R
a = Re(z) = kompleksiluvun reaaliosa ja b = Im(z) = kompleksiluvun imaginaariosa.

2. Mitka ovat kompleksiluvun reaali- ja imaginaariosat a) 2 + i b) 3 - 4i c) 5i d) -6?

4. Kompleksiluvun esitys reaalilukuparina
Kompleksiluku voidaan esittéda lukuparina (a,b) = a + bi. (Laskimissa tdma esitysmuoto)

3. Esité lukuparina kompleksiluku a) 3-6ib) 1 + 2ic) 7id) 5
4. Esita binomimuodossa kompleksiluku a) (2,3) b) (-4,5) c) (8,0) d) (0,-3)

5. Laskut kompleksiluvuilla
Yhteen-, vdhennys-, kertolaskut ja potenssiin korotus kuten polynomeilla, huomioidaan vain, etta i? = -1.

5. Laske a) (2 +3i)- (6-4i)b) (3-i)(2+i)c) (2+i)°c)(1-i)°
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2.4. Toisen asteen yhtalon ratkaiseminen algebrallisesti

1. Tulo = 0 yhtalon ratkaiseminen.
Merkitse jokainen tulon tekija = 0 ja ratkaise nain saadut yhtalot.

241 a) (x-1)(x+2)=0D) (2x- 3)(dx +5) = 0 C) (5 - X)(2x + 6)(3x -12)(5x + 100) = 0

2.ax’ +bx=0 yhtalon ratkaiseminen
Ota x yhteiseksi tekijaksi, saat yhtalén x(ax + b) =0
Merkitse kumpikin tulon tekija = 0 eli x = 0 tai ax + b = 0 ja ratkaistaan ndma, jolloin x = 0 tai X = - b/a.

2a)x—3x Ob)2x—5x 0c)x-2x —Od) -3x°-6x =0
3.a)x*-0,17x =0 b) 2,5x° + 3,2x = Oc)012x-0018x 0d)8,1x-2,4x*=0
4. a) ax® - 2bx = 0 b) \/2x% - \[10x = 0 ¢) 10°%* - 2x = 0 d) 2,4-10°%* - 4,2:10°x = 0

3.ax’+c=0 yhtalon ratkaiseminen
Selvita ensin x*:n lauseke (siirréa ¢ oikealle ja jaa a:lla) x? = -cla

Ota nelidjuuri molemmilta puolilta ja laita vakion eteen + merkki. x = [ - c/a

5a)xi-49 Ob)x°-5=0c)2x"-8= Od)x +9:0e)4x2-1:0f)8x2-1:o.
6a)12x -0,027 = Ob)\/ix \/_2 Oc)a -9p?=0
7.a) (X*-4)(2x-6) =0 b) (x*-9)(x*-8x) =0

4. Nelié = vakio eli [ f(x) ]2 = a yhtaldiden ratkaiseminen
Ota ensin neli6juuri molemmista puolista. Laita oikealle + merkki.

Ratkaise sitten x kummastakin yhtalosta f(x) = +faja f(x) = - \/a

8.a) (x-1)°=9b) (2x-3)°=25¢c) Bx - 4)" =x"d) (2x - 1)* = (x - 2)°

5. Ratkaisukaavan syntymisen idea
Sievennetaan yhtaloa niin, etta toiselle puolelle saadaan nelid, jossa x ja toiselle puolelle vakio.
Eli paastaan yhtaloon [f(x)] = vakio, joka ratkalstaan

9. Ratkaise taydentamalla oikea puoli nelioksi @) x“ - 2x =3 b) x“ - 4x =5¢) 2x° - 4x = 2,5

6. Ratkaisukaavan johtaminen
Katso kirja.

10. Johda yhtaloén x° + 2px + q = O ratkaisukaava.

7. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaava

-b+ llbf - 4ac

2 _ : —
ax“+bx+c=0, josta x= >a

11.a)x -6x+8= Ob)2x -bx+2= Oc)8x -2x-1= 0d)4x -4x-15=0€)2x"+7x-15=0
12.a)x—x 1= Ob)2x—3x 4= Oc)3x +2x 2= 0d)5x +7x+1 0
13.a)x—6x+9 Ob)x +10x+25 Oc)x +2x+5= Od25x-6x+2 0
14.a)x—33x+252 Ob)x—034x+00273 0c) 0,15x" - 0,435x + 0,0018 =0

5 7 7 1
15. a) x-6x+ —Ob)6 12x+ Oc)24 54Xt g =0
16.a)x-3\/§x+4 0 b) x? +\/§x 6= 0c)2x- 5x-5=0
17.a)x-3ax+2a-0b)2x +5ax 12a—Oc)x—(a+3)x+3a 0d)2x*-(2u+1)x+u=0
18. @) X* + 13x - 1440 = 0 b) 2x° + 25x - 3750 = 0 ¢) 35x° - 1227x + 70 =0

8. Il asteen yhtél6iden ratkaiseminen.
Sievennd yhtalé normaalimuotoon ja kayta ratkaisukaavaa. (Erikoistilanteita, jos yhtalo vaillinainen)

19.a) x(5 - x)—6b)x(2x21) (x+1)+3c)(x+2)—8x+1
+ -
20.:;1)5)‘22 3 2b) 3X22+1c) +1 =3+1d) (¢ +x+ 1)2= (2x + 1)?
21. Ratkaise a) (x -3)°=(x-3)’b) (x- 1)* + 4 0
22. Mik& arvo on a:lla, kun x = 1 on yhtalon X2 + (a 1)x + a’ = 0 ratkaisu. Mik& on toinen ratkaisu?
23. Osoita, etta kompleksnuku 3 -ion yhtalén x° - 6x + 10 0 ratkaisu.
24. Ratkalsea)|x -3|-1b)|x -6[2-xc)|2x|-x -
25. Missa pisteessa paraabell a)y=x"-3x-4b)y=2x"- 3x - 5 leikkaa x-akselin?
26. Laske yhtalon o+ (m-1)x- \/E = 0 ratkaisujen likiarvot 3 numeron tarkkuudella.
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9. Il asteen yhtalon ratkaiseminen laskimella TI-85
Laita yhtalo normaalimuotoon a,X° +a,X+a, =0 (laskimessa kertoimet ovata,,a, ja a,)

[2nd] [POLY]| [order = 2| ja sydta kertoimet @,,8, ja @,
F5 = SOLVE] , jolloin saat ratkaisut. Lukuparitulos (a,b) tarkoittaa kompleksilukua a + bi

2.5. Sovelluksia

1. Sanallisia tehtavig, joita ratkaistaan Il asteen yhtalon ratkaisukaavaa kayttaen

Lue tehtava ja piirra mahdollisesti kuvio auttamaan tehtadvan hahmottamista.

Merkitse jotakin (yleensa kysyttyd) suuretta x:lla.Tai x on jokin aputuntematon, jonka avulla 16ytyy ratkaisu.
Lausu muut esiintyvat ja tarvittavat suureet x:n ja annettujen lukujen avulla.

Tee jostakin tiedosta yhtélo ja ratkaise se.

Pohdi ratkaisun mielekkyytta ja anna vastaus.

. . 1
2.5.1. Luvun ja sen kaanteisluvun summa on 2—2 Mika on luku?

. Luvun ja sen nelion summa on 90. Mik& on kyseinen luku?

. Milla x:n arvolla a) f(x) = 0 b) f(x) =7¢c)f(x)=-5 d) f(x) = -9, kun f(x) = X2 - 6X?

. Milla x:n arvolla funktiot f(x) = 2x* + 3x ja g(x) = 3x* + 6x + 2 saavat yhta suuret arvot

. Milla x:n arvoilla lausekkeiden 3x - 2 ja 2x - 3 arvot ovat kédénteislukuja?

. Kahden perakkaisen kokonaisluvun nelididen summa on 10225. Mitk& ndma luvut ovat?

. Kahden perakkaisen parittoman luvun neliéiden summa on 202. Mitk&a ovat luvut?

. Kaksinumeroisen luonnollisen luvun eteen laitetaan numerot 5 ja 7, jolloin saatu luku on alkuperéisen
luvun nelié. Mik&a tdmé& luku on?

9. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 8 ja 9 plenemmat kuin hypotenuusa. Laske sivujen pituudet.

10. Kdyden pituus on 100 m. Silla aidataan 600 m? suorakulmion muotoinen alue. Miten pitkia ovat sivut?
11. Oppilaat ovat maalanneet koulun seindén 2 m x 5 m suuren graffitin. Heilla on viel& yksi spraypurkki,
josta riittd& maalia 3mZlle. Silla maalataan joka puolelle yhta suuret reunukset. Kuinka levea reunus on?
12. Matti aikoo ostaa viikkorahoillaan tietokonepelin, joka maksaa 360 mk. Han laski, ettd jos han saisi 12 mk
enemman viikossa, hén saisi pelin viikkoa aikaisemmin. Mik&a on Matin viikkorahan suuruus?

13. Murtoluvun osoittaja on 4 pienempi kuin nimittja. Kun osoittaja pienenee kolmella ja nimittdja suurenee
kolmella, saadaan murtoluku, joka on puolet alkuperéisesta. Mika on alkuperdinen murtoluku?

14. Seurueen bussimatkan hinta 3600 mk jaettiin tasan matkustajien kesken. Matkalta jai 4 pois, jolloin
jokainen lahtija joutui maksamaan 10 mk enemman. Montako matkustajaa lahti matkalle?

15. Missa lukujarjestelmasséa a) 6 x 7 =52 b) 4 x5 =147

16. Kivi pudotetaan kaivoon. Kivi putoaa t sekunnissa 4, 9t* metria ja @anen nopeus on 340 m/s. Kuinka syva
on kaivo, kun molskahdus kuuluu 5,2 s kiven irrottamisesta?

O~NO A WN

2. Funktion nollakohdan laskeminen
Nollakohdalla tarkoitetaan sita x:a4, jolla funktion arvoksi tulee nolla.
Merkitse funktion lauseke noIIaksi tekemalla yhtalb f(x) = 0, ja ratkaise sitten tdméa yhtalo.

17. Laske funktion a) f(x) = x° - 6x - 7 b) f(x) = 3x° - 5x - 2 nollakohdat.
18. Olkoon f(x) = x? - X + a. Ratkaise yhtalo f(2x) = f(x - 1).

3. Paloittain méaéritellyn funktion nollakohdan algebrallinen laskeminen
Merkitse jokainen lauseke = 0 ja ratkaise ne yhtalot
Katso, onko saatu x silla aIueeIIa missa ko. funktion lauseketta voi kayttaa.

-9, kunx<2 x2+x-6,kunx<1

Bx-3, kunx > 2 2 ) = {sz +3x- 14, kun x > 1 Nollakohdat,

19. Laske funktion a) f(x) = {

2.6. Diskriminantti ja toisen asteen yhtalon ratkaisujen lukumaara

1. T0|sen asteen yhtalon diskriminantti
D = b® - 4ac eli ratkalsukaavassa neI|01uuren alla oleva lauseke.

2.6.1. Laske yhtalon a) x° + 3x - 4 =0 b) 3x” - 4x + 5 = 0 ¢) 4x° - 12x + 9 = 0 diskriminantti.

2. Toisen asteen yhtalon ratkaisujen lukumaara diskriminantin avulla

Jos D > 0, on yhtalolla kaksi erisuurta reaalista ratkaisua.

Jos D =0, on yhtalolla yksi kaksinkertainen reaalinen ratkaisu.

Jos D < 0, ei yhtél6lla ole yhtéén reaalista ratkaisua (tosin on 2 kompleksilukua, jotka ovat liittolukuja)
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2. Montako ratkaisua on yhtalolla a) 2x*-3x-4=0 b) 0,25x*+x+1=0 c) 3 -4x+2=07

3. Osoita, etta funktio f(x) = 5x - X* ei saa arvoa \/40.
4. Osoita, ettd yhtalén x? - 2ax + 2ab - b® = 0 ratkaisut ovat aina reaaliset. Milla a:n ja b:n arvoilla yhtalolla on
kaksinkertainen ratkaisu?

3. Kirjainkertoimien ratkaiseminen, jotta yhtal6lla tietty maara ratkaisuja
Tehd&aan (epd)yhtdlo D > 0, D = 0 tai D < 0, riippuen siitd pitikd ratkaisuja olla 2, 1 vai 0, joka ratkaistaan.

5. Milla a:n arvoilla yhtalslla x° - 4x + a = 0 on a) kaksi b) yksi c) nolla reaalista ratkaisua?

6. M&aritd a, kun yhtalolla X2 + (a - 1)x + 9 =0 on yksi reaalinen ratkaisu? Mika tama ratkaisu on?

7. Milla vakion a arvoilla yhtalolla ax® + 2x + 3 = 0 on reaalinen ratkaisu?

8. Mik& on suurin a:n kokonaislukuarvo, jolla yhtalén x? - 7x + a = 0 ratkaisut ovat reaaliset?

9. Maarita a, kun yhtalolla ax® - (2a + 1)x + 2 = 0 on a) kaksinkertainen ratkaisu b) yksi reaalinen ratkaisu.

*2.7. Ratkaisujen summa ja tulo

*1. Ratkaisujen summa X, + X,

“a

*2. Ratkaisujen tulo X; - X,

S HIe)

2.7.1. Mik& on ratkaisujen summajatuloa) x° +3x-4=0b) 2x°-6x+3=0c)-3x"-2x+1=07?
2. Mika on yhtalon 6x°+x-4=0 ratkaisujen keskiarvo?

3. Osoita, ettd thtélbn 3x® - 8x + 3 = 0 ratkaisut ovat toistensa kaanteislukuja.

4. Yhtalolla ax” - 4ax + ¢ on kaksinkertainen ratkaisu. Mika se on?

5. Yhtalon 30x? + 7x - 1 = 0 toinen ratkaisu on 1/10. Mika on toinen ratkaisu?

*3. Toisen asteen yhtalon ratkaisujen tarkistaminen niiden summaa ja tuloa kayttaen
Kun olet ratkaissut yhtalon, laske ratkaisujen summa ja tulo.
Vertaa niitd - b/a : han ja c/a :han. Jos summa ja tulo tAsmaa, olet ratkaissut yhtalén oikein.

6. Ratkaise yhtalo a) X" - 5x + 6 =0 b) 2x“ - 7x + 6 = 0 ¢) 6x° + x - 2 = 0 ja tarkista

*4. Toisen asteen yhtalon muodostaminen, kun tunnetaan sen ratkaisujen summa ja tulo
b C

Teeyhtalot: ——=X+X, ja —=X"'X,
a a

Valitse a = 1 ja ratkaise tdman jalkeen eo. thtélijista bjac.
Laita yleisen normaalimuodon yhtaloon ax” + bx + ¢ = 0 a:n, b:n ja c:n paikalle saadut luvut.

7. M&arita jokin toisen asteen yhtald, jonka ratkaisut ovata) 3ja4 b)5ja: c) 6 ja 6 d) %2 ja 1/3.
8. Muodosta jokin toisen asteen yhtéld, jonka ratkaisut ovat a) kaksi kertaa niin suuret b) kaksi suuremmat
kuin yhtalon X - 5x - 6 = 0 ratkaisut.

*5. Toinen ratkaisu, kun toinen d + \/E- ja kertoimet rationaalisia
Talloin toinen ratkaisu on d - \/E

9. Maarita kokonaislukukertoiminen toisen asteen yhtald, jonka yksi ratkaisu on 2 + \/:_3

*6. X,:nja X,:n symmetrisen lausekkeen arvon laskeminen ilman etté ratkaisee yhtaloa
Sievennd lauseketta niin, etta siina esiintyy X, ja X, vain muodossa (X, +X,) ja (X, -X,)

Korvaa (X, +X,) ja (X -X,) yhtalosta saatavilla luvuilla - b/a ja c/a.
Laske ndin saadun lausekkeen arvo.

1 1
10. Madrita yhtaloa ratkaisematta lausekkeiden a) X, + X, b) X, X, ¢) 3%, +3X, d) —+— €) X +X,’
X
arvot, kun X, ja X, ovat yhtalon 2x* + 3x - 20 = 0 ratkaisut.

11. Laske lausekkeen 2" - 2° + (2)* arvo, kun r ja s ovat yhtalon x* - 10x + 3 = O ratkaisut.
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2.8. Toisen asteen polynomin jakaminen tekij6ihin

1. Polynomin ax’ +bx +c tekijat
= a(x - X1)(X - Xp)

2. Toisen asteen polynomin jakaminen tekijéihinsa
Ratkaise nollakohdat x; ja x, seké kayté eo. tekijdihinjakosaantbé

2.8.1. Jaa enS|mma|sen asteen tek|10|h|n a) x* - 5x 6 b) 3x° - 4x - 4 c) 3+2x- 5x
2. Jaa tekijoihin a) 2a’-9a-5 b) 3c’-7c- 10 C) X2 - 4ax 5a° d) 4a® + 4ab - 3b°

s . . -6x+8
3. Jaa osoittaja ja nimittaja tekijoihinsé ja supista m

3. Toisen asteen yhtalén muodostaminen, kun tunnetaan ratkaisut
Yksi yhtalé on (X - X{)(X - X2) =0

4. Muodosta jokin toisen asteen polynomi, jonka nollakohdat ovat a) 13 ja 11 b) 8 ja - 5 ¢) 2% ja 3%.
5. Muodosta toisen asteen polynomi P(x), jonka nollakohdat ovat 2 ja -3 ja P(3) = 12.

6. Muodosta jokin toisen asteen yhtald, jonka ratkaisut ovat 1 + \/5 jal- \/5

7. Muodosta Il asteen yhtalo, jonka ratkaisut ovat 1/3 ja -1/4 seké | asteen termin kerroin on 2.

4. Toisen asteen yhtalon ratkalsun toisen asteen polynomin nollakohdan, tekijan ja jaollisuuden yhteys
Luvut x; ja X, ovat yhtalon ax® + bx + ¢ = 0 ratkaisut

& X1 ja X, ovat polynomin P(x) = ax® + bx + c nollakohdat

& (X - Xy1) ja (X - X) ovat polynomin P(x) = ax’ + bx + ¢ tekijita

<& Polynomi P(x) = ax” + bx + ¢ on jaollinen | asteen polynomeilla (X - X;) ja (X - X)

8. Méaarita a, kun polynomin x° + ax - 6 tekijana on a) x - 1 b) x + 2 ¢) 2x - 1.
9. Maarité a, kun polynomi a ’x?-2x +aon jaollinen polynomilla x - 1.

2.9. Toisen asteen epayhtalon ratkaiseminen

1. Ratkaisutapa nollakohtia ja kuvaajaa kayttaen

Laita epayhtalé normaalimuotoon ax’ + bx + ¢ > 0 (tai < 0 tms.)

Ratkaise nollakohdat

Piirrd paraabeli. (Tarkista aukeamissuunta ja x-akselin leikkauspisteiden maara)
Anna vastaus.

2.9.1. a)x <4b)x >4c)x <- 4d)x > - 4e)x224
2a)x—3x<0b)2x +3x>Oc)5x +x<0

3. a)x -X-6>0bh)2x° +x<60)x +9<10x

4, a)x —4x+4>0b)x +9<6xc)x +2x+1<0d)x -8x+16=>0
5.a) (2x - 1) > 1 b) X(x - 1)>2(x - 1) ¢) 2X° + x < X* + 3x + 15

2.10. Probleemoja, jotka johtavat toisen asteen epayhtaléoon

1. Menettely
Kuten vastaavassa | asteen yhtaloissa ja epayhtaldissa seka Il asteen yhtaldiden kohdassa 2.5.1.

2.10.1. Milla x:n reaaliarvoilla on maarltelty \3-x- 2% ?

2. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = 2x - 3x + 2 saa pienempié arvoja kuin 4?
. Milla vakion a arvoilla yhtalén x* - 3ax + 2a = 0 ratkaisut ovat reaallset?
. Mik& on pienin positiivinen kokonaisluku, joka toteuttaa epayhtalon 4n® - 60n - 7431 >0
. Suorakulmion p||r| on 56 m ja ala vahintaan 160 m?. Miten suuri voi sivun pituus olla?

3
4

5

6. Olkoon f(x) = { ; 2X kunx > 1 Milla x:n arvoilla f(x) > 0
7

8

k

5x+2,kunx<1'
. Mill& a:n arvoilla funktion f(x) = x° + 6ax + a kaikki arvot ovat positiivisia?

. Rantaan tehd&aéan suorakulmion muotoinen aitaus, jonka kolmeen maalla olevaan sivuun voi kayttaa 50 m
oytta. Pitkdko voi kohtisuoraan rantaan meneva sivu olla, kun aitauksen ala on oltava vahintddn 300 m 22

3. Korkeamman asteen polynomifunktio

3.1. Polynomifunktion kuvaaja
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1. Kolmannen asteen polynomifunktion kuvaajan muoto
Kuvaajassa on kaksi mutkaa, yksi kaksinkertainen "mutka”, tai ei yhtdan mutkaa (eli monotoninen)

3.1.1. Piirra funktion a) f(x) = x° b) f(x) = x° - x ) f(x) = -x" d) f(x) = -x" + 4x kuvaaja

2. Kertoimen a vaikutus yhtalén y = ax® + .. kuvaajaan
Jos a > 0, menee kuvaaja vasemmalla darettéman alas ja oikealla darettéman ylés.
Jos a < 0, menee kuvaava vasemmalla darettdmén ylos ja oikealla aérettoman alas.

2. Millaisia arvoja on funktiolla f(x) = 2x° - 4x + 5, kun x on a) suuri b) pieni ?
3. Millaisia arvoja on funktiolla f(x) = -3x% + 4x* - 5, kun x on a) suuri b) pieni?

3. Neljannen asteen polynomifunktion kuvaajan muoto
Kuvaajassa on kolme mutkaa tai yksi varsinainen ja yksi kaksinkertainen tai yksi mutka.

4. Piirra funktion a) f(x) = x" b) f(x) = x" - 4x” ¢) f(x) = x" - 2x” kuvaaja

4. Kertoimen a vaikutus yhtalon y = ax’ + ... kuvaajaan
Jos a > 0, menee kuvaaja oikealla ja vasemmalla darettéman ylés.
Jos a < 0, menee kuvaaja oikealla ja vasemmalla darettbman alas.

5. Millaisia arvoja on funktiolla f(x) = 3x” + 5x - 6 kun X on a) suuri b) pieni?
6. Millaisia arvoja on funktiolla f(x) = -5x* + 10000x> - 200, kun x on a) suuri b) pieni?

4. Polynomien jaollisuus

4.1. Jakolaskualgoritmi

1. Polynomin jakaminen monomilla
Polynomin jokainen termi jaetaan talla monomilla.

A 3 Z
- - BX° +
4.1.1. Jaa a) 6X2X4X b) =X 2’)‘( 9

2 Jakoyhtélt') kun jako menee tasan

D(X) =Q(x) ® P(X)=D(x) - Q(x) ts. jaettava = jakaja - osamaara
3 7
2. Kirjoita jakoyhtélo jakolaskulle w

3. Jakoyhtéld, kun jako ei mene tasan

g&))- = QX)) jdd R(X) ©® P(X) =D(x) - Q(X) + R(X) ts. jaettava = jakaja - osamaara + jakojaannos.

3 2
- +
3. Kirjoita jakoyhtalé jakolaskulle 22 36?(’2 18x

*4. Polynomin jakaminen ensimmaista astetta olevalla polynomilla (x - a) synteettisesti
Merkitse vierekkain ensimmaisen asteen polynomin nollakohta (a) ja jaettavan polynomin kertoimet.
Jata yksi tyhja rivi tuloille.
Laita kolmannelle riville korkeimman asteen termin kertoimen alle sama kertoimena oleva luku
Laita toiselle riville toiseksi korkeimman asteen termin kertoimen alle tulo eo. kerroin - nollakohta (a).
Laske toisen sarakkeen luvut yhteen kolmannelle riville niiden lukujen alapuolelle.
Kerro talla luvulla nollakohta ja laita tulo toiselle riville seuraavalle sarakkeelle.
Laske kolmannen sarakkeen luvut yhteen niiden alapuolelle jne.
Osamaarapolynomln kertoimet saadaan alimmalta rivilta.
!:n kerroin on ensimmainen luku, toiseksi viimeinen luku on vakiotermi j ja viimeinen luku on jakojaannos.
Jos jakajan | asteen termin kerroin ei ollut 1, niin jaa osamaara viela talla kertoimella.

4. Jaa synteettlsestl a) (X°- 4x" + 7x - 4) : (x 1) b) (3x° - 11x° + 13x - 6) : (x - 2)
5. Jaa a) (2x + 9x +5x-10): (x+3) b) (2x +8x> - 5X° - 24X - 12): (x + 4)
6. Jaa a) (6x° - 2x° - 32x + 24) : (2x - 4) b) (8x® - 32x + 21) : (2x - 3)
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5. Polynomin jakaminen polynomilla jakokulmassa

Laita jaettava ja jakaja jakokulmaan muuttujakirjaimen alenevien potenssien jarjestyksessa

Jaa jaettavan korkein termi jakajan korkeimmalla termillda. Tulos on osamaarén ensimmainen termi.
Kerro talla termilla koko jakaja ja laita tulo jaettavan alle vastaavien termien alapuolelle.

Vaihda taman tulon kaikkien termien etumerkit ja laske allekkain olevat polynomit yhteen.

Jaa saadun summan korkein termi jakajan korkeimmalla termilla

Tama on osamaaran toinen termi.

Kerro, vaihda merkki, laske yhteen, jaa jne. Lopeta jako kun kirjaimia alkaa tulla nimittajaan.

7. Jaaa) (2x° - 3x° - 13x - 6) : (2x + 3) b) (2x" - 8x” + 9x° - 12x + 9) : (2x° + 3)
8.Jaa a) (6x" - 17x% + 25x° - 19x + 5) : (2x° - 3x + 1) b) (8x" + 8x* + 50) : (4x

9. Jaa a) (6x° - 5x° - 33x + 30) : (3x - 7) b) (10x® + 9x* - 120x - 210) : (2X + 5)
10. Jaa a) (x° - 4ax® - a’x + 4a%) : (x - a) b) (X - 7a’x + 6a°) : (x - 2a)

11. Mik& on jakojaénnos (x3 - 4%% + 5x + a) : (x - 3)? Milla a:n arvolla jakojaannds on nolla?

+ 8x + 10)

4.2. Polynomin jakaminen tekijoihin

1. Yhteinen tekija toiseksi tekijaksi ja toinen tekija jakamalla

Katso ensin, mik&a on termien suurin yhteinen numerotekija ja ota se yhteisen tekijan numero-osaksi.
Ota yht. tekijaan jokaista kirjainta, jota on kaikissa termeissa, kirjaimen pienimman eksponentin verran.
Toisen tekijan saat jakamalla alkuperainen polynomi talla yhteisella tekijalla.

4.2.1. Jaa tekijoihin a) 6x° - 8x b) 5x° - 10x c) 4a°b + 6ab” d) 6a°b - 21a°b’ e) 2x” - 4x° + 6x

2. Ryhmittely niin, etté sulkulauseketekija saadaan yhteiseksi tekijaksi

Jaa polynomi esimerkiksi kahden termin ryhmiin.

Ota néaisté yhteinen tekija.

Toivotaan, ettd sama sulkulauseke on tekijana kaikissa tuloissa.

Otetaan tama sulkulauseke yhteiseksi tekijaksi, toinen tekija sulkeisiin ottamalla tdméa sulkulauseke pois.

2. Jaa tekijoihin @) X° - 2x° + 3x - 6 b) 2x° - 6x° - 6x + 18 ¢) X° - 5X° - 3x” + 15

3. Polynomi muotoa neli6 - nelid
= (1. nelion kantaluku + 2. nelion kantaluku)(1. nelion kantaluku - 2. nelién kantaluku)
elia’-b’= (a + b)(a - b) eli nelididen kantalukujen summa kerrottuna kantalukujen erotuksella

3. Jaa tekijoihin @) x* - 49 b) 4x” - 25 c) 2x° - 50 d) 3x°- 12y” e) X" - 16a" f) x° - 256

4. Polynomi muotoa nelid + nelié + kantalukujen kaksinkertainen tulo
= (1. nelion kantaluku + 2. nelion kantaluku)®
elia® + b? + 2ab = (a + b)?

4. Jaa tekijoihin a) x* + 6x + 9 b) x° + 10x + 25 ¢) X° + 20x” + 100x d) 2ax” + 16 ax + 32a

5. Polynomi muotoa nelié + neli6 - kantalukujen kaksinkertainen tulo
= (1. nelion kantaluku - 2. nelién kantaluku)®
elia® + b?- 2ab = (a - b)?

5. Jaa tekijoihin @) x* - 2x + 1 b) x* - 4ax + 4a° c) 5x° - 40ax + 80a” d) x" - 8x” + 16

6. Polynomi on toisen asteen polynomi
Laske nollakohdat, jolloin tekijat: 1l asteen termin kerroin - (muuttuja - nk1) - (muuttuja - nk2)
eli ax® + bx + ¢ = a(x - X7)(X - X2)

6. Jaa tekijoihin a) X - 4x - 5 b) 2x” - 5x - 3¢) 3x° + x - 14 d) 5x” - 16x + 12 €) X - 5ax + 6a°

4.3. Polynomien jaollisuuden, tekijoiden ja nollakohtien yhteys

1. Jakojaénndslause, kun polynomi jaetaan ensimmaéisen asteen polynomilla
Kun polynomi P(x) jaetaan polynomilla (x - a) on jakojadnnoés P(a) eli polynomin arvo jakajan nk:ssa.

4.3.1. Laske jakojaannds, kun EJonnomi ng) = 3x" - 4x° - 5x + 6 jaetaan binomilla a) x - 1 b) x + 1 ¢) 2x - 1.
2. Mik& on jakojaannas, kun x™° + 2x*° - x'* + 1 jaetaan binomilla a) x* - 1 b) x* - x?
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2. Yhteys sanontojen "polynomin nollakohta”,
P(x):n nollakohta on x = a

& P@)=0

& (x - a) on P(x):n tekija

< P(x) on jaollinen (x - a):lla

& X = aon yhtaldn P(x) = 0 yksi ratkaisu.

tekija”, "jaollisuus” ja "yhtalon ratkaisu” valilla

3. Onko polynomi X - x + 6 jaollinen polynomilla a) x - 1 b) x + 2 ¢) x - 3?
. Osoita, etta x° x - 2x + 2 on jaollinen polynomillaa) x - 1 b) x + >/§

. Onko polynomi x> - 3x% - 4x + 12 jaollinen polynom|lla a)x-2b)x°-
.Onkoa)x+1b)x-1c)x- \/5 polynomin 3x® + x° - 6x - 2 tekija?

. Osoita, etta x + 2 on polynomln X + 32 tekija.

. Osoita, etta polynomin x* + 2x° + 2x% - 2x - 3 tekijana on x* - 1.

o~NO U1 b

3. Kirjainvakioiden arvon maarittamisia jaollisuus, tekija, nollakohta, ratkaisu-lausetta kayttaen
Jaollisuus tai tekija tiedosta saadaan yhtald P(a) = 0, josta kirjaimen arvo ratkaistaan.

9. Mik& on a, kun polynomi 2x° - x° 13x + a on jaollinen binomilla x - 3?

10. Mik& on a, kun polynomin x2-ax’+2x +a tekljana onx+2?

11. Maarita k:lle sellainen arvo, ettajakolasku (x + 2% + kx) : (x - 3) menee tasan.

12. Mika on ¢, kun Jakolaskun (x - x -X +¢): (X -2) jakojaannos on 3?

13. Maarita a ja b kun x*-ax®- bx’ +x - 6 on jaollinen trinomilla X +X-6 (joka=(x+3)(x-2))?
14. Polynomin x> - 2x? - 3x + a nollakohta on 2. Mitk& ovat polynomin tekijat?

4. Polynomin jakaminen tekijoihin tuntemalla sen nollakohdat
Tekijoitd ovat (x - nk):t ja korkeimman asteen termin kerroin

15. Mitka ovat polynomin x° - x* - 4x + 4 tekijat, kun sen yksi nollakohta on x = 1?

5. Polynomin muodostaminen, kun tunnetaan sen nollakohdat
Yksi sellainen polynomi on (X - X1)(X - Xz)...(X - X,)

16. Muodosta jokin IIl asteen polynomi, jonka nollakohdat ovat 1, 2 ja 3.
17. Muodosta kaikki Il asteen polynomit, jonka noIIakohdat ovatl, -2ja-3.
18. Maarita se 4. asteen polynomi, jolla on tekija X2+ 1 ja nollakohdat x = 1 ja x = -2.

6. Moninkertaiset nollakohdat
Polynomin tekijana on (x - a)" <> x = a on polynomin n-kertainen nollakohta

19. Anna jokin Il asteen polynomi, Jonka 2-kertainen nollakohta on 2 ja yksinkertainen nollakohta on 1.
20. Osoita, ettd x = 1 on polynomin x> - x - X + 1 kaksinkertainen nollakohta.

21. Milla vakion a arvoilla polynomllla (x - l)(ax 2) on kaksinkertainen nollakohta?

22. Milla vakion a arvoilla polgnoml x> + 4x% + ax voidaan jakaa 1. Asteen tekijoihin?

23. Osoita, etta polynomllla 3x% + 3x - 1 on kolminkertainen nollakohta.

24. Polynomilla x* + 4x3 + 2x% - 8x - 8 on 2-kertainen nollakohta x = -2. Jaa polynomi tekijéihin.

5. Korkeamman asteen yhtalot ja epayhtéalot

5.1. Tulon nollasdantdéon perustuva ratkaisu

1. Tulo = 0 yhtalot
Merkitse kaikki tulon tekijat = 0 ja ratkaise nain saadut yhtalot

5.1.1.a) (X- 2)(X°-9) =0 b) (x" - 3x - 4)(2x" - 3x + 1) =0 ¢) (X° + 5x + 6)(3X° - 2x - 4) = 0.

2. Tulo = 0 yhtal6 huomaamalla yhteinen tekija

Siirretaéan kaikki termit vasemmalle puolelle.

Kun huomataan yhteinen tekija, jaetaan vasen puoli tekijoihinsa.
Ratkaistaan néin saatu tulo = 0 yhtalé6 merkitsemalla kaikki tekijat = 0

2.2)X -2X-3x=0b) X" -6X +5x°=0¢C) X" +x(x-2)=0d) (x-2)x"-9(x-2) =0

3. Tulo = 0 yht&l6 sopivalla ryhmittelylla

Siirretaéan kaikki termit vasemmalle puolelle yhtalda.

Kun termit jaetaan kahden ryhmiin ja otetaan niista yhteinen tekija, saadaan sama sulkulauseke yhteiseksi
tekijéksi ja toinen tekija saadaan jakamalla.

Ratkaistaan nédin saatu tulo = 0 yhtald.




10 Pitkd matematiikka. Kurssi 2. Funktiot ja yhtal6t 2.

3.a)x3-3x+x-3=0hb)x*-3x°-4x+12=0¢c) x> +3x*-x-3=0

4. Yhtalon molemmilla puolilla yhteinen tekija.

Jaa yhtalén molemmat puolet tekijoihin.

Huomataan, ettd molemmilla puolilla on tekijan&d sama sulkulauseke.

Jaa yhtalén molemmat puolet talla yhteisella tekijalla.

Tee kaksi yhtaloa 1° jakamalla saatu ja 2° yhteinen tekija = 0. (Kaavana:ab=ac & b=cTAla=0)
Ratkaise nama yhtalét.

4.8)(x+2)°=4x+2)b) (x +2)°2x+1)=2x+1c)x*-2x"=3x-6

5.2. Epayhtalon ratkaisu tulon merkkisdadnnon avulla

1. Tulo > 0 epayhtéldn ratkaiseminen taulukoimalla tekijéiden merkit

Merkitse kaikki tekijat = O ja ratkaise ne.

Piirra kaikkien tekijoiden kuvaajat ( muoto ja x-akselin leikkauspisteet ), josta ndet merkit

Tee lukusuorataulukko, johon merkitse ensimmaiselle riville 1. tekijan merkit, toiselle 2. tekijan jne.
Paattele alimmalla rivilla mik& on kullakin valilla tulon merkki.

Anna vastaukseksi ne vilit, joilla tulo on positiivinen (jos tulo > 0)

5.2.1.a) (X" - X)(x +1) >0 b) (4 - 3x)(x" +2x +3) <0 c) (2 - X)(X - 3x - 4) > 0 d) (X + 4x)(x" - 5x) > 0

5.3. Epayhtalon ratkaisu nollakohtien ja kuvaajan avulla

1. Polynomi > 0 epayhtalon ratkaiseminen kayttden hyvaksi polynomifunktion kuvaajaa ja nollakohtia
Sievenna yhtalo niin, etta kaikki termit ovat vasemmalla puolella, ja oikealla puolella on O.

Merkitse > merkin tilalle = merkki ja ratkaise saatu yhtalo

Hahmottele vasemman puolen méaaritteleman polynomifunktion kulku ( muoto ja nollakohdat)

Anna vastaukseksi ne véli, joilla funktion kuvaaja on x-akselin ylapuolella ( jos ey:ssé& > merkki )

531.a) 3 <2’ +xb) x*-6x° +7x>0¢) X' -5x° +4x° <0 d) X° + X* <X + 1 €) X° - 4%X° > 4x - 16

5.4. Lisamenetelmia korkeamman asteen yhtal6éiden ratkaisuun.

1. Yksi ratkaisu annettu tai huomataan helposti. Siitd saadaan yksi tekija
Jos huomattu tai annettu ratkaisu on x = a, on tekijana (x - a)

Siirra kaikki termit vasemmalle puolelle.

Jakamalla vasen puoli yhteiselld tekijalla saat toisen tekijan.

Nain saat yhtalon tulo = O joka ratkaistaan.

5.4.1. Ratkalse yhtalo x° + x° - 7x - 3 = 0, kun sen yksi ratkaisu on -3.
2. Yhtalén 3x 5x*-4x +a=0 yksi ratkaisu on x = 2. Maarita a ja muut ratkaisut.

3. Yhtalolla x* - 4x® - 2x% + 12x - 3 = 0 on ratkaisuina x = + \/:_3 Mitk& ovat muut ratkaisut?

2. Yksi ratkaisu I6ytyy kokonaislukuehdokkaiden joukosta
LAUSE: Jos yhtallla x" + ... + ¢ = 0 (, missa kertoimet ovat kokonaislukuja ja korkeimman asteen termin
kerroin on 1,) on kokonaislukuratkaisu, niin témé ratkaisu on luvun ¢ tekijé

4. Mitka kokonalsluvut voivat olla yhtalon a) x +2X°+3x-6= 0 b) x - 7x° - 6x + 12 = 0 ratkaisuja?
5. Ratkaise a) x> - 4x* + 3x + 2 = 0 b) x* - 7x° +11x+3 0c)x*-7x*+ 7x + 15 < 0.
6. Milla vakion a kokonaislukuarvoilla yhtalolla x> + ax - 3 = 0 on kokonaislukuratkaisu?

3. Yksi ratkaisu I6ytyy rationaalisten ehdokkaiden joukosta.
LAUSE: Jos yhtalolla a,x" + ... + a;x + ao = 0 (, missa kertoimet a, ovat kokonaislukuja,) on rationaalinen
ratkaisu, niin sen osoittaja on luvun a, tekija ja nimittéjé luvun a, tekija

7. Mitka rationaaliluvut v0|vat olla yhtalén a) 2x° - 3x“ - 4x +5=0b) 3x° - x - 2 0 ratkaisuja?

8. Ratkalseyhtaloa)Zx -x -6x+3=0Db) 15x% - 5% - 3x + 1 = 0c)2x +Xx°-4x-2=0.

9. Osoita, etta yhtalolla 2x> + 7x-2=0 el ole rationaalista ratkaisua.

10. Maarita vakio a siten, etta yhtalolla x> -8= a(x-2)on kaksmkertalnen ratkaisu.

11. Osoita, etta jos a on yhtalon x® - 3x - 1 = 0 ratkaisu, niin 2 - a* on saman yhtalon ratkaisu.

12. Suorakulma|sen sarmitn samasta karjesta lahtevien sarmien pituuksien suhde on 2:3:4. Sarmion tilavuus
on 2 m® suurempi kuin sen kuution tilavuus, jonka sarmina on sarmion pienin sarmé. Laske sarmat.

13. Saanndllisen nehswwsen pyramidin korkeus on 1 dm suurempi kuin pohjasarma. Laske pohjasarma, kun
pyramidin tilavuus on 12 dm?®.

14. Kokonaislukukertoimisella yhtalélla 4x® + ax + 1 = 0 on aito murtoluku ratkaisuna. Maarita a:n arvo.
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4. Yhtalon ratkaiseminen graafisesti
Laita yhtalé muotoon VP = 0. Piirrd kuvaaja : y = VP, ja katso x-akselin leikkauspisteet.

15. Ratkaise graafisestia) x°-2x-1=0b) x"=x +3

5. Korkeamman asteen yhtélon ratkaiseminen laskimella TI-85
Laita yhtalé normaalimuotoon a3x3 + 6\2X2 +8,X+a, =0 (laskimessa kertoimet ovat a;, a,, &, jaa,)

[2nd] [POLY]| [order = 3] ja sy6ta kertoimet &, a,, &, jaa,
F5 = SOLVE] , jolloin saat ratkaisut. Lukuparitulos (a,b) tarkoittaa kompleksilukua a + bi

5.5. Toisen asteen yhtaloon sijoituksella palautuvat yhtalot ja epayhtalot

1. Yhtaléssa esiintyy vain parillisia potensseja

Esita kaikki parilliset potenssit kayttaen lauseketta X2 Taligin esim. x* = (x%)?, x® = (x*3jne.
Merkitse x* = =y, joka on aputuntematon, ja korvaa kaikki X2 ty:lla.

Ratkaise nain saadusta yhtalosta y.

Merkitse naihin ratkaisuihin y n palkalle takaisin x> ja ratkaise x.

5.5.1. a)x 5x +4= Ob)x—le +9= Oc)2x-9x +4 0d)x"+6x°-40=0
2.8) X" +4x°-32x=0b) 4x®+11x* -3x*=0¢c) x*-9x* +8 =0

2. Epayhtaldssa esiintyy vain parillisia potenssega

Muokkaa epayhtalta kayttden joka kohdassa x termia, korvaa x° y:lld ja ratkaise y-epayhtalo.
Muodosta y-ratkaisu ja korvaa siina y takaisin x%lla.

Ratkaise nain saatu x-epayhtalo.

3.a)x -5x"+4<0b)x"-5x"-6<0c)x"-17x"+16>0

3. Esiintyy tismalleen samanlaisia x:n lausekkeita

Merkitse tata lauseketta y:lla ja korvaa silla lauseke joka kohdassa.
Ratkaise nain saatu y-yhtalo.

Korvaa ratkaisussa y takaisin talla lausekkeella.

Ratkaise x néin saadu(i)sta yhtal6(i)sta

4.2)(x°-1)°-11(xX°-1)+24=0b) (X°-X)°-8(X° -X) +12=0

4: Huomataan x:t esiintyvat potenssissa.
Muodosta potenssi huomaamalla nelid, Pascalin kolmion kertoimet tms. Ratkaise kantaluku, josta sitten x.

5a)x +6x+9= 1b) x°+3x° +3x+1= 27c)x -3¢ +3x—=3=0d)X°-9x° +27x-28=0
€)X -3 +6x*-4x-15=0f) x"-8x>+24x*-32x +12=0

6. Murtofunktio

6.1. Murtofunktio, arvo, maarittelyjoukko, nollakohdat.

1. Murtofunktion arvon laskeminen
Sijoitetaan muuttujan arvo ko. muuttujakirjaimen paikalle ja lasketaan lausekkeen arvo.

6.1.1. Laske a) f(1) b) f(-2) c) f(3) , kun f(x) = ZXX__23

2. Murtofunktion maarittelyjoukko
Maarittelyjoukkoon kuuluvat kaikki ne muuttujan arvot, joilla nimittaja = 0.

2. Mika on funktion marittelyjoukko, kun @) f(x) = 3 b) f(x) = %__—i ¢) f(x) = 52%‘( + X3X9

3. Murtofunktion nollakohdat
ovat ne muuttujan arvot, joilla osoittaja = 0 ( ja nimittéjé # 0)

-3x-4
5x -6 ?

2
3. Mitk& ovat funktion nollakohdat, kun a) f(x) = —2—b) f(x )- % - 5 c) f(x) =

6.2. Murtolausekkeiden peruslaskutoimitukset ja sieventaminen
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1. Supistaminen
on sitd, etta osoittaja ja nimittaja jaetaan samalla luvulla tai lausekkeella.
Jaa osoittaja ja nimittdja ensin tekijbihinsa ja supista sitten kummankin yhteisella tekijalla.

. 30Xy (X +X XX (X -1 4" +6x 2X-X°  X-X
6.2.1. Supista a) 36x°y° b) c) %+ 2 d) % e) f) 4 - 2% g) 1
4x+4 X2 +2x+1 25 4x° x> - 16X (2x-y)(x+3)
2. Supista a) 7 2 b) 3x +3 925 +o0x+ DY X7 +8x + 16 )2 -y - 2%
+X-6 -2x-8 3x° 6X°+ X -2
3S“p'3taa)x T2 8D ~3x-10 ©) 3% +8x+4d)6x-5x 6
X°+X+a -3x + . .
4. Milla a:n arvolla lauseke a) x-D(x- 2) b) 1 3x-4 v0|daan supistaa?
2x +1, X -6x°+9x
5. Laske lausekkeen a) NG b) 5xZ - 15x  &IVO, kun x = %.

2. Laventaminen
on sitd, etta osoittaja ja nimittaja kerrotaan samalla luvulla tai lausekkeella

6. Lavenna lauseke a) b) c) —3 niin , etta nimittgja on 2x% + 4x

x+2

3. Laventaminen samannimisiksi
Jaa kaikki nimittajat tekijoihinsa.
Lavenna kaikkia murtolausekkeita niin, etta jokaisen nimittajaksi tulee nimittajien (pienin) yhteinen jaettava.

X 2 3

7. Lavenna samannimisiksi a)X]a b) 1]8. c) lja v, 1d) x“”-x’x‘-lja Z+x

4. Murtolausekkeiden kertominen
Kuten murtolukuja, eli osoittajat kerrotaan keskenaan ja nimittajat kerrotaan keskenaan.
Kannattaa ennen kertomista jakaa osoittajat ja nimittajat tekijoihinsa jotta olisi heti helppo supistaa.

3x° 16y X x-1 x°-x 3x-6 . ab-b° 2a°+ab . 4x X -8x+16
8. 101 x %2 x D2 b-a Vx-4 8x°

5. Murtolausekkeiden jakaminen
Kuten murtolukuja, eli kerro jaettava jakajan kaanteisluvulla.
Jaa tassakin tapauksessa osoittajat ja nimittajat tekijoihinsa, kerro jakajan kaanteisluvulla ja supista.

a’ 6a’b  3ab | xy - X XY+ X X2 + X z

a . X+
9.9) 20 P Z b 2.0 Y DT kD e) T

X
x+1

6. Yhteen- ja vahennyslaskut

Jaa nimittajat tekijoihinsa

Tee murtolausekkeet samannimisiksi laventamalla sellaisella nimittdjassa olevalla tekijalla joka puuttuu ko.
nimittajasta

Summassa tulee nimittajaksi yhteinen nimittdja ja osoittajaksi osoittajien summa.

X 1-Xx Xx+2 . 3-4Xx 6-9x  x-1 x-3
10. a)5"_b)2x 3x) 3 6 D5 10 O 3
X+1 x+4 2 X a 2a a+3 a+1 _4x+1 x+4.2x°-7 3-x°

1183 ox-49% 2 x%-29a-1 a%-1Da? 1 - ae) x-1 +1 x D %2 "2-x
a+b 4b 3a-2 a 1 1
12.8) 5o -7 D) e 5150 @ 3) ey d) (- —2) (a+2+3 3

7. Mutkikkaamman lausekkeen arvon laskeminen tietyilla muuttujakirjaimien arvoilla
Sievenna lauseke ensin yksinkertaisimpaan muotoonsa suorittamalla laskut ja supistamiset.
Sijoita muuttujakirjaimen arvot vasta sievennettyyn lausekkeeseen.

X+2 b5x+1
13. Laske Iausekkeen -1 xZ.1 amo, kun x = - 3
b ,\.(a_by. Cpiaho 2
14. Sievenna lauseke (b a 2) : (b - a) ja laske sen arvo, kuna=1%jab = 3

6.3. Murtofunktion kuvaaja, asymptootit

| 1. Pystysuora asymptootti
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on suora, jota kayra lahestyessaan menee + « : een tai - «o : een eli darettoman korkealle tai matalalle.
Pystysuora asymptootti on sen x:n arvon kohdalla, jolla nimittaja tulee = 0 eli yhtaldé x = nim:n nk (# OS:n nk)

6.3.1. Mitka ovat funktioiden a) f(x) = 2 b) f(x) = —2+— pystysuorat asymptootit?

2. Aukkokohta murtofunktion kuvaajassa
syntyy kuvaajaan sellaiseen kohtaan, jossa funktiolla ei ole arvoa (nim = 0) ja ei ole asymptoottia.

2. Milla kohdalla funktiolla f(x) = i(z—])'( on aukko ja mik& on pystysuora asymptootti?

6.4. Murtoyhtalo ja murtoepayhtalo

1. Maérittelyjoukon huomioonottaminen.

Murtoyhtalét eivat ole jarkevia, jos siina esiintyvilla lausekkeilla ei ole arvoa.
Taten ne x:t, joilla nimitt&ja = 0 , eivét voi olla yhtalon ratkaisuja.
Maarittelyjoukko on niiden x:ien joukko, joilla nim = 0.

6.4.L. Mika on yhtalon a) 2 7= X)'(Z b) Xf’f(l = x?z maarittelyjoukko?

2. Murtoyhtalon ratkaisumenetelma

on kutakuinkin sama kuin ensimmaisen asteen yhtalgita ratkaistaessa el
Selvita yhtalon maarittelyjoukko (nim = 0)

Poista nimittajat kertomalla yhtalon molemmat puolet nimitt&jien pyj:ll&.
Sievenna yhtalé normaalimuotoon.

Ratkaise tama yhtald.

Tarkista kuuluuko saadut x:t maarittelyjoukkoon.

A
X 1 1 6-4x _ 2
+3= b)x X-1_%° XC)X+X-1_X-1

2. a)X

3. Murtoepayhtalén ratkaiseminen algebrallisesti
Sievenna epayhtéld ensin muotoon NV 0 eli vasemmalla puolella yksi murtolauseke ja oikealla 0.

Taté varten on siirrettava termit vasemmalle puolella, lavennettava samannimisiksi ja laskettava yhteen.
Laske osoittajan ja nimittdjan nollakohdat.

Piirrd osoittajan ja nimittdjan kuvaajat, jotta saat niiden merkit.

Tee lukusuorataulukko.

Laita sen ylimmalle riville osoittajan merkit, seuraavalle nimittajan merkit.

Paattele naista ja laita alimmalle riville murtolausekkeen merkit (+/+=+,+/-=-jne)

Pohdi kuuluuko rajat mukaan. Nimittajan nollakohdat ei koskaan. Osoittajan kylla, jos EY > 0 tms.

Anna vastaus

-75 3x-4

3a) <Ob) z >OC) 2X+6 <Od)W>O
4a)—>xb)—<x 2c)§X2)1(>2

-25 ox° +1 3 1 xA-7
Sa)3x 15 = 20b) <6C)x+1'x 1<x -1

. . . : e X -XHC
6. Mit&a arvoja c voi saada, jos epayhtalo Zax+c” 0 toteutuu kaikilla x:n reaalilukuarvoilla?

4. Epayhtalon ratkaiseminen kuvaajaa avuksi kayttaen

Sievenna epayhtalé muotoon LAUSEKE > 0.

Laske epayhtélon nollakohdat (lauseke = 0) ja méarittelemattémyyskohdat (nim = 0)

Laske kaikilla naiden x:n arvojen jakamilla alueilla lausekkeen arvo kayttéaen jotakin alueen x:aa.
Jos arvo > 0, on kuvaaja télla alueella x-akselin ylapuolella.

Hahmota lausekefunktion kuvaaja naiden tietojen avulla. (Kuvaajan saa toki graafisella laskimella)
Anna vastaus piirretyn kuvaajan perusteella.

2
7. Mé&aritd funktion f(x) = XX éx nollakohdat ja méaarittelyjoukko, hahmota kuvaaja ja paéttele sen perusteella

milla x:n arvoilla funktio saa negatiivisia arvoja.
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7. Yleinen juuri- ja potenssifunktio

7.1. Yleinen juuri

1. Yhtéalon y = x" (n pariton) kuvaaja
on koko ajan kasvava, kulkee origon kautta, kulkee origossa hetken vaakasuoraan.

7.1.1. Piirra funktioiden a) f(x) = x b) f(x) = x ¢) f(x) = x> kuvaajat

2. Yhtalon x" = a ratkaisu graafisesti
Piirra kayra y = x" ja suora y = a. Ratkaisu on leikkauspisteen x-koordinaatti.

2. Ratkaise graafisesti yhtald a) x° = 3 b) x° = -2 ¢) x° = 5.

3. % maaéritelmé , kun n on pariton
on yhtélén x" = a ratkaisu.

4. Yhtélon x" = a ratkaisu algebrallisesti, kun n on pariton

onx=1[a

3. Ratkaise a) X’ =8b)x°=7¢c)x°=-1d)x°=-27e) x =6 f) x" = 8.

5. Q/a laskeminen miettimall&, kun n on pariton
Mieti mik& luku korotettuna potenssiin n antaa tulokseksi luvun a.

4. Madrita a) \[8 b) 727 ¢) N/~ 125 d) \[32 e) N-3125 f) /128

n . . .
6. \/5 laskeminen laskimella, kun n on pariton.

Canon F-800P: [a] (=] >
TI1-85: [n] [CATALOG] ( tai [MATH] [MISC] ) [a]

3
5. Laske likiarvo a) 3[4 b) N2 c) 77 d) /7 e) (23/4 + 5) : 648

7. Funktion f(x) = Q/?( maarittelyjoukko, kun n on pariton
on koko R

8. Funktion f(x) = Q/?( kuvaaja, kun n on pariton
on koko ajan kasvava, kulkee origon kautta, kulkee origossa pystysuoraan.

6. Piirra funktion a) f(x) = v/x b) f(x) = x/x ¢) f(x) = /X - 2 d) f(x) = VX - 2 kuvaaja.

7. Ratkaise graafisesti \slx -2= \3/3 - X

9. Yhtalén y = x" (n parillinen) kuvaaja
kulkee origon kautta ja origossa vaakasuoraan, y-akselin vasemmalla puolella laskeva, oikealla kasvava

8. Piirra funktioiden a) f(x) = x° b) f(x) = x* ¢) f(x) = x° kuvaajat.

10. Yhtélén x" = a ratkaiseminen graafisesti
Piirra kayra y = x" ja suora y = a.
Ratkaisut ovat naiden leikkauspisteiden x-koordinaatit.

9. Ratkaise graafisestia) X’ =3b) x"=5¢) x" =% d) x" = -2.

11. \/5 maaritelmd, kun n on parillinen

\/a on = luku x, joss 1° x" = aja 2° x > 0.
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12. Yhtalon x" = a ratkaisu algebrallisesti, kun n on parillinen

X=% %, kun a >0 ( kun a < 0, ei yhtalolla ole reaalisia ratkaisuja)

10. Ratkaise a) x* =5b) x" =16 c) x'=5d)x°=7e)x =0f) x " =-1

13. % laskeminen miettimalla ( n on parillinen)
Mieti mika "ei-negatiivinen” luku korotettuna potenssiin n antaa tulokseksi luvun a

11. Maarita a) \[16 b) \/81 c) \[64 d) /1024 e) N1 f) N0 g) ‘N1

14. % laskeminen laskimella

Canon F-800P: [a] (=] >
TI1-85: [n] [CATALOG] ( tai [MATH] [MISC] ) [a]

12. Laske a) \/5 b) V7 ¢) V9 d) \/3 €) (\/3 + 232) : (3 + \/5)

15. Funktion f(x) = Q/?( maarittelyjoukko ( n on parillinen )
x 2 0 eli juurrettava > 0.

13. Mika on funktion a) f(x) = </x - 2 b) f(x) = V3 - 4x c) f(x) = \/4 - X2 maarittelyjoukko?

. n . i
16. Funktion f(x) = \/?( kuvaaja ( n on parillinen )
Lahtee origosta, pystysuoraan, koko ajan kasvaen, mutta aina vain loivemmin mitd kauemmas mennaan.

14. Piirra funktion a) f(x) = \/x b) f(x) = v/x ¢) f(x) = v/x d) f(x) = \[x + 4 €) f(x) = \[x + 4 kuvaaja.
15. Ratkaise graafisesti epayhtalo \4/ x-1-%>0

7.2. Juuren laskusaantoja

. . . n
1. Juuri samankorkuisesta potenssista \/a"
=a. Jos n parillinen = | a|.

7.2.1. Laske a) i/? b) W

2. Juuri potenssista \n/az” , jonka eksponentti on indeksin monikerta
=a“. Josn parillinen = | a“ | ts. juurrettavan eksponentti jaetaan juuren indeksilla

2. Laske a) v[a° b) /X% c) /™

3. Juuri tulosta \n/a-b
= Q/z_i . % . Jos n parillinen, on oltavaajab >0

3. Laske a) \4/81x b) i/@ C) \4/ 16x%y° d) W e) \5/x5y6

n
4. Juuri osamaarasta \/%
n
\a
/b

, b= 0.Jos n parillinen, onoltavaa>0jab >0

3 3 4
4. Sievenna a) \/% b) \ /%g c) "\ /5%6
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5. Kahden samanindeksisen juuren tulo % . %

:\n/a-b

5. Sievenna a) (1/5 . (1/2_7 b) \3/2x5 . \3/4x

Ux
Uy

6. Kahden samanindeksisen juuren osamaara

I
Yy

6. Sievenna a) v/2 : v[64 b) \[32x™ : \/2x°

7. Juuren samankorkuinen potenssi ( Q/?( )"
=X

7. Sievenni a) (3/4)° b) (\/5)" ¢) (\/5)° d) (V/B)° &) (V3™

8. Luvun osoittaminen juuren arvoksi.

Osoitetaan, etta juuren arvo tayttaa juuren maaritelman eli

1° juuren arvo korotettuna indeksin osoittamaan potenssiin on juurrettava
ja jos juuri parillinen 2° juuren arvo on oltava positiivinen.

8. Onko a) \[15V3 - 26 =\[3- 2b) 17 - 122 = 1-\2 ) /3 - V8 =2 - 1

7.3. Sanallisia tehtavia

1. Sanoista potenssiyhtal®, joka ratkaistava
Tee yhtald kuten kaikissa muissakin sanallisissa probleemoissa ja ratkaise se.

7.3.1. Harald Hirmuisella oli 2 kultarahaa lahtiesséén rydstoretkelle. Kun han voudin jalkeen meni kreivin luo
ja Harald paatti olla tasapuolinen ja tehda omaisuutensa yhtéd moninkertaiseksi kuin voudin jalkeen. Samaa
periaatetta noudatettiin viela herttuan ja kuninkaan luona, jonka jalkeen rahaa oli 300 kultarahaa. Mika oli
Haraldin moninkertaistamisvero?

2. Sama prosentuaalinen muutos monta kertaa
Olkoon alkuarvo = A, sama muutosprosentti = p ja muutoskertoja n kappaletta.
Loppuarvo A, =A - o, missé a. = 1 + p/100

2. Koululaisten tupakanpolttoa halutaan vahentéad 20% viidessa vuodessa. Miten suuri on vuotuisen
vahenemisprosentin oltava, jos sen halutaan olla sama joka vuosi?

3. Ty6ttdmyys halutaan puolittaa neljassa vuodessa. Mika on oltava vuotuinen vahenemisprosentti?

4. Yritys haluaa kasvattaa liikevaihtonsa 5 vuodessa kuusinkertaiseksi. Miten suuri vuotuinen kasvuprosentti
on tavoitteena?

8. Yleinen potenssi

8.1. Murtopotenssi a*™"

1. Murtopotenssin a'™ maaritelma

a'" = \/5 , @a> 0, mista seuraa, ettei ole merkitysta sillda, onko n parillinen vai pariton.

2. Ehto murtopotenssin kantaluvulle
Kantaluku > 0

3. Murtopotenssin a'™ arvon laskeminen miettimalla
Mieti, mik& luku korotettuna potenssiin n antaa tulokseksi luvun a.
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Yy ol3 14 15 1\ 16\ 13 1/4
8.1.1. Laske a) 4" b) 87" c) 817" d) 327" e) 54 f) 81 0) (-8)"" h) (-16)

4. Murtopotenssin a'™ arvon laskeminen laskimella

Canon F-800P : [a] [2] [sulku alkaa] [1] [/)[n] [sulku paattyy] [=] > [arvo]
TI-85: [a] |sulku paattyy| [ENTER]| > |arvo|

2. Laske a) 5° b) 3" ¢) 25,17 d) 0,654 ™"

5. Maaritelma potenssille a™"

-1n _ l)l/n_ " l_i
a _(a - a
\a
64

-1/3
3. Laske a) 25 b) 8™ ¢) (8—11) d) (ﬁ)

6. Juuren % muuttaminen potenssiksi
= a'" eli laita juurrettava kantaluvuksi ja eksponentiksi 1 / juuren indeksi

4. Esita murtopotenssina a) \/E b) 3/5 C) (‘/5( d) </§

7. Murtofunktion kuvaaja y = x*"
Lahtee origosta, pystysuoraan yldspain, kasvaa, mutta kasvu pienenee mita kauemmas oikealle mennaan.

5. Piirra yhtalén a) y =x” b)y =x"" c) y = x"" kuvaaja

8. Murtofunktion f(x) = XM ja vastaavan juurifunktion g(x) = Q/?( kuvaaja, kun n parillinen
Ovat ihan samoja

9. Murtofunktion f(x) = x" ja vastaavan juurifunktion g(x) = Q/?( kuvaaja, kun n pariton

Ovat y-akselin oikealla puolella ihan samat.

Murtopotenssin kuvaaja ei jatku vasemmalle.

Juurifunktion kuvaaja vasemmalla oleva osa on origon suhteen symmetrinen kuva oikeasta puolesta

8.2. Murtopotenssi a™"

1. Madaritelma murtopotenssille a™"

a™=(~a)"=1a",kuna>0

2. Murtopotenssin am’;‘ arvon laskeminen miettiméalla
ieti i it& i i ama luku ii .
Mieti ensin mita on a*™ ja korota sitten tama luku potenssiin m

8.2.1. Laske a) 8”° b) 81% ¢) (2va)™ d) (2%)2’3

3. Murtopotenssin arvon laskeminen laskimella

Canon F-800P : [a] [&] [sulku alkaa] [m] [/][n] [sulku paattyy] [=] > [arvo]
TI-85 : [a] [sulku paattyy] [ENTER| > |arvo]

2. Laske a) 5,23 b) 0,426"" c) 728,47

4. Murtopotenssin arvon laskeminen, kun eksponentti on negatiivinen murtoluku, am™n

_ "™ (ra\"
am/":(a) :(\/3 ,missda>0

3. Laske a) 432 b) 273 c) (6—4)—2/3
. 125
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8.3. Irrationaalipotenssi

1. Maaéritelma potenssille a* missa x on irrationaaliluku
a” on se luku mita potenssit a™" tulevat aina vain lahemmaksi, kun m/n:t tulevat lahemmaksi lukua x.

2. Irrationaalipotenssin laskeminen laskimella
Lasketaan kuten muutkin potenssit.

8.3.1. Laske a) 2" b) 3°"*% ¢) 5,23

8.4. Potenssien laskusdaannot

1. Yleista laskusaannoista murtopotensseilla
ovat aivan samat kuin ne sdannot potensseilla, kun eksponentti on kokonaisluku

8.4.1. Sievennaa) 2” - 2" - 2"b)a” - a”c) 1277 : 37 d) (27°)"

2. Laskut juurilla

Jos juurilla on eri indeksi, muutetaan juuret ensin murtopotensseiksi.
Lasketaan laskut kayttaen potenssiopin saantoja.

Muutetaan vastaus takaisin juureksi.

2.Sievennéa)\/5-%b)%ﬁ:%c)\ﬁ(-iﬁ(-sﬁ

3. Mika luvuista \/E 3/5 vai QZ on suurin?

8.5. Potenssifunktiomalli

1. Mallin muodostaminen
Jos y riippuu x:sta potenssifunktiomallin mukaisesti, on y = ¢ - x?, missa a ja ¢ ovat vakioita.

8.5.1. Metsamiesten mukaan janisten lukumaara metsassa noudattaa potenssifunktiomalliay = ¢ - x* ,missa
y on janisten lukumaara, x metsan pinta-ala seka c ja a metsatyypille ominaisia vakioita. Montako janista on
metsassa, jonka pinta-ala on 150 ha, kunc =1,4 jaa=1,025?

2. Valmiin mallin kéyttdminen laskuissa
Kun potenssifunktiomalli y = ¢ - x* on valmiiksi annettu, lasketaan haluttu asia yhtaléopin keinoin.

2. Janisten maara metsassa noudattaa potenssifunktiomallia kuten edelld. Kun 100 ha metséssa on 290
janista ja 200 ha metsassa 610 janista, niin montako janista on 400 ha metsassa?

9. Yhtalon tai epayhtalon korottaminen potenssiin

9.1. Yhtalon ja epayhtaléon korottaminen toiseen potenssiin

1. Yhtapitavyys neliodnkorotuksessa
Yhtépitavyys sailyy, jos molemmat puolet ovat ei-negatiivisia.
a<b® a’<b’ ja a=b®a’=b’*, kuna,b>0.

9.1.1. Osoita, etta ¥2(a + b) >+[ab , kun a ja b eivét ole negatiivisia.

2. Osoita ilman laskinta, etta \/E + \/ﬂ < \/1_1 + \/E

9.2. Neligjuuriyhtal®

1. Nelijuuriyhtaldn ratkaiseminen "korota toiseen ja tarkista lopuksi” - menetelmalla

Siirra juuri yksistaan yhtalon toiselle puolelle.

Korota molemmat puolet toiseen (jolloin juuri poistuu)

Ratkaise saatu polynomiyhtald.

Sijoita saadut x:t alkuperéaiseen yhtél66n (tai johonkin ennen neliddnkorotusta olevaan yhtaloon)
Jos sijoituksella saatu yhtélo on tosi, saatu x kelpaa ratkaisuksi, jos epétosi, niin x ei kelpaa.

9.2.1. Ratkaise @) \/3-x=x-1b){5x-4=xc)\3x-14=x-6d)\/4x+1=x+1
2.Ratkaisea)\/xz—s:2—xb)x-\/x-1:7c)x+\/x-1:7d)x+ X°-1=3
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3. Ratkaise @) \J1- x> +\2x° - 9x + 7=0Db)\/x-\/2x + 1+ 1=0¢c)\x + 1 =/1-2x - 2
4. Suorakulmaisen kolmion ala on 5 ja hypotenuusan pituus 5. Laske kateettien pituudet
5. Marita vakio a siten, etta yhtalolla \[x” + ax +/2x + 4a + 1 = 0 on ratkaisu.

2. Neli6juuriyhtalén ratkaiseminen "anna nelidnkorotusehdot” - menetelmalla
Siirra juuri yksistaan yhtalon toiselle puolelle.

Korota molemmat puolet toiseen.

Ratkaise saatu yhtalo.

Aseta ehdot x:lle: 1° Juurrettava > 0 JA 2° neliddn korotettava lauseke > 0.
Tarkista tayttdako saatu x nama ehdot 1° ja 2°

6. Ratkaisea)\/;<+x:1b)\/3x+2:x+1c)x+ 3-2x=1

3. Nelidjuuriyhtalon ratkaiseminen graafisesti
Piirrd vasemman puolen (juurifunktion) ja oikean puolen (polynomifunktion) kuvaajat koordinaatistoon.
Ratkaisut ovat leikkauspisteiden x-koordinaatit.

7. Ratkaise graafisesti yhtalo a) \/?( =x-1b)\x-2=x-3

9.3. Itseisarvoepayhtalo

1. | P(X) | <] Q(X) | epayhtalon ratkaiseminen

Laita itseisarvot eri puolille epayhtéloa.

Korota molemmat puolet toiseen (yhtapitavyys sailyy koska itseisarvot eivét voi olla negatiivisia)
Itseisarvot voi poistaa, koska nelitn itseisarvo on sama kuin nelio.

Ratkaise ndin saatu itseisarvoton epayhtalo.

9.3.1. Ratkaise a) |3x - 2| > |2x - 3| b) [2x - 3| < |x + 6| C) [X - 1| - 2|x| < O

9.4. Yhtalon ja epayhtalon korottaminen kuutioon

1. Yhtépitavyys kuutioon korotuksessa
sdilyy aina kantaluvuista riippumatta
a<b®a’<b® ja a=b®a’=b’

9.4.1. Osoita, etta \Sla3 +b’<a+b,kun a ja b ovat positiivisia.

2. Kuutiojuuriyhtalén ratkaiseminen

Siirra kuutiojuuri yksin yhtalon toiselle puolelle.
Korota molemmat puolet kolmanteen potenssiin.
Ratkaise néin saatu yhtalo.

2. Ratkaise a) X +3=0b) YXC-8=x-2¢c)xC-2+x=0

3. Kuutiojuuriepayhtaldn ratkaiseminen

Siirra kuutiojuuri yksistaan epayhtalon toiselle puolelle.
Korota molemmat puolet kuutioon.

Ratkaise nain saatu epayhtalo.

3. Ratkaisea)i/;(<2b)\Slx-2>3c)\3/1-x+1<0d)\3/x3-3x2<x-1

9.5. Yhtélon ja epayhtalon korottaminen yleiseen potenssiin

1. Yhtapitavyys potenssiinkorotuksessa
séilyy jos molemmat puolet ovat positiivisia.
a<b®a'<b ja a=b®®a=b

2. Erilaisten yhtaldiden ratkaisua
Kaytetaan saantéaa=b || ()" < a" =b" , jos esiintyy n:nsié juuria, jotka halutaan poistaa.

Ja samaa kaantaen a” = b" || \n/ () =( )1’n < a = b ,jos halutaan poistaa n:s potenssi

9.5.1. Ratkaise a) \x* + x - 2= X% b) (x - 1) = 2
2. Ratkaise a) (x - 2)° =4 b) (x - 1)*°=3,2
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3. Erilaisten epéyhtaldiden ratkaisua
Kaytetaan saantda a<b || ()" ¢ a" <b", jos esiintyy n:nsié juuria, jotka halutaan poistaa.

1/n

Ja samaa kaantden a" < b" || \n/ () =( ) < a<hb,jos halutaan poistaa n:s potenssi.

3. Ratkaise a) \/4x - 1 <3 b) (x - 1)*?> 2
4. Ratkaise a) (x - 1)’ <128 b) (2x)" > 3

10. Eksponenttifunktio

10.1. Funktio y = a*

1. Kuvaaja
on koko ajan x-akselin ylapuolella, kulkee pisteen (0,1) kautta ja monotoninen. a > 0.

2. Maarittelyjoukko
on koko R

3. Arvojoukko
on R, eli positiivisten reaalilukujen joukko

4. Monotonisuus

a* on kasvava, jos a > 1 Eli kantaluku on > 1

a* on vaheneva, jos 0 < a < 1 eli kantaluku valilla ]0,1[
a* on vakiofunktio, jos a = 1

10.1.1. Milla vakion k arvoilla funktio f(x) = (2k 3)" on aidosti a) kasvava b) vaheneva?
2. Milla vakion a arvoilla funktio f(x) = (a 1)* on maaritelty. Milla a:n arvoilla f on kasvava?

5. Kiintea piste
Kaikki eksponenttifunktiot kulkevat saman pisteen eli (0,1) kautta.

10.2. Eksponenttiyhtaléita ja epayhtaloita

1. Yhtalo, jossa kaksi termia ja sama kantaluku
Siirra termit eri puolelle yhtaloa
Kayta saantvd a* = a’ <> x =y ja ratkaise viimeinen yht&lo

10.2.1. Ratkaise a) 3* = 9 b) 25* = 5 ¢) 100* = 1000 d) 32" = 16" e) 7° = 49f) 3¥ =97 ) 0,4* = 2,57 .
2. Ratkaise a) 3% = (-3)°b) 2 + 1 = 0 ¢) 15° = 25-3" d) 8-4* = 32 ) 2.8% = 8.2%f) 21.2*1 = 2

2. Yhtalésséa useampia termeja mutta joka kohdassa missé on x on tismalleen x:n sama lauseke (esim. a*)
Merkitse tata tismalleen samaa lauseketta (&%) y:lla ja korvaa lauseke epayhtalossa y:lla.

Ratkaise saadusta yhtalésta y

Laita ratkaisuun takaisin y:n paikalle lauseke (a") ja ratkaise x.

3. Ratkaise a) 4° +2—6b)4 -20-2+64=0¢) 9°+2:3=3d) 2" -2 =12 ¢e) 2+ 2% = 3.
4. Ratkaise (x+2)X “X=1

3. Epayhtélo, jossa kaksi termié ja sama ykkdsta suurempi kantaluku
Siirra termit eri puolille epayhtalda.
Kayta sdantod a* < a’ < x <y (kun a > 1) ja ratkaise epayhtalo x <.

5. Ratkalsea)3 >81b) 2" <1/4c)5 >+\[5d)2*>8e)4" <8
6. Ratkalsea)2 4>0b)22 1>1

4. Epayhtald, jossa kaksi termid ja sama ykkdsta pienempi kantaluku
Siirrd termit eri puolille epayhtaloa.
Kayta saantva a* < a’ < x >y (kun 0 < a < 1) ja ratkaise epayhtalo x > y.
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X X 3x-4
7. Ratkaise a) (%) > % b) (%) > @)

5. Epayhtald, jossa useampia termeja mutta joka kohdassa missé on x on tismalleen sama x:n lauseke.
Merkitse tata tismalleen samaa lauseketta (") y:lla ja korvaa lauseke epayhtalossa y:lla

Ratkaise epayhtalosta y.

Laita saatuun ratkaisuun y:n paikalle takaisin lauseke (a") ja ratkaise Xx.

8. Ratkaise a) 9*- 4-3+3<0b)2-2%< 2"

6. Sanoista eksponenttiyhtald tai epayhtald, joka ratkaistaan
Tee yhtalo tai epayhtdlé samoin periaattein kuin muissakin sanallisissa tehtavissa ja ratkaise se.

9. Mopon hinta on 12 800 mk. Hinta putoaa vuosittain puoleen. Milloin mopon hinta on 100 mk?
11. Logaritmifunktio

11.1. Kymmenkantainen logaritmi

1. Yhtalén y = 10" kuvaajasta x:n etsiminen, kun y on annettu
Piirrd annetun y:n kohdalle vaakasuora. x on kuvaajan ja tamé&n suoran leikkauspisteen x-koordinaatti.

11.1.1. Piirra kayra y = 10*. Milla x:lla potenssin arvoon a) 1 b) 2¢) 3d)-1¢e) 0,5 ?

2. 10-kantaisen logaritmin méaaritelma
logso X:n arvo on se eksponentti, mihin luku 10 pita& korottaa, jotta potenssin arvoksi tulisi logaritmoitava x
Merkinté: logio = Ilg . HUOM.! Laskimissa on yleens& merkinta log

2. Mita ona) Ig 10 b) Ig 1 c) Ig 100 d) Ig 1 000 €) Ig 10 000 f) Ig 0,1 g) Ig 0,01 ?

3. Misté luvuista voi ottaa logaritmin
Logaritmi saadaan vain positiivisista luvuista. Ts. logaritmoitava > 0

3. Milla x:n arvoilla on maaritelty a) Ig (x - 1) b) Ig (1 - 2x) ¢) Ig (x° - 9) d) Ig (x + 2) +Ig (3 - x) ?

4. Kymmenkantaisen logaritmin log x arvo laskimella
Canon F-800P : >

TI-85 : [LOG] [x] [ENTER] = [arvo]

4. Maaritaa)lg2b)lg3c)lg4d)Ig5e)lg 23,4 f) Ig 0,54 g) Ig 0,086 h) Ig (-0,32).

11.2. Logaritmijarjestelmat

1. Logaritmin maaritelma
log, X tarkoittaa sitd eksponenttia, mihin kantaluku a pitaa korottaa, jotta saataisiin logaritmoitava luku x.

2. Logaritmin arvon laskeminen palauttamalla se eksponenttiyhtalon ratkaisemiseen
log.x =y © a’ =x

11.2.1. Laske a) logs 9 b) log, 8 ¢) logs 125 d) log, 2 €) log, \/E f) loge 1 g) log; 7
2. Laske a) log, ¥ b) logs, 2 ¢) log, 8° d) log, 1 e) logs L f) logs 2
8 \/§ %

3. Luonnollinen logaritmi
on kyseessa kun logaritmijéarjestelman kantaluku on e. Merkitdén In x ( = loge X)

4. Luonnollisen logaritmin arvo laskimella

Canon F-800P : >

TI-85 : [LN] [x] [ENTER] = [arvo]

3. Anna likiarvo a) In 2 b) In 3,14 c) 4,56 d) In 81 €) In 0,98 f) In 0,032 g) In (-0,12)

|5. Luonnollisen logaritmijarjestelmén kantaluku e




22 Pitkd matematiikka. Kurssi 2. Funktiot ja yhtal6t 2.

|on paattyméaton ja jaksoton desimaaliluku (irrationaaliluku) ja arvoltaan likim&arin 2,71828

6. Logaritmifunktio y = f(x) = log, X
on funktio, jonka muuttuja on logaritmoitavassa.

7. Logaritmifunktion kuvaaja
on kokonaan y-akselin oikealla puolella, monotoninen ja kulkee pisteen (1,0) kautta.

8. Logaritmifunktion monotonisuus
Logaritmifunktio log, x on kasvava, kun kantaluku a > 1
Ja vaheneva kun kantaluku on valilla ]0,1[ eli0 <a < 1.

4. Milla vakion a arvoilla funktio f(x) = log,45 X On a) kasvava b) véheneva?

9. Logaritmifunktion maarittelyjoukko
on R, eli logaritmoitava > 0

5. Mik& on funktion f(x) = a) In (x - 3) b) log, (4 - X°) ¢) loga, (x + 2) - loga (5 - x) maarittelyjoukko?

10. Logaritmifunktion arvojoukko
on koko R

11. Minka pisteen kautta logaritmifunktioiden kuvaajat kulkevat?
Pisteen (1,0)

12.log, 1
=0

13. logs a
=1

14. Logaritmifunktion kantaluku
pitdd olla >0 ja = 1. Yleensa vain > 1

11.3. Logaritmin laskusaantoéja

1. Logaritmi tulosta logy ab
=logxa +logy b

11.3.1. Sievenna a) log, 2a b) logs 9x c) logs 125y

_ o a
2. Logaritmi osamaarasta logy b

=logka-logkb

100

2. Sievenna a) loge % b) In % c) log “a

3. Logaritmi potenssista log a"
=n-logya

3. Sievenna a) Ig a° b) Iy a°b* c¢) In e’a’ d) In 513 e)lgy/a

4. Kahden logaritmin summan yhdistaminen logy a + logg b
=logk ab

4. Esita yhtena logaritmina a) log, a + log, xb)Ig2 +1g5¢)In3+1In 4
5. Kumpi luvuista In (2 + 3) vai In 2 + In 3 on suurempi?

. N 1 1 1 1
6. Sievenna log, (1 + 5) +log, (1 + §) +log, (1 + Z) +...+log, (1 + 2_55)

5. Kahden logaritmin erotuksen yhdistdminen logy a - logy b
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a
= logk b

7. Esita yhten logaritmina a) In a - In x b) Ig 20 - Ig 2 ¢) log, 24 - log, 3 d) Ig (x* - 4) - Ig (x - 2)
8. Kumpi luvuista a) log, (6 - 2) vai log, 6 - log, 2 b) logs, (6 - 2) vai log,, 6 - log,, 2 on suurempi?

6. Logaritmin edessé olevan kertoimen siirtdminen logaritmoitavaan n - logy a
= log, a"

9. Esité yhtend logaritmina a) 3Inab) 4lgxc) -2lgyd) 3lna+4Inbe) 5lg x - 6lg y

7. Saannon log, a" = n kayttaminen logaritmin arvon laskemisessa
Sievenna logaritmoitavaa potenssiksi, jonka kantaluku on sama kuin logaritmijarjestelman kantaluku.
Tallgin logaritmin arvo on logaritmoitavan eksponentti.

10. Laske a) log, a° b) logy k° ¢) Ig 100 d) log, 16 e) log, /8 ) Ioggé

8. Saanndn n = log, a" kayttaminen reaaliluvun muuttamiseksi logaritmiksi.

11. Esita a) 3-kantaisena logaritmina luku 2 b) 5-kantaisena logaritmina luku -1.
12. Esita yhtena logaritmina a) 1 + logsz x b) 3 + log, 5

9. Logaritmilausekkeiden sieventamisia
Kayta eo. saantoja 1 - 6 lausekkeen sieventamisessa.

_ . Ina+Inya . .
13. Osoita, ettd lausekkeen arvo ei riipu vakion a arvosta, kun a on positiivinen ja a = 1.

Ina’-In %
14. Olkoon logs 2 = a. Maarita a:n avulla a) logs 6 b) logs 18 ¢) logs 12 d) logs 1%

15. Olkoon x = logs 18. Lausu x:n avulla logs 2.

10. aloga X
=X

16. Sievenna a) 10!9 3 p) 21092 5 ¢) 31095 2 g) eln 1,23

11. Logaritmijarjestelm&sta toiseen siirtyminen

17. Mita on a) 2-kantaisena logaritmina log, 5 b) 10-kantaisena logaritmina In 10?
18. Perustele ilman laskinta kumpi on suurempi log, 3 vai log, 10

12. Erikantaisten logaritmien arvojen saaminen laskimella

_lgx
i

. . Inx. . .
Kayta eo. kaavaa muodossa log, x a tai loga x = Inald suorita ko. lasku laskimella.

19. Laske 3-numeroinen likiarvo luvulle a) logs 2 b) log; 6 c) log, 5,48.

11.4. Logaritmiyhtalot

1. Yhtalon logy P(x) = a ratkaiseminen

Selvitd ensin maarittelyjoukko ( ratkaisemalla P(x) > 0)

Kéayta logaritmin maéritelmaa ja saata yhtalé muotoon P(x) = k? ja ratkaise tama.
Tarkista kuuluuko saatu x maarittelyjoukkoon.

11.4.1. Ratkaise a) log, x =5b) logs (x-1) =2c) logs (3x-1)=%d)In(x+1)=2e)lg 3x +1) =1.

2. Yhtalon logy P(x) = logyk Q(X) ratkaiseminen

Selvitd ensin maarittelyjoukko ( ratkaisemalla P(x) > 0 ja Q(x) > 0)

Merkitse logaritmoitavat yhtasuuriksi ( kaytetdaan saantédloga=Ilogb < a=>b)
Ratkaistaan saatu yhtalo.

Tarkistetaan kuuluvatko saadut x:t maarittelyjoukkoon

2. Ratkaise a)Ig (x +9)=Ig3b) In (x +2) =In (-x) ¢) Ig (x + 2) = 2Ig x
3. Ratkaise a) lgx+1g6=Ig(x+6)b)In(x-1)+In(x-2)+In(x+3)=In6
4. Ratkaise a) logs x =1 +logs (x - 1) b) log, (2x - 1) =1 + log, (1 - X)
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5. Ratkaisea)(Inx-2)(|gx+1):Ob)(logzx)2-5log2x+4:0

3. Eksponenttiyhtlo, jossa kaksi termid ja niilla eri kantaluku a* = b
Otetaan kummastakin puolesta logaritmi, jolloin x saadaan eteen tekijaksi ja yhtalé polynomiyhtaloksi.
Ratkaistaan tasta yhtalosta x.

6. Ratkaise a) 2° = 3 b) 5°=100 c) 3" = 2 d) 3* = 2**

4. Sanallisia tehtavia, jotka johtavat logaritmiyhtal®ihin
Tee yhtalo kuten muissakin sanallisissa tehtavissa ja ratkaise saatu yhtalo.

7. Auton arvo vahenee 11% vuodessa. Monenko vuoden kuluttua arvo on puolet alkuperaisesta?

8. Missa ajassa hinnat kaksinkertaistuvat, jos vuosittainen inflaatio on a) 4% b) 12% ?

9. Bakteeriviljelma viisinkertaistuu vuorokaudessa. Missa ajassa se tulee 1000-kertaiseksi?

10. Vuoden 1980 alussa oli eréén valtion asukasluku 70 miljoonaa. Véakiluvun arvioidaan kaksinkertaistuvan
20 vuodessa. Mina vuonna vakiluku ylittda 100 miljoonaa?

11. Olkoon valtion A vékiluku 28 miljoonaa ja vuotuinen kasvuprosentti 0,92 seké valtion B vastaavat luvut 33
miljoonaa ja 0,23. Missa ajassa valtion A vakiluku saavuttaa valtion B vakiluvun ja mika on vakiluku talléin?

Vastaukset harjoitustehtaviin
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2.2)0,3b)0,2%¢)0,%d)0,-2 | 5. 15tai5/3 2.a)(a-5)(2a+1)
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4.2)0,2b/ab)0,/5¢)0,2-10° | 8.76 )(X?L'l )(2a + 3b)
d) 0; 1,75-10" 9.20,21ja29 3. 90 1
5.a)t7b)+\5c)x2d)eie), | 10-20mja30m 4.2) % - 24x + 143 b) X - 3x - 40
11.20 cm C 2
f) +¥n/[2 12 60 mk c) 4x* - 24x + 35
6. a) +0,15 b) +2 c) +3b/a 13 -3 tai 8/12 5. 2x% + 2x - 12
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X2-2x-2=0
282 +2x+2=0
.a)5b)-1¢)11%
1,-2

© 00N

29.1.a)-2<x<2 b)yx<-2tai
x>2c)Jd)R

e)x>2,x<-2

2.a)0<x<3 b)x>0tai
X<-1%¢)-0,2<x<0
3.a)x>3taix<-2
b)-2<x<1%c)1<x<9

4. a)x#2b)dc)-1d)R
b,a)x>1ltaix<0b)x>2tai
x<1lc)-3<x<5

2.10.1.-1%2<x<1
Ya<x<2
.a<0taia=>8/9
52

8m-20m
X<Ytaix>2
.0<a<1/9
.10m<x<15m

0ONOUTAWN

3.1.2. a) suuria b) pienia
3. a) pienia b) suuria
5. a) suuria b) suuria
6. a) pienia b) pienia

4.1.1.a)3x-2b)x*-2x +3

2. 8x%- 12x% + 16x = 2X(4x* - 6X
+8)

3. 12x% - 30x° + 18x = 6X°(2X - 5)
+ 18x
4.3)x°-3x+4b)3x°-5x+3
5.a) 2x° + 3x - 4 jaa 2

b) 2x° - 5x - 4 jaa 4
6.a)3x2+5x—6b)4x2+6x—7
7.a)X°-3x-2b)x*-4x+3
8.2)3x°-4x +5b) 2x* - 4x + 5
9.a)2x° +3x-4jaa2

b) 5x* - 8x - 40 jaa -10

10. a) x* - 3ax - 4a°

b) x* + 2ax - 3a°
1l1.a+6,a=-6

4.2.1. a) 2X(3x - 4) b) 5x*(x - 2)
c) 2ab(2a + 3b) d) 3a’b(2a - 7b)
e) 2x(x2 -2x + 3)

2.a) (x - 2)(X* + 3)

b) 2(x - 3)(x* - 3) ) (x* - 5)(X* - 3)
.a)(x+7)(Xx-7)

b) (2x + 5)(2x - 5)

C) 2(x + 5)(x - 5)

d) 3(x + 2y2(x - 2y)

e) (X° + 4a°) (x + 2a)(x - 2a)

f) (x* + 16)(X° + 4)(X + 2)(X - 2)
4.a) (x +3)°b) (x + 5)°

c) x(x + 10)* d) 2a(x + 4)°

5.a) (x-1)°b) (x - 2@122
c) 5(x - 4a)® d) (x + 2)%(x - 2)?
6.a) (x-5)(x +1)

b) (x-3)(2x+1)c) (x-2)(3x +7)
d) (x - 2)(5x - 6) ) (x - 2a)(x - 3a)

4.3.1.a) 0 b) 4 c) 23/8
2.a)4-xb)3x2-x+l
3.a)eib)onc)ei
5.a)on b) on

6. a) eib)eic)on

9.-6

10. -4

11.-15

12.1

13.a=-1,b=5
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15. (x - 1)9( -2)(x+2)
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21. 2

22.a<4
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c) +2, -3, -2/3
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8.a) ¥, +\[3 b) 1/3, +\[5/5
C) Y, i\/E
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14. 1 tai -3
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5.5.1. @) £1, £2 b) £1, +3
c) £2, 1\[%2 d) +2
2.2)0,+2b)0,+%¢) 1,2

3.a)-2<x<-ltail<x<2

b) /6 <x <6
C)x<-4tai-l<x<ltaix>4
4.a)+2, +3b) +2, 3, -1

5.a)-2,-4b)2¢c)1+32 d)4
e)3,-1f) 2++2
6.1.1.2) 1 b) 1%c) 3
2.a)x#3b)x==x2

c) x =0, -%, £3
3.a)1%b)0,5¢c)4,-1

5 X
6.2.1. a)gx)éb)x+ 10)%

d)Xile)2x2+3xf)§g)-x
29530 5 I
e

3.2 2D x50 %2
D 53

4.a)-2,-6Db)2,-28
5. a) -1/6 b) ¥

4x + 8 2x° - 2x
6.2) 5,7 ax D) 257+ ax
X2 - X% - 6x
c) 2X% + 4x
10. x° 2x° . 3x-3
IQEQZMFXWFX
X2+ X . X 2 3X
DR CRvaamy ) v v
X -x
ATy
X ab
8.2)Lb) ;570 3% -3d) po5s
X-4
e) 2X
3c 2a y-1 X
9.a)§b)—a+bc) y d)i
X+ 3
e)—2

7%, .13 X X 2
10.2) g b) 55 ©) -2 d) 75 €) 3¢
a
a+1

X+4
11.8) % b);z_—40)

d) e)3f)x+2

1
a(a+1)
a-b l-a
12.a)mb)Tc)a-1
a-1
d)a(a+1)
13.-5
a-b 5
14'a+ Ta

b'13

6.3.1.a)2,b)0, 1
2.aukkox=1;as:x=0



26 Pitka matematiikka.

Kurssi 2.

Funktiot ja yhtal6t 2.

6.41.a)x=1,x=0

b) x = £1, x# 2
2.a)x=-3b)dc)x=4
3.a)l<x<2b)-2<x<O0tai
X>2c)x<-5tai-3<x<5
d)-1<x<O0tai4d<x<5

4., a)x<-2tai0<x<2
b)-1<x<0taix>3
C)7/12 <x<1%
5.a)-5<xjax=#5
b)x<Otai x=1/3
c)x>3taix<ljax=-1
6.c>4
7.NK:x=0,x=2; MJ: x # 3;
x<0tai2<x<3

7.12.a)1,4b)-13¢) 1,7
3.a)2b)7c)-1d)-3e) 6
N
4.2)2b)-3c)-5d)2e)-5f) 2
5.a) 1,587 b) 1,149 c) 1,860
d) 1,139 €) 1,012

7.x=25
9.a) 1,7 b) £1,5¢) +0,8 d) ei

10. a) +\/5 b) +2 ¢) +3/5 d) +3/7
e) 0 1) ei
11.a)2b)3c)2d)2e)1f)0
g) ei

12. a) 1,495 b) 1,383 ¢) 1,316

d) 1,316 €) 0,792
13.8)x>2b)x<%c)-2<x<2
15.x>1,1

7.2.1.a)ab) [x|
2.a)a’b) |x*| c) c®°
3. a) 3|x| b) 2a° ¢) 2x|y* d) X3/
5
xly
4. 3) 3 b) 25 o) 1%
.a) > )W c) 1%

.a)3b) 2x°
.a) % b) 2x°

.a) 4b) 5¢) 535 d) 25 e) 9x*
.a)onb)eic)on

o~N OO

7.3.1. 3,5-kertainen
2.4,4%
3.16%
4. 43%

8.1.1.a)2b)2c)3d)2e) %
f) 2/3 g) ei h) ei
2.a)1,31b)1,32¢c) 1,58

d) 0,919
3.a)1/5b)%c)3d) %

4.a) 5% b) a*? c) (3x)"* e) 21

8.2.1. a) 4 b) 27 c) 27/8 d) 16/9
2. a) 3,76 b) 0,137 ¢) 100,8
3. a) 1/8 b) 1/81 c) 25/16

8.3.1.a) 8,82 b) 1,21 c) 180

8.4.1.a)4b)ac)8d) v
2.a)va b) K% c)x
3.33

8.5.1. 240
2. 1300

9.2.1.a)2b)1,4c)10d)0, 2
2.a)eiratk. b) 10c) 5 d) 5/3
3.a)1Db)0, 4c)eiratk.

4. \/Eja 2\/5
5.a)a=-Yataia=-%

6. a) ¥2(3 - /5) b) ¥2(1 +/5)
0) 2

7.a)2,6b)4,6

931l a)x<-ltaix>1
b)-1<x<9c¢)x<-1ltaix>1/3

9.4.2.a)-27h)2,0c) 1
3.a)x<8hb)yx>29 c)x>2
d) x> 1/3

9.5.1.a) 2 b) 17

2.a) 2 +v[4b) 2,515
3.a)x<61lb)x>33
4.a) x<3b)x>0,709

10.11.a)k>2b) 1<k <2
2.a<-ltaia>1;a<~/2tai

a>12

10.2.1.a)2b) ¥%2c) 1%2d) -4 e) -3
f)-29)0,2
28)Jb)dc)2d)-4/3e)-11)%
3a)lb)2,4c)0d)3e)0,1
4.+#1,0,3
5a)x>4b)x>2¢c)x>%
dyx>5e)x<2%
6.a)x<0taix>2b)x>0
7.a)x<3b)x<1
8.a)0<x<1b)x=0

9.7v

11.1.1.a) 0 b) 0,3¢) 0,5 d) &
e)-0,3
2.a)1b)0c)2d)3e)4f)-1
g)-2

3.a)x>1b)x<%c)x>3tai
x<-3d)-2<x<3

4. a) 0,301 b) 0,477 c) 0,602
d) 0,699 e) 1,369 f) -0,268

g) -1,066 h) ei

11.2.1.a)2b)3c)3d) Y% e) Y
)og)1l
2.a)-1b)-1c)15d)-3e)-%

f) 9/5

3.a) 0,693 b) 1,144 c) 1,517

d) 4,394 e) -0,020 f) -3,442 g) ei
4.a)a>3Db)2%<a<3
5,a)x>3b)-2<x<2
c)-2<x<5

11.3.1. a) 1 + log, a b) 2 + logs x
c)3+logsy
2.a)logsx-1b)1l-Inxc)2-lga
3.a)5lgab)3lgatdlgb
c)2+3Inad)-3e)Ylga
4.a)log,axb)lg10=1c)In12
5.In2+1In3

6.7

7.a)In 3 b)lg10=1c)log, 8=3

d)Ilg (x +2)
8. a) log,(6 - 2) b) log., 6 - log:, 2
9.a)Ina’b)lg X c)lgy?

d)Ina’v*e)Ig §s

10.a)3b)5c)2d)4e) 1%f) -2
11. a) logz 9 b) logs 0,2

12. a) logs 3x b) log, 40
14.a)a+1lb)a+2c)2a+1
d2a-1

15.x-2

16.a)3b)5c)2d) 1,23

1
17. a) log, \/5 b) oe

18. log, 10
19.a) 0,631 b) 0,921 c) 2,45

11.4.1.a)32b) 10c) 1d) e*-1
e)3

2.a)-6b)-1c¢)2
3.a)1,2b)[7

4.a) 1% b) %

5.a) 0,1 tai e* b) 2 tai 16

2 _Ig6
6.a)I0923b)|g—50)|-g—3

Ig 2
4 ig 1
7.6v
8.a)18vb)6V
9. 4,3 vrk
10. 1990
11. 24 v kuluttua, 35 milj.
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Koetehtavia aiemmilta vuosilta
90.1.1. Ratkaise a) x*-9x=0b) x*-9=0¢)x*-9x=22[a)0,9b)+3¢c) 11, -2]

90.1.2. Ratkaise a) X - 3 < 2%x - 6 b) 2x*-3x-5>0¢) x - 3< 2¥sx - 6 ja 2x*- 3x - 5>0[a) X > 2 b) x < - 1 tai
X>2%Cc) x> 2% ]

90.1.3. Mika on a ja talldin x, kun yhtalolla x* + 2(x - a) = ax on kaksinkertainen ratkaisu? [a = -2 , x = -2]

-5a-6_a-6
S“p'Staza ~a-30l2a-3!

90.1.4.

90.1.5. Jos kuution sarma kasvaa 2 cm, niin tilavuus kasvaa 152 cm®. Mika on alkuperainen sarma? [4 cm ]
90.1.6. Mika on a, kun paraabeliny = ax’-4x +a huippu on x-akselin yldpuolella? [-2<a<0taia>2]

1001

90.1.7. M&arité a ja b, kun polynomi P(x) = x™ + ax + b on jaollinen polynomilla X2-1. [a=-1,b=0]

90.2.1. Ratkaise a) x* - 13x* +36 =0 b) (x - 1)(x* - 4x) =5(x - 1) [a) £ 3, +2b) 5, + 1]
90.2.2. Ratkaise yhtalo \[4x + 1 +1=x[x=6]
90.2.3. Ratkaise epayhtalo (x2 -1)(2-3x)<0[-1<x< % taix>1]

90.2.4. Maarita a, kun x = 2 toteuttaa yhtalon 3x° + x° + ax - 4 = 0. Mitka ovat talléin muut ratkaisut?
1
[a=-12,x=-3 ,x=-2]

90.2.5. Ratkaise epayhtalo | X2 - 3x [€£2x.[1<x<5taix=0]

90.2.6. Milla a:n ja b:n arvoilla epayhtalon X+ b 2. 3 ratkaisujoukko on [-1,2[? [a=-8 ,b=-2]

90.2.7. Olkoon a > 2. Osoita, ettd\/a-2 +\a+2<+fa-1++a+1.
91.1.1. Ratkalsea)gx -4 = 0b)9x -4x = Oc)9x-4x 5= 0[a)+—b)0 c)l g]

91.1.2. Ratkaise epayhtaldt a) 3 + 3 > 2x b) (5 +3)*> (2x)* [a) x < % b) - 1% <x< 1%]

91.1.3. Laske lausekkeen (¥2)” + 3*Y arvo, kun x ja y ovat yhtalén x* - 2x - 2 = 0 ratkaisut. [ 13 ]
91.1.4. Ratkaise kaksoisepayhtalo 2x - 1 <x*-4<12[-4<x<-1tai3<x<4]

91.1.5. Maarita sellaisen suorakulmlon muotoisen alueen pinta-ala, jonka piirin pituus on 146 m ja jonka
halkaisija on 53 m. [ 1260 m? ]

91.1.6. Mill& a:n arvoilla lausekkeen ?% a) arvo voidaan laskea kaikilla x:n arvoilla b) voi supistaa?
[a)-6<a<6b)a=-18%]

91.1.7. Kolmannen asteen polynomilla P(x) on yksinkertainen nollakohta x = - 2 ja kaksinkertainen nollakohta
x = 2. Laske P(1) - P(-1), kun P(3) = 3%. [-4]
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91.2.1. Ratkaise yhtald x - 2 =/2x -1 [5]
91.2.2. Ratkaise epayhtdld |3x + 1 [ <x+11[-3<x<5]

91.2.3. Ratkaise yhtalo a) x* - 10x* +9=0b) (x-1)°=4(x-1)[a) +3,+1b) 3, + 1]
91.2.4. Ratkaise epayhtalo x - 2 > % [-1<x<O0taix>3]
91.2.5. Ratkaise epéayhtald x*-5x3+6x°<0 [2<x<3taix=0]
. .a b 1
91.2.6. Osoita, etta 0tapt 1,kuna>b>1.

91.2.7. Maarita vakiot a ja b siten, etta yhtalolla | x* - 4x | + ax + b = 0 on ratkaisut x = -1 ja x = 3. Onko
yhtalolla talldin muita ratkaisuja? Ja jos on, niin mitk& ovat muut ratkaisut. [a =% ja b = - 4%, on , 4% ja 1Y%%]

91.3.1. a) Piirra funktion f(x) = x*, x e [0,1 ; 2] kuvaaja. b) Milla valilla f on vaheneva (kuviosta saatavalla
tarkkuudella)? c) Milla x:1l& funktio saa kuvion perusteella arvon 3? [0,1 <x<0,4,x=1,8]

91.3.3. Ratkaise a) 8" > 3—12 b) 9*+3*=12.[a) x> - 1% byx=1]

91.3.5. Kumpi on suurempi a) 2/3_2 vai E/Z b) 3/5 vai \/5 [@) 5/3_2 b) 3/5 |

91.3.6. Milla a:n arvoilla funktio f(x) = (a® - 1) on aidosti kasvava? [1<|a | < \/E ]

91.4.1. Maarita x, kun a) x =log, 64 b)Ilgx=-2 c)log, 64 =3[a)6b)0,01c) 4]

91.4.3. Ratkaise yhtél6 log, x +log, (2+x) =3.[2]

91.4.7. Viljolla on tapana kéayttaa rahoistaan enintdan 10% aamulla olleesta rahaméadarasta. Han haluaa, etta
kuukauden lopussa hanelld on ainakin 300 mk yllattavia menoja varten. Miten paljon Viljon pitdéa saada rahaa
kuukauden alussa, ettd tdma olisi mahdollista? Monenko péaivan pakkoloman Viljo kestda seuraavan kuun

alusta, jos pakkoloma alkaa kuun alussa ja Viljolla ei ole sdéstoja seka Viljon pienin ostos on 10 mk?
[7563,30 mk , 30 paivaksi ]

3
92.1.1. Ratkaisex,kuna)x:\/%b)x:(-%)1/30)(%)X>%[a)-1/zb)eiolec)x<3]

92.1.3. Ratkaise yhtalot a) (2x)* = 2 b) 4%= 2 c) \[2x = 2 [a) + ¥%\[2 b) Ya c) 8]

92.1.7. Mika on pienin ykkosta suurempi kokonaisluku, jonka toinen , kolmas , neljas ja viides juuri ovat
kokonaislukuja? [ 2°° = 1 152 921 504 606 846 976 |

92.2.1. Ratkaise a) (3%)° = 27 b) (*)? = 27 ¢) \}C = 27 [a) 1% b) /3 ¢) £ 813 ]

92.2.3. Ratkaise a) 2x* + 10x = 0 b) 16" < /% [a) - A5 b) x < - 2—18]

92.2.6. Ratkaise yhtalo 9x*° + 4x?® =37.[x=8,x = %]

92.3.1. a) Laske log, (/E b) Mika on funktion In (4x - 1) maarittelyjoukko? c) Sievenna lauseke 3 Ig x - Ig x°.

92.3.4. Ratkaise yhtélo log, (x - 1) =1 + log, (4 - X)
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92.3.6. Tyontekijan palkka oli 100 mk/h. Sita korotettiin 3 kertaa 8%, sitten 4 kertaa 5% ja lopuksi 3 kertaa
4%. Mika oli tuntipalkka naiden korotusten jalkeen? Mikéa korotusprosentti olisi antanut saman lopputuloksen,
jos sen olisi saanut 10 kertaa?

1.a)|092(/§:x;2X:</§ 1 2°=2"":x=1/7. b)4x-1>0;4x>1;x>1/4.
c)3lgx-lgx’=3Ilgx-2Ilgx=IgXx.

4.log, (x-1)=log, 2 +log, (4-%) ; log, (x-1)=log, (8-2x) ; x-1=8-2x ;3x=9 ;x=3.
Mi:x-1>0jad4-x>0;x>1jax<4;ts.1<x<A4.

6.P=(1+0,08)°- (1+0,05" (1+0,04)° 100 mk =172,25 mk . (1 +x)"°- 100 mk = 172,25 mk ;
(1+x)'°=1,7225 ;1+x= [1,7225 : 1+ x =1,0558 ; X = 5,6%.

92.4.5. Olkoon log, 3 = a. Laske a:n avulla logs 72.

92.4.6. Kummalla tavalla saadaan suurempi ja montako prosenttia suurempi loppupalkka, korottamalla
palkkaa 10 kertaa 7,5% vai korottamalla palkkaa ensin 5 kertaa 5% ja sitten 5 kertaa 10%°?

5. Tiedetdén, ettd log, 3=ajalog,2=1;logs 72 =(log, 72)/ (log, 3) =(log, 89)/(log, 3)
=(log, 2° + log, 3?)/(log, 3)=(3log, 2 + 2log, 3)/(log,3)=(3+2a)/a.

6. Palkka nyt = a . Palkka 2. tavalla = 1,10° - 1,05 - a = 2,05546a .
Palkka 1. tavalla = 1,075 - a = 2,06103a ; 2,06103a : 2,05546a = 1,0027.
Vastaus: Ensimmaisella tavalla 0,27% suurempi .

93.1.1. Ratkaise @) 2x° - 5x =0 b) 2x*-5x + 3=0 c¢) Jaa tekijoihin 2x* - 5x + 3.
93.1.2. Ratkaise | x - 5| <3x + 13

93.1.3. Kun positiivinen luku vahennetaan neliostdan saadaan erotukseksi vahintaan 90. Mita arvoja kyseinen
luku voi saada?

93.1.4. Ratkaise yhtalo a) x° - 7x%-18x=0 b) x* - 4x% + %% + 12x - 12 = 0, kun x = 2 on kaksinkertainen
ratkaisu.

i X
x-1

93.1.5. Ratkaise X

x—l'4S

93.1.6. Tutki onko polynomi P(x) = 4x° - 6x° + 10x - 15 jaollinen lausekkeella a) x - 5 b) 2x - 3 ¢) Jaa polynomi
P(x) tekijihin.

93.1.7. Maarita vakio a siten, etta epayhtald x* - 2x* + a> > 0 on tosi kaikilla x:n arvoilla.

l.a)yx(2x-5)=0;x=0tai2x-5=0;2x=5;x=2% b)x=
c) 2x° - 5x + 3 = 2(x - 1%)(X - 1) = (2x - 3)(X - 1)

i Xx=1%taix =1

5+£25-24 5+1
2 =

4

2.-3x-13<x-5<3x+13;-3x-13<x-5JAX-5<3x+13;-4x<8JA-2x<18;x>-2JAX>-9;

Kenties taulukko ; x > - 2
1+ \/1+ 1+1
3. Olkoon ko. luku = x. X*-x>90; x*-x-90>0: NK: x = > 36O: 9

> ;Xx=10taix=-9

Kuvaaja: ylosp. auk. par. ; x > 10 tai x < -9 ; Koska luku positiivinen, vain edelliset kelpaavat. V: x > 10

4.a)x(x4-7x2-18):O;x:Otaiy2-7y-18:0(y:x2);y:9taiy:-2;x2:9(taix2:-2);x:i3
b) x = 2 on kaksinkertainen ratkaisu ts. tekijéné on (x -2)2 . Toinen tekija saadaan jakamalla

(X' -+ X +12x-12): (C-4x+4) =x"-3

Yhtalo < (x* - 4x + 4)(x’ - 3) =0;x* - 4x+4=0taix’-3=0;x = 2taix =£/3

X°  4(x-1) X X - AX + 4 - X X°-5x +4
5 x-1° §<-1)'x-130? x-1 <0 x.1 =0;
OS. NK x =1 tai x = 4 Kuvaaja ylosp. auk. par. Merkit + 1 - 4 +
NIM.: NK x = 1 ; kuvaaja nouseva suora. Merkit: - 1 +;

Merkit taulukkoon : -1-4+;V:x<4JAx=1




30 Pitkd matematiikka. Kurssi 2. Funktiot ja yhtal6t 2.

6. a) Sijoitetaan jakajan nollakohta lausekkeeseen.

NK on x =5 ; P(5) = 4-5° - 6:5” + 10-5 - 15 = 500 - 150 + 50 - 15 = 385 = 0 V: ei jaollinen

b) NK = 1% ; P(1%%) = 4:(1%)° - 6:(1%2)° + 10-1% - 15 = 13% - 13% + 15-15=0; V: on jaollinen

) Yksi tekijd on 2x - 3 ; Toinen tekija = (4x3 - 6x° + 10x - 15):(2x-3) = 2x°+5 V: (2x - 3)(2x2 +5)

7.EY X' -2¢+1+a°-1>0® (X -1)°+a°-1>0; Koska neli on >0, on oltavaa® - 1 > 0
NKa=+1;Paraabeli; V: a>ltaia<-1

94.1.1. Ratkaise yhtalot a) 4x° - 25 =0 b) 4x° - 25x =0 c) 4x° - 25x + 25 = 0.

94.1.2. Milla x:n arvoilla on maaritelty lauseke a) \/2x - 4 b) \/3 - ¥ax c)\/2x - 4 +1/3 - ¥ix
94.1.3. Ratkaise epéayhtald x + 1< X

: 2x°-3x- 9
94.1.4. Supista lauseke 7~ ——=".

94.1.5. Milla vakion a arvoilla yhtalén x? - 2ax + 3a = 0 ratkaisut ovat reaaliset?

94.1.6. Ratkaise epayhtald | x* - 2x - 4 | <x* + 4

94.1.7. Suorakulmion kannan ja korkeuden pituuksien summa on 12. Kun toista pidennetaan
kaksinkertaiseksi ja toista lyhennetéan yhta paljon, niin saadaan suorakulmio, jonka pinta-ala on 9 yksikk6a
alkuperaista suurempi. Kuinka suuri on alkuperaisen suorakulmion ala?

94.1.8. Ratkaise yhtald x® - 3x* = 2x - 6.

94.1.9. Maarita vakiot a ja b polynomissa P(x) = - X + ax - b siten, etta P(a) = 1 ja polynomin P nollakohtien
keskiarvo on 1.

94.1.10. a) Onko polynomi 3x° - 11x* + x + 10 jaollinen binomilla x + 2? b) Onko polynomi 5x° + ax® + bx + 4,
missé a ja b ovat kokonaislukuja, jaollinen binomilla 2x - 1, ja jos on, niin milla ehdolla?

1.a)4x2—25:o ; 4x* =25 ; X =

b)4x2—25x:0 ; X(4x-25)=0 ; x=0taid4x-25=0; 4x=25 ; x=

25 +1/625 - 400 25+ 15
3 =

8

c)4x2—25x+25:o;x: ;X =5taix =1%

2. a) Juuri méaaritelty, kun juurrettava >0 ; 2x-4> 0 ; 2x> 4 ; x22
b)3-%x30; -%x3-3||:(-%) ; x<6
c) Nakemalla kohdista a) ja b) tai tekemalla niista taulukko ndhdéaén c) kohdan vastaus 2 < x < 6

2 2z

X x 6 X +X-6

P x Tx xS0 X <0

OS:nkx*+x-6=0 ;x=2taix=-3 ; Kuvaaja ylosp. auk. par. Merkit + -3 - 2 +
NIM: nk x = 0, kuvaaja nouseva suora. Merkit - 0 +

Merkit taulukkoon, josta merkit: - -3+ 0 -2 + V:x<-3tai0<x<2

6 6
3.x+1<X ; x+1-X<o

4.0S:nk2x°-3x-9=0 ; x=3 taix=-1% , joten os:n tekijat ovat 2(x - 3)(x + 1%2)
NIM: nk x*-4x+3=0 ; x=3 tai x = 1 joten nim:n tekijat ( x - 3)(x - 1)

2x°-3x-9  2(x-3)(x +1%) 2x+3

X*-4x+3 7~ (x-3)(x-1) ~ x-1

5. Yhtalon x° - 2ax + 3a = 0 ratkaisut ovat reaaliset, jos yhtalon D >0 ; 4a°-12a>0 ; NK: 4a(a-3)=0
a=0taia=3 ; paraabelista a<0Otaia>3

6. X -2X-4|<X+4 ; -X-4<X-2X-4<X+4 ; -X-4<X°-2X-4 JA X -2Xx-4<X +4
2X°-2x>0 JA -2x<8 ;x(x-1)>0JAx>-4

I EY: nk x =0 ja x = 1. Kuvaaja ylosp. auk. par. EY toteutuu x <O taix > 1

Il EY toteutuu kun x > -4

Alueet taulukkoon, josta - 4 <x <Qtaix >1
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7. | suorakulmio: kanta = x , korkeus =12 - x, Ala = x(12 - x)

Il suorakulmio : kanta = 2x , korkeus =12 - 2x , Ala = 2x(12 - 2X)

X(12-X) +9=2x(12-2X) ; 12x-X*+9=24x-4x" ; 3x*-12x+9=0 ; X*-4x+3=0 ; x=1taix=3
Ala=1-(12-1) =11 tai Ala=3-(12 - 3) = 27

8.x°-3x"=2x-6 ; x(x-3)=2(x-3)||: (x-3) ; X’=2taix-3=0 ;x:i\/E taix =3

9. %X+ X)) =1 ; Xg+X,=2 ;-%:2; a=2
P@)=1;P2)=1;-4+22-b=1;b=-1

10. a) pol. on jaoll. (x + 2):lla, jos x =-2 on pol:n nk. 3:(-32) - 11-4-2+10=-96-44 -2 + 10 =-132 V: €i
b) Pol. on jaoll. jos sen nk on %. Koska pol:n kertoimet ovat kokonaislukuja, niin, jos silla on rationaalinen
nollakohta on sen nimittaja jokin korkeimman asteen termin kertoimen tekija.

Siis nimittaja on jokin luvun 5 tekija.

Koska 2 ei ole tekijdna 5:ssa ei ¥ voi olla nollakohta. Ja siis pol ei ole jaollinen (2x - 1):114.

94.2.1. Ratkaise yhtélét a) X*-4=0 b) x> -4x=0
94.2.2. Milla x:n arvoillaon a)5-4x<4x-3 b)2+x- X*>0
94.2.3. Ratkaise epayhtald  x®- 5x° + 4x > 0

2
94.2.4. Supista lauseke 3%)(%2—4

94.2.5. Milla a:n arvolla yhtalélla X? - 10x + (a - 1) = 0 on kaksinkertainen ratkaisu? Mika on ko. ratkaisu?

94.2.6. Ratkaise yhtald  x°-6x°+ 11x-6=0

94.2.7. Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti on 7 cm lyhyempi kuin toinen kateetti ja 8 cm lyhyempi kuin

hypotenuusa. Mik& on kolmion ala?
94.2.8. Ratkaise epayhtald | x* - 5x | > 5x - 9.

94.2.9. Muodosta jokin sellainen toisen asteen yhtald, jonka ratkaisut ovat kaksi kertaa niin suuret kuin
yhtalon  x? - 1111x - 2222 = 0 ratkaisut.

94.2.10. Maaritad polynomin P(x) = x> +ax’ +bx+3 kertoimet aja b, kun jaettaessa polynomi P(x)
binomilla (x - 2) on jakojaénndos 1 ja polynomin P(x) + 2 tekijané on (x + 1).

1.a) X°-4=0 ; X’'=4 ;x=+2 b) X°-4x=0 ; X(x-4)=0; x=0taix=4

2.8)5-4x<4x-3 ; -4x-4x<-3-5; -8x<-8]|:(-8) ; x>1

-1++/1+8 -1+3
-2

== ; X =-1 x=2 Kuvaaja : alasp. auk. par. Merkit: - -1+ 2- V:-1<x<2

b) nk: x =

3.X°-5x"+4x>0 ; x(X°-5x+4)>0 ; x:n merkit: posit. kun x >0
5+25-16 53
2 -2

Taulukkoon tekijoiden merkit, josta tulon merkit-0+1-4+ V:0<x<1 taix>4

(x* - 5x + 4):n merkit : nk x =

X = 4 tai x = 1. Kuvaaja ylosp. auk. par. Merkit+ 1 - 4 +

2
2 4 3(x-2)(x-3) i
4.OS:nkx:4i\’é6+48:4i8 2 X -4x-4_ 3x-2

6 xz2taixz-§ : A XZ(X-Z) =2

5. Yhtalolla on kaksinkertainen ratkaisu, jos diskriminantti on nolla. 100 - 4(a-1)=0 ; 100-4a+4=0

_10£+100-100 _10£0 _,
- > - -

2

-4a=-104 ; a=26. Yhtalo on talléin X*-10x+25=0 ;X

6.x°-6x° + 11x - 6 =0 ; huomataan, ettd x = 1 on yksi nollakohta ; tekijana on (x - 1)
Jakamalla jakokulmassa saadaan toiseksi tekijaksi X°-5X + 6
5++/25-24 5+1
> =

> ;X=3taix=2

(x-l)(x2-5x+6):0 ©X-1=0tai X’-5x+6=0 ; x=1taix=
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7. Lyhin kateetti = x ; pitempi kateetti = x + 7 ; hypotenuusa = x + 8 ; Pythagoraan teoreemalla saadaan

2+~4+60 2%8
5 =

2

x2+(x+7)2:(x+8)2 XX+ 14X+ 49 =X+ 16X + 64 ; X°-2x-15=0 ; x=

5tai (x =-3), jolloin pitempi kateettion 5+ 7 =12 ; Ala=%-12.5=230 cm?

8.|x°-5x|>5x-9 ; xX°-5x>5x-9 taix -5x<-5x+9 ; A:x°-10x+9>0 tai B:x°<9

10++/100-36 10+8
> =

5 5 X< 9 tai x = 1 Kuvaaja ylésp. auk. par. Toteutuu, kun x < 1taix>9

A:nk x =

B: nk x = = 3 . Kuvaaja ylosp. auk. par. Toteutuu, kun -3 <x < 3
Taulukkoon molempien toteutumisalueet, josta vastaus V: x <3 taix > 9

9.y1=2X1jaYo=2Xy ; Y1+ VYo =2X1 + 2%, = 2(Xg + Xp) = 2:1111 = 2222 = - b

a
ViYs = 2X0- 2Xp = AxyXp = 4-(- 2222) = - 8888 = &
valitaan a =1, jolloin b = - 2222 jac=-8888 V: y2-2222y-8888:0
10{ JJ=1 { P(2)=1 _{8+4a+2b+3:1_{4a+2b:-10||-1
“Ix+1lontekija ' (P(-1)+2=0"(-1+a-b+5=0 ' [ a-b=-4]-2

6a=-18 ; a=-3 ;-3-b=-4; b=1

3
94.3.1. Sievenna a) \/g4 b) 27 ¢) loga N&

94.3.2. Ratkaise 2% = 1.
94.3.3. Mika on funktion f(x) = In(4 - x2) madrittelyjoukko?
94.3.4. Olkoon logs 2 = a. Mité& on logs 20 esitettyna a:n avulla?

94.3.7. Ratkaise yhtald 3 log, (x - 2) =2 +log, (x - 1) + log, (x + 2).

3 -4
1. a) é = % b) (3/2_7) =3"= % c) loga i/gz = loga a”® = 2/5.

2.23X:1/z;23X:2'l;3x:—1;x:-%

3. logaritmoitava >0 ; 4 - X°>0 NKiX°=4;Xx=142 Kuvaaja alasp. auk. par. josta vastaus V: - 2 <x <2

4, logs2=ajalogs5=1=logs 20 =logs 2-2-5=logs 2 +logs 2 +logs5=a+a+1=2a+1

7.MJ:x-2>0jax-1>0jax+2>0eliyhdessa x > 2
log, (x—2)3:Iogz 22+Iog2 gx—1g+logz (x +1); log, (x-2)3:Iog2 4(x - 1)(x + 2)
(x-2)°=4(x-1)(x+2) ; x°-6x"+12x-8=4x"+4x - 8
x3-10x°+8x=0 ; x(x*-10x+8)=0 ;(x=0)taix =5++/17 tai (x =5 -1/17)

94.4.1. Sievenna (tarkatarvot) a)~/32 b)82° c)logs 27 d)In/e
94.4.6. Ratkaise yhtalst @) 2°=34 b) (2°+1)%+(2*-3)*=10.
94.4.8. Milla xnarvollalg 3 +1g 5 +1g 2+ ... + g 5% +Ig =5 = 2

94.4.10. Tuotteen A hinta on kaksinkertainen tuotteen B hintaan ndhden. Hintojen tasaamiseksi A:n hintaa
alennetaan ja B:n korotetaan kuukausittain yhta suurella vakioprosentilla. Vuoden kuluttua B:n hinta on 76%
A:n hinnasta. Milloin hinnat ovat yhta suuret?

3
1.a)v32=2 b) 8= @2’3 = (\/%)2 = (%)*=% c)logs 27 =log; 3°=3 d)In\Je=In(e)* =%

6. a) 2x=€/Z : 2x:41/3 : 2x:(22)1/3 ;2x=22/3 X =2/3
b) (22 +2:2°+ 1+ (29%-6:2+9=10 ; 2:(2%)*-4.2"=0 ; (2%*-2:2"=0
22°-2)=0; (2°=0)tai2*-2=0 ;2"=2 ;x=1
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3., 4. .5 x-1
8.1g5+1lgg3+lgy+..+lgi 5 +1g5 7=

4 5 X-1 x X oy —
|g§'§'Z""'x 5 %- =Ig 100 ; Ig2 lg 100 E—lOO,x—ZOO

10. B:n hinta=H ; A:n hlnta 2H
B:n hinta kuukausntam =(1+ p/loog H : A:n hinta kuukausittain = (1 - p/100)" - 2H
(1 + p/100)*? - H = 0,76-(1 - p/100)*

;M)lz ( 1 + p/100 /10) o
(1-p/100 =121 VO : (T 51100 = 10355 ; p=1744
1,01744

(1 +1,744/100)" - H = (1 - 1,744/100)" - 2H ; (0,98256)n =2 In();nIn1,0354 =In 2
n=19,8 V:20kk kuluttua

94.5.1. Ratkaise yhtalo 2! =8

94.5.3. Laske funktioiden maarittelyjoukot a) f(x) = Y2x-3 b) f(x) = Ig(4 - x°)
94.5.5. Ratkaise yhtalo (Igx +2) - lg(x +2) =0

94.5.7. Olkoon log, 3 =x jalogs 2 =y. Laske log, 5 ja logs 6

1.20=8;27=2";x-1=3 ;x=4

3.a)2x-3>0 ;x>1% b)4-x2>0 X° < 4 x| <2 ;-2<x<2

5lgx+2)-lgx+2)=0 ;Mj:x>0jax>-2 ; Igx+2=0tailg(x+2)=0;
lgx=-2 tailg(x+2):lgl;ngzlglO'ztaix+2:l'x—OOl (taix=-1)

logs5 1 _log, 6 l0g;3:-2 log,3+log,2 x+1
logs 2 ~ y logs 6 = log5 = log,5 ~ log, 5 - =y(x+1)

7. |Ogg 5=

94.6.1. Ratkaise yhtalota) 2°' =4 b)\x-1=2 ¢) (x- 1)* =2

1
94.6.3. Maarita funktioiden a) f(x) = log, (4 - X>) b) f(x) = \/— maarittelyjoukot.
3-2x

94.6.4. Ratkaise yhtald 2logzx-1=0.
94.6.6. Ratkaise yhtalo 9" + 3 =12
94.6.7. Maarita kaksi lukua, joiden 10-kantaisten logaritmien summa on 3 ja erotus 1.

94.6.10. Janiskanta pienenee 20% viidessa vuodessa pienenemisen ollessa vuosittain prosentuaalisesti
samansuuruista. Missé ajassa janiskanta pienenee puoleen?

La)2t=4;2'=22 : x-1=2 : x=3 b)x-1=2[()* : x-1=16 ; x =17

O (-1*=2]Y() s x-1=%32 ; x=122
B

3.a)4-x" >0 ; x2<4 |<2 ; -2<x<2b)3-2x>0 ; -2x>-3 ; x<1%

4.a)2sinx-1=0 ; sihx=% ; S|nx=sin 30° ; x =30° + n-360° tai x = 150° + n-360°
b) 2logz x-1=0 ; Iog3x—1/z logs x = logs 3” ; x=3” \/5

6.9°+3 =12 ; (3)+3 -12=0 ;Kun3* =y, saadaany +y-12=0; y=3 taiy=-4
3*=3 Ux-1ta|3 =-4, jollaeloleratkalsua

lgx+Ilgy=3] -1 o L ~ ,
7{ng lgy=1] - 1 2lgx=4;lgx=2 ;lgx=1Ig10° ; x =100

2+Ilgy=3 ;lgy=1 ;Ilgy=Ig10 ;y=10

10. Janiskanta aluksi = K. Vuotuinen vahenemisprosentti =p

(Lf(c))_o) K=08" KII\/_) 55=0,95635 ; p=4,4%
0,95635 . K = 1K ” In () ; - In 0,95635 ~IN05 :n=155 V:noin 16 vuotta

95.1.1. Ratkaise yhtalot a) 9x° -4 =0 b) 9x*-4x=0 c) 9x*-4x-5=0
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8- 332
95.1.2. Sievenna a) logs; 18 + logs 42 b)

95.1.3. Ratkaise yhtalo \| x -1 =x -3
95.1.4. Milla a:n arvolla yhtalolla ax® + 4ax + 1 = 0 on vain yksi reaalinen ratkaisu? Mika on tama ratkaisu?
95.1.5. Ratkaise a) 4> <8 b) Ig(3x + 1) =2

24 ax -
95.1.6. Ratkaise epayhtald X—Xz%s <0

95.1.7. Tilan nelidpohjaisen ja 2,0 m syvan lietelantasailion tilavuus piti kasvattaa uusien ymparistdsaadosten
mukaisesti kaksinkertaiseksi. Tavoitteeseen paastiin kasvattamalla pohjanelion sivua 5,0 m. Kuinka suuri
tilavuus vaadittiin, ja mitka olivat alkuperaisen sailion mitat?

. ; 2 1 2
95.1.8. Sievenné lauseke ¢ + (7 - S7 7

95.1.9. Maarita aja b, kun x = 1 ja x = -2 ovat yhtalon x° + 2x* + ax + b = 0 ratkaisuja. Mik& on talléin yhtalon
kolmas ratkaisu?

95.1.10. Erdan hallituksen tavoitteena oli vahentaa tyottdmien maara puoleen neljasséa vuodessa. Kuinka
monta prosenttia tydttémien maaran pitéisi pudota vuosittain, jos maéara pienenisi joka vuosi yhtd monta
prosenttia? Montako vuotta tyéttémien maaran vaheneminen puoleen kestéisi, jos vahenemisprosentti
vuosittain on vain neljisosa edelld saadusta vahenemisprosentista?

wIN

4
1.a)9x2—4:O Coxi=4 x2:§ ;X =%
b)9x2—4x=0 ; X(Ox-4)=0 ; x=0tai9x-4=0; =4 ; x=

_4++\[16+180 4+14

5
2 -n - - by, =2
C)IX -4x-5=0 ; x= 18 =718 ,x—lta|x—-9

[(oJ >N

2. a) log; 18 + log; 4% = log; 18 - 4% = logs 81 = log; 3* = 4

\ ’83/3_2 _ (23 . (25)1/3)1/2 _ (23 . 25/3)1/2 ~ (214/3)1/2 27/3
- 173 - 173

S > 5 =Sm=2"=22=4
2

b)

21/3 2
C?..\/x—l:x—3||()2 i X-1=x2-6x+9 ; xX*-7x+10=0

X_7¢\/49-4o_7¢3
= 5 -

5 Xx=5taix=2

TARK:\[56-1=5-3 :\[4=2Tosi ;\[2-1=2-3 ;\[1=-1epéatosi ; V:x=5

4.D=0; 16a°-4a=0 ; 4a(4a-1)=0 ; a=0Otaida-1=0 ; da=1 ;a=Y
Josa=0,onyhtdl6 0+ 0+ 1 =0, jolla ei ole ratkaisua
Josa=Y:,onyhtald Vax’ +x+1=0 ; X’ +4x+4=0 ; (x+2)°=0 ; x+2=0 ; x=-2

+ + + 1
5.a) 4% <8 (29¥ 1 <2®; 2% <2® ; 6x+2<3 ; 6x<1 ; X<g

b)log(3x+1)=2 ; 3x+1=10"; 3x=99 ;x=33; MJ:3x+1=333+1=100>0

6.0S:nkx’+4x-5=0

NIM:nk: X*-4=0 ; x*=4 ; x=+2 Kuvaaja ylosp. auk. par. Merkit + -2 - 2 +
Merkit taulukkoon, josta murtolausekkeen merkit + -5--2+ 1-2 + V:-5<x<-2tail<x<2

-4++[16+20 -4+6
s =

5 X< 1 tai x =-5. Kuvaaja ylésp. auk. par. Merkit + -5 -1 +

7. Olk. alkuperéisen nelién sivu = x
2 -Vaxk=Vuus ;2-20-x =2,0-(x+5)* ; 2X*=x*+10x+25 ; x°-10x-25=0

X_10¢\/1oo+100_1011o\/§_
= 5 =TS

5+ 5\/5 . Koska negat. ei kdy, on x =5 + 5\/5 ~12m
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Alkuperéiset mitatovat 12m x 12m x 2,0m ; Vyys=2,0mx 17 mx 17 m =580 m?

g2, 1 2 _2, 1 2 _2x+(x-1) _ x+1 2x B
XXX TX -1 T x TX(X-1) T (X D(x-1) Tx(x+D(x-1) T x(x+D)(x-1) T x(x+1)(x-1) "
2 -2+x+1-2x 2 -x-1 2(x-1)(x+Y%) 2x+1

X(X+1)(x-1) " x(x+1)(x-1)" x(x+1)(x-1) " x(x +1)

1+2+a +b=0 [ a+b=-3]| -1 _{a+b:-3 _ o ) _ D=
9'{-8+8-2a+b:0'{-2a+b:0||-(-l)’ 2a-b=0 2=-3;a=-1;-1+b=-3;b=-2
x3+2x2-x-2:O;x2(x+2)-(x+2):0;(xz-l)(x+2):O
x*-1=0taix+2=0 ; x=+1taix=2 ; Kolmas ratkaisu on x = -1.

10.T,=T-a" ;%T=T -a';a'=% ;a=1/050=0,84=1-0,16 ; V: 16%
Jos vahenemis-% =4 ,%T=T-0,96" ; 0,96"=0,50]|1g () ; lg 0,96" =g 0,50
n-lg0,96=I1g0,50 [|:1g0,96 ; n=17 V:17 vuotta

95.2.1. Ratkaise epéyhtalot  a) X > 64 b) X% < 64x

95.2.2. Jaa tekijoihin polynomit a) 6a° - 4a> b)b®-25b ¢)c®- 5¢c + 4

15

95.2.3. Sievennd a) /3 - (3/?3) b) log, 16

95.2.4. Ratkaise yhtalot a) 3*" = 27 b) Ig x + g (x - 3) = 1.

95.2.5. Ratkaise yhtald 2x° + 3x* - 8x + 3 = 0, kun tiedetaan, etta yksi ratkaisu on x = 1.
95.2.6. Olkoon log;, 3 = a. Mité on a:n avulla lausuttuna a) log, 6 b) logs 12 ?

95.2.7. Mitka ovat yhtalon 2x° - 3x - 4 = 0 ratkaisujen summa ja tulo? Anna yksi sellainen toisen asteen
yhtald, jonka ratkaisut ovat kaksi kertaa niin suuret kuin edellisen yhtalén?

2Xx+a - U
x-b < 0 ratkaisujoukkoon [ 1, 4 [. M&éritd a ja b.

95.2.8. Epayhtélon

95.2.9. Auto maksoi uutena 160 000 mk ja kolme vuotta kaytettynd 102 000 mk. Kuinka monen vuoden
ikdisena auton saisi 50 000 mk:lla, jos oletetaan hinnan putoavan joka vuosi yhtd monta prosenttia?
95.2.10. Weberin-Fechnerin lain mukaan korvan aistiman arsykkeen suuruus on verrannollinen intensiteetin
(1) logaritmiin. Talldin &&nen voimakkuus (S) desibeleina on S(I) = 10 - Ig I missé lo on kuulokynnys 10 12

W/m?. Eraassa 40 oppilaan opetusryhmassa aanen voimakkuus on suurimmillaan 80 dB. Voiko nailla
tiedoilla olettaa, ettd ryhméan puolitus aiheuttaisi suurimman aanen voimakkuuden putoamisen normaalin
puheen tasolle eli 40 desibeliin samassa opetustilassa?

1. a) X°>64 NKixX°=64 ; x=%8 ; kuvaaja: ylosp. auk. par. Merkit: + -8 - 8 + Xx<-8taix>8
b) x° < 64x NK: x*-64x =0 ; x(x - 64) =0 ; x = 0 tai x = 64 , ylosp. auk. par. Merkit: + 0 - 64 + 0<x < 64

2.a)6a°-4a° =2a°(3a-2) b)b’-25b=Db(b’-25)=b(b+5)(b - 5)

5%+/25-16_5#3
= 2 =72

c)cz-5c+4:0;x c:4taic:1;02-50+4:(c-4)(c-1)

3. a) 4\1/§ ( % )1,5 =3l ( 36 )1,5 _ gl4 | gli4 _ glia+lid _ g1/2 _ \/g b) log, 16 = log, 42 =2

4.2)3%1=27 ; 3%7=3%; 2x-1=3 ; 2x=4 ; x=2 b)MI: x>0JAx-3>0;x>3
lgx+1g(x-3)=1; Igx(x-3)=1g10 ; x(x-3)=10 ; x*-3x-10=0

X_3¢\/9+4o_3¢7
- > -

5 x=5 (taix=-2)

5.2x° +3x°-8x +3=0 ; Koska x = 1 on ratkaisu, polynomin tekijana on (x - 1)
(x-1)2x°+5x-3)=0 ;x-1=0tai2x*+5x-3=0

-5++/25+24 -5+7
7 =

2 X=Ytaix=-3

Xx=1taix=

6. a) log, 3 = a; liséksi tiedetdan, ettd log, 2=1;log, 6 =log, 2-3=log, 2 +log, 3=1+a
b | 12_Iogz12_Iogz3-2-2_logz3+logzz+I0922_a+1+1_a+2
) logs 12 = log 3 = log,3 ~ log, 3 - a T a
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:'?:1]/2;X1'X2:5:7:'2
Y1+ Yo =2X + 2%, = 2(Xp + X)) =2 - 1% =3 [ Y1 - Yo = 2X; - 2X = 4X1 X, = - 8
ts.—g:3ja§:—8 . Valitaana =1, jolloinb=-3jac=-8 ;y*-3y-8=0

8. Rj=[1,4] ts. 1 <x<4 ; Koska x =1 kuuluu mukaan, on sen oltava osoittajan nollakohtats. 2 +a =0
=-2 Toinen raja x = 4 tulee talldin olla nimittjan nollakohta ; 4-b=0 ; b =4

3 . I
9.102 000 =16000 - a° ; a’>=0,6375 || \N(); a=0,86=1-0,14 ; Hinta laskee vuosittain 14%
50 000 = 160 000 - 0,86" ; 0,86" =0,3125|[lg( ); n-1g0,86=1g0, 3125 ; n=7,7 V: 8 vuotta

10. 40 oppilasta: 80 = 10 - Igi ;8= Igi : ﬁ: 10® ; 1=10°- 1, = 10°- 10" W/m? = 10" W/m?

20 oppilasta: kurkuista lahtee tehoa vain puolet edellisesta eli 1 = 0,5 - 10 W/m?

~ 0,5-10" T _
S()=10-lg =757 —=10-Ig (5 -107) =77 (dB) > 40 dB V: El

95.3.1. limoita kolmen desimaalin tarkkuudella a) Ig 0,567 b)In 9 c)log, 5 d) 33 e) % .
95.3.2. Ratkaise yhtalét a)3x°=-x b) x*-2x-1=0

95.3.3. Milloin funktio &) f(x) = Ig (x2 - 4) on maadritelty b) f(x) = (2a - 3)" on kasvava?
95.3.4. Ratkaise yhtél6d Ig3x-1lg (x-2)=1

95.3.5. Polynomi 2x° - 4x® + 5x + a on jaollinen polynomilla x + 1. Mik& on jakojaannds, kun nain saatu
polynomi jaetaan polynomilla x - 1?

95.3.6. Laske a) log, % b) \/5 : %/52 : %
Ex

95.3.7. Méaarita se kolmannen asteen polynomi P(x), jolle x = - 2 on kaksinkertainen nollakohta ja x =1
nollakohta seké joka saa arvon 8, kun x = 0. Ratkaise epayhtalo P(x) > 0.

X+ 4x -5

X+5 <0

95.3.8. Ratkaise epayhtalo

95.3.9. Ratkaise yhtalo  \XC- X2 + 8x = x + 1.

95.3.10. Milla a:n arvoilla paraabeliny = ax’ +2ax - 3 huippu on x-akselin ylapuolella?

1. a) -0,246 b) 2,197 c) log, 5 = 'g—g =2,322d) 4,171 e) 1,495

22)3x°=-x ; 3’ +x=0; x(3x+1)=0 ; x=0tai3x+1=0 ; Xx=0taix=-x

3
b)x:21\2/4+4:2i22\/§:1i\/§

3.a) X -4>0NKix=+2 ; Kuvaaja ylosp. auk. par. Merkit +-2-2+ V:x>2taix<-2
b) Kantaluku>1 ; 2a-3>1 ; 2a>4 ; a>2

4.1g3x-lg(x-2)=1 MJI:3x>0JAx-2>0; x>0JAx>2

BX L 3X o e
ng_2— ,X_2—10 ,3x-10x-20,7x-20.x-27

5. P(x) jaollinen (x + 1):ll& ; x =-1 on nollakohta ; -2-4-5+a=0; a=11
PX)=2x°-4x°+5x+11 ; JJ=P(1)=2-4+5+11=14

1 1 . 3 6 .
6.2) loga —— = 10ga 575 = loga a®® =-3/5 b)\a-Va¥:;=a" a2 =2 P =al=a
a

7.P(x)=a(x+2)°(x-1) ; P0)=8 ; a-4-(-1)=8 ; a=-2 ; P(x)=-2(x +2)°(x - 1)
Kuvaaja: kulkee ylh&aalta alas, hipaisee x-akselia -2:ssa ja alapuolelle 1:n jalkeen V: x <1, x# -2
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-4+[16+20 -4+6
> -

8. 0S: NKx = 5 1 X< 1tai x =-5 Kuv. ylosp. auk. par. Merkit: +-5-1 +

NIM: NK: x +5=0 ; x=-5 Kuv: nouseva suora , Merkit: - -5 +
Merkit taulukkoon, josta:--5-1+ V:ix<1l,x#-5

3
9. Y- +8x=x+1|()}; ®-x*+8x=x>+3x°+3x+1 ; 4x*-5x+1=0

L _5%\25-16 53
= = -

3 s X=1ltaix =%

10. 1° jos a > 0, on kuvaaja yldspain aukeava paraabeli, jolloin paraabelin huippu on x-akselin ylapuolella,
josD<0 ; 4a®°+12a<0 ; NK:4a(a+3)=0 a=0taia=-3 Kuv.ylosp. auk. par. Merkit: + -3 - 0 +

-3 <a<0, joista mikdan ei ole > 0. Joten talla alueella ei ole ratkaisua.

2° jos a <0, on kuvaaja alaspéin aukeava paraabeli, jolloin paraabelin huippu on x-akselin ylapuolella, jos D
>0; 4a°+12a>0; NK:a=0taia=-3Kuv. ylosp. auk. par. Merkit: + -3 -0 +

a > 0 tai a < -3 ,joista vain jalkimmaiset ovat alueella 2° V:a<-3

95.4.1. Ratkaise yhtalét a) x°-4x+3=0 b)x*-2x-1=0.

95.4.2. Sievenna a) \[a® b) a®®: a*? c) log, 1/a
95.4.3. Ratkaise a) 4= 2°"* b) log, (3x - 1) = 3

o 2%-3x-5
95.4.4. Supista. —4 7 75-~

95.4.5. Ratkaise a) 2x > 128 b) 2x*> 128 c¢) 2x° > 128

95.4.6. Maapallon vékiluku oli 1987 5 mrd ja vuotuinen kasvuvauhti on 1,7 %. Kuinka monta asukasta on
maapallolla vuonna 20007? Jos vuotuinen kasvuprosentti putoaa vuonna 2000 1,5%:iin ja 2020 1,3%:iin, niin
milloin maapallolla on 10 mrd asukasta?

95.4.7. Olkoon P(x) = 2x3 - 7x* + 7x - 2. Ratkaise epayhtalo P(x) > 0, kun x = 1 on yksi polynomin nollakohta.

95.4.8. Milla a:n arvolla yhtalélla x? + ax + a = 1 on kaksinkertainen ratkaisu? Mika tama ratkaisu on?

95.4.9. a) Mika on jakojaannos, kun polynomi  P(x) = 2x*” + 3x'® + 4x* - 5 jaetaan polynomilla x - 1 ?
b) Onko (x + 1) polynomin P(x) tekija?  c) Onko P(x) jaollinen (x*- 1) : lla ?

95.4.10. Ratkaise yhtalo \/?( +142x+1=5.

4£16-12 4+2
> =

1.a)x2—4x+3:0;x: > ; Xx=3taix=1

b)x2—2x—1:O ; X:Zir J24+4:2i22\/§:11\/§

4 - 6 -
2.a)\Va2=a=a’ b)a®®:a=a* " =a"=1a c)log, l/a=log,a*=-1

3.a)4 =2, 29 =2°%; 2%=2"": 2x=3-x ; 3x=3 ; x=1
b) log, (3x-1)=3 ; 3x-1=2% ; 3x=1+8 ; 3x=9 ;x=3

c X=2%taix=-1

3+4/0+40 3%7
=22

4.0S:NK2x*-3x-5=0 : x 7

2x°-3x-5_ 2(x-2%)(x+1) (2x-5)(x+1) x+1
4x°-10x ~  2x(2x-5) T 2x(2x-5) ~ 2x

5.2)2x>128|:2 ; x>64 b)2x*>128 ; x*>64 |\ ;|x|>8 ; x>8taix<-8
Q) 2x%>128 ; X*>64 || ; x>4

6. Vuonna 2000 on asukkaista A=A, -a" ; A=5mrd - 1,017 = 6,23 mrd
Vuonna 2020 on asukkaista A = 6,23 mrd - 1,015% = 8,39 mrd
10 mrd = 8,39 - 1,013" ||:8,39; 1,192 =1,013" || Ig() ;lg 1,192 =x - 1g 1,013 ; x = 14 V: vuonna 2034

7.P(x) =2X° - 7X" + 7x - 2 = (x - 1)(2x° - 5x + 2) , koska x = 1 on NK. Il tekija jakamalla
PX)=0 ; (x-1)2x°-5x+2)=0 ; x-1=0tai2x*-5x+2=0 ;x=1;x=2;x=%
Piirtamalla kuvaaja ja katsomalla milloin se on x-akselin ylapuolella 2 < x <1 tai x > 2
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8.x°+ax+a=1;x +ax+(a-1)=0 ;kaksinkertainen ratkaisu, josD=0 ;a°-4(a-1)=0
a’-4a+4=0; (a-2)°=0 ; a=2, jolloin yhtaloksi tuleex’ +2x +1=0 ; (x+1)°=0 ;x=-1

9. agJJ:P(l):2+3+4-5 =4b)P(-1)=-2+3+4-5=0, joten JJ =0 eli on jaollinen
€) X“ - 1=(x - 1)(x + 1). P(x) on jaollinen (x2 - 1):114, jos se on jaollinen kummallakin tekijélla. Koska kohdan a
mukaan P(x) ei ole jaollinen (x - 1):114, P(x) ei ole jaollinen (x2 - 1):lla

10.AX +2x+ 1 =5 2x + 1 =5-/X || ()? ; 2x+ 1 =25 - 10\x + x ; 10\/x = 24 - x || ()?

148 /21904 - 2304 _ 148 + 140
> =

2

100X =576 - 48X + X° ; X°- 148X +576=0 : X =

X =144 tai x =4 TARK; x = 144 :\[144 +[289 =5 ; 12 + 17 = 5 (ei kay)
Xx=4:4++/9=5; 2+3=5 (kdy) V:x=4

96.1.1. Ratkaise a) yhtalo 2x% = Bx b) epayhtalo 2x% < Bx ¢) yhtald x(x - 5) = 6
96.1.2. Ratkaise yhtald a) 3x> = 192 b) x° - 64 = 0 ¢) X' = 27
96.1.3. Sievenna a) log, \/8 b) log; 18a - log; 2a c) In e™*?.

96.1.4. Ratkaise x, tarkka arvo ja likiarvo 3 numeron tarkkuudella a) 3 Ig x = - 2 b) 5" =125 ¢) e* =3

96.1.5. Ratkaise yhtalo \/3x + 1 + 2x = 0

96.1.6. Milla vakion k arvoilla epayhtalo 2x* - 3kx + 1 > 0 on aina tosi?

96.1.7. Yhtalon 2x% - 3x% + ax + 12 = 0 eréas ratkaisu on x = -3. Ma&arita yhtalén muut ratkaisut.

96.1.8. Ratkaise a)3-4<96 b)(3)?-2.3+1=0

96.1.9. Milla vakion a arvoilla yhtalén 2x% - 12x + a = 0 ratkaisut ovat positiivisia kokonaislukuja?
96.1.10. Kaupunkialueella oleva suorakulmion muotoinen maapalsta, jonka sivut ovat 75 m ja 160 m,

kaavoitettiin samankokoisiksi asuintonteiksi. Myohemmin tonttien kokoa paatettiin pienentaa 200 m2lla,
jolloin saatiin 5 tonttia enemman. Mink& kokoisia tontit olivat ja kuinka monta niitd lopulta saatiin?

1.8) 2x°=5%;2X°-5x=0; x(2x-5)=0;x=0tai2x-5=0; x = 0 tai x = 2%
b) Kuv. ylosp. auk. par. Merkit: + 0 - 2% + V:0<x<2%

5+\25+24 5%7
> =

2 (X=6taix=-1

C)X(X-5)=6;X°-5x-6=0;x=

2.2)3¢%=192:3: =64 | N();x=4 b)x*-64=0:x=64[|();|x|=2:x=£2
Q)X =27 [ (PMP>0:x*=729 | /() ;x=9

3. a) log, \/8 = log, 8" = log, (2°)* = log, 2** = 1%
b) log; 18a - logs 2a = logs 18a:2a =log; 9 =log; 3°=2 c)Ine*®=-4/3

4.a)31lgx=-2|:3;lgx=-2/3;x=10%~0,215
b) 5%t =125;5™"=5%; 7x +1=3;7x=2;x=2/7 ~ 0,286
c)e”=3In();Ine*=In3;2x=1In3;x=%:In3~0549

5.48x+1+2x=0;/3x+1=-2x|| ()*EHTO: -2x>0ts.x <0

3++/9+16 3+5
=

3 y(x=1)taix =-Y

3X+1=4x2;4x°-3x-1=0;x=

6.2x° - 3kx + 1 >0 ; vas. puolen méaritteleman funktion kuvaajan on oltava x-akselilla tai sen ylapuolella. Ts.
nollakohtia ei ole tai sitten on yksi kaksinkertainen ratkaisu ts. D <0

(3k)2—8£0;9k2£8||:9;kzﬁg;NK:k=il§ Kuv. ylosp. auk. par. Merkit : + - + -%égkg+é3é

7.2x3-3x2+ax+12:0;x:-3ratk.:>2-(-27)+3-(-9)+a-(-3)+12:0;-54-27-3a+12:0;a:-23;
YHT: 2x* - 3x* - 23x + 12 =0 ; x = - 3 on NK = tekijana (x + 3) , toinen jakamalla (x + 3)(2x* - 9x + 4) = 0

9+481-32 9+7
7 =

2 X=4taix=%

X+3=0tai2x’-9x+4=0:x=-3taix=

8.2)3 -4°<96|:3:4°<32;(2°)<2°;2%<2°;2x<5;x<2%
b) (3)°-2-3+1=0;3=y=y*-2y+1=0;(y-1)°=0;y=1;3x=1;3x=30;x=0
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9.2x°-12x+a=0; X1+ X = - % =6 . Kun x; ja X, pos. kokonaislukuja

X1 =1 ja X, =5 (tai painvastoin) ; X; -X, =5 = % ;a=10

X1 = 2ja X, = 4 (tai pdinvastoin) ; x; - X, =8=%a;a=16 Xx;=3jaX,=3;X; X, =9=%a;a=18

10. Ala = 75 -160 m” = 12 000 m*. Olkoon tontteja alussa = x , lopussa = x + 5

12 000
, koko lopussa = <+ 5

Tontin koko alussa = 12 000

12 000 12 000
X ~ X+5

+200 || -X(x + 5) ; 12 000(x + 5) = 12 000x + 200x(x + 5) || : 200

-5 +1/25 + 1200 _
> -

-5+35
2

60x + 300 = 60x + X* + 5x ; X +5x-300=0; x =
Tontit olivat alaltaan lopuksi 600 m? ja niita oli 20.

; X =15 (tai x = -20)

3
96.2.1. Laske a) \/-E b) (- %)1’3 c) Ig 100 .

96.2.2. Ratkaise a) 3x° + 4x - 4 =0 b) 3x’ + 4x - 4 < 0 c) Jaa tekijoihin 3x° + 4x - 4.
96.2.3. Ratkaise a) \/x - L=3b) (x-1)*=3¢) 31 =3
3

96.2.4. Sievenna lauseke a) log, 4x? - 2log, x b) \/7\/7
96.2.5. Ratkaise yhtaldo 2\(x +5-x=2
96.2.6. Milla a:n arvoilla yhtalolla X2 + (a+ 1)x + 1 =0 ei ole reaalisia ratkaisuja?

: ; 2x-5 3 4
96.2.7. Sievenna lauseke T7 "+ 7+
96.2.8. Ratkaise epayhtald x° - 2x% - 3x + 6 > 0

96.2.9. Mitka kokonaisluvut voivat olla yhtalén x> +ax+3=0 ratkaisuja. Mika ovat talldin yhtalon ratkaisut?

96.2.10. Puutarhurilla oli 370 kukantainta. Han teki niista kaksi nelion muotoista téyteen istutettua
kukkapenkkia (yhtd monta tainta joka rivilla molempiin suuntiin) siten, etta toiseen nelioon tuli sivuille 3 tainta
enemman kuin toiseen. Nain jai yksi taimi yli. Kuinka monta tainta han istutti kumpaankin penkkiin?

3

1. Q) -g:-% b)(—%)”e’ei ole maaritelty  c) Ig 100 = log 10% = 2
2.a)3x2+4x—4=0;x=_41 “é6+48=_4818;x=%taix=-2
b) Kuv. Ylosp. auk. par. Merkit: + - + V: —2<x<% c) 3x2+4x—4=3(x+2)(x—%)=(x+2)(3x—2)

3.a)\_3_/x—1=3||()3;x—1=27;x=28 b) (x-1)°=3 || x-1=x3:x=1+3
)3 =3;x-1=1;x=2

4. a) log, 4x” - 2log, x = log, 4 + log, X° - log, X° = log, 2° =2

b) 3 7{R(,7) - (7 . 71/2 )1/3 - ( 73/2 )1/3 - 73/2 -1/3 - 71/2 — \/7

5.2Yx+5-Xx=2 ; 2\[Xx+5=x+2|| ()?;4X+5) =X +4x + 44X + 20 = X" + 4x + 4 ;X =16 ;X =+ 4
TARK: X =4 :2N/4+5-4=2:2.3-4=2TOS| x=-4:2\]-4+5-4=2;2.1-4=2EPATOSI V:x=4

6. Yhtalolla x° + (a + 1)x + 1 = 0 ei ole reaalisia ratkaisuja, jos yhtalén D < 0
(a+1)*-4<0;a°+2a+1-4<0;a°-2a-3<0

-2+\4+12 -2+4 _ .

NK: a = > == ;a=-3taia=1 Kuv: Ylosp. auk. par. Merkit: + -3 -1 + V:-3<ax<l
2x-5 3 4 _2x-5 3 X 41 9x.5 3x 4x-4 _2x-5+3x+4x-4_ 9x-9
T7.=2 + +—= + + = + + = - -
X=X x-1 x"x(x-1) x-1 X X(x-1)  x(x-1)  x(x-1) X(x - 1) X(x - 1)
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9(x-1) 9
X(x-1) " X

8.X-2X°-3x+6>0 NK:x°(x-2)-3(x-2)=0;(x-2)(x-3)=0;x-2=0taix"-3=0
x:2taix:i\/§ KUVAAJA: alhaalta ylos, ylittaé x-aks. NK:ssa Merkit: - + - + V:-\/§<x<\/§taix>2

9. Tulo=3;x::x,=3,jolloinx; =3 jax, =1 TAIX;=1ljax, =3 TAIXx;=-3jax, =-1 TAIx; =-1jax,=-3
9+3a+3=0TAl1-a+3=0; 3a=-12TAl -a=-4 ;a=-4TAla=4

10. Olkoon 1. Nelidssa x kukkaa rivilla , jolloin niita ka|kk|aan x-X kpl ja 2. neliéssa on x + 3 kukkaa rivilla ja
siis (x + 3) kukkaa ka|kk|aan
(X+3)°+x*+1=370;x°+6x+9+x°+1-370=0;2x°+6x-360=0;x*+3x-180=0

-3i\/9+720 -3+27

X = > > =12 (taix =-15) V: 1. penkkiin 144 kpl ja 2. penkkiin 225 kpl

96.3.1. Ratkaise yhtalo a) xX° - 3x =0 b) x*-4=0c) xX*-5x +6 =0
96.3.2. Si 4 lausek 3lb| L)
.3.2. Sievenna lauseke a) 57 ) 1003 57 C) (27)

96.3.3. Ratkaise epayhtald a) yx - 3>2b) (x-3)°>2¢) 3% >9

96.3.4. Sievenna a) % . % . \/E - 6 b) 2logs x + logs 4x - logs X3

96.3.5. Ratkaise yhtalo \/2x -3+9=x

96.3.6. Sievenna lauseke v ?Zx ja laske sen jalkeen lausekkeen arvo, kun x = 14,

Xx-2 XX
96.3.7. Ratkaise epayhtalo | 2x - 1| <|x + 2|

96.3.8. Mik& arvo on luvulla a, kun epayhtalén x>+ ax® - 11x + 12 > 0 toteutumisalueen yhtena rajana on
x = 1. Ratkaise taman jalkeen koko epéayhtalo.

96.3.9. Suorakulmion muotoisen 2000 m? suuruisen joenrantatontin kolmelle muulle kuin joenrannan
suuntaiselle sivulle istutetaan pensasaita ja yhdelle sivulle jatetaan 3 m levea aukko tieta varten.
Pensasaidan istutuskustannukset ovat 30 mk/m. Maarita tontin mitat, kun aita maksoi 3810 mk?

96.3.10. Kolmannen asteen polynomilla P(x) on kaksinkertainen nollakohta x = 1.
Kun polynomi jaetaan (x + 1):1l& on jakojaannos 8. Maarita polynomi, kun P(2)= 5.

1.a)x°-3x=0;x(x-3)=0;x=0taix-3=0;x=0taix=3 b)x* =4 ;x=+2

5+£25-24 5%1

c)x*-5x+6=0;x= > ==57;x=3taix=2

31 1 1 i 1 1 1 1
2.8)\[37=3 D)logan7=l0gs3%=-3 ©) (57)"°=[(7)" "= =73

3a)\/ 3>2||(2) x-3>8:x>11b) (x-3)°>2[|N();x-3>2;x>3+32
c)3 >9;3" -3>2;x>5

4.a)\/(_3-\/(_3-\/6-6=61’6-61’3-61’2-6=61’6+1’3+%”=62=36

2 3
X" - 4x 4x
b) 2logs X + logs 4x - logs X* = logs X* + logs 4x - logs X* = logs =<3 = log; 7 = logs 4

5.42x-3+9=x;12x-3=x- 9||() (Ehto: x>9);2x-3:x2-18x+81

20 \/400 336 _ 20 +8

X*-20x +84=0; ;x=14(taix=6)
6 3 +§ 6 3 ﬂ 6 3x +4(x-2) 6  3x+4x-8-6_7x-14 7(x-2)
X2 X X xTx-2* X TX(X-2) TX(X-2) T X(x-2) Tx(X-2) T x(x-2) " x(x-2) " x(x-2)

7 aamvee Lot
—X,Jon aarv0—14 2

7. 2x-1<|x+2]]| () ;(@x-1)"<(x+2)°;4x -4x+1<x +4x+4;3x°-8x-3<0
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8+/64+36 8+10
6 G

NK: x = ;X:Staix:-%;Kuv:YIdsp.auk. par. Merkit: + - + V:-%<x<3

8.Rajax=1l<x=10onNK;1°+a-1°-11-1+12=0;a=-2
Jakamalla x3-2x2-1lx+12:o;(x-1)(x2-x-12):0;x-1:0taix2-x-12:0 ; X-1=0tai

X_li\/1+48_1i7
= 5 -

5 X= 4 tai x = -3 ; Kuv: alhaalta ylgs, ylittda x-akselin NK:issa V:-3<x<1ltaix>4

Ala_ 2000

9. Olkoon rannan suuntainen sivu = x ; toinen sivu = Y - x

(X+2-&)?0-3)-30:3810;X+m-32127||-X;X2-l3OX+4000:O;X:

X
130 + 30 Co . . . C . .
— 5 XS 80 m, jolloin toiset sivut 25 m ja 25 m tai x = 50 m, jolloin toiset sivut 40 m ja 40 m.

130 +1/16900 - 16000 _
5 =

_ [J)=8 [P(-1)=8 [4-(-a+b)=8 [-a+b=2](-1)
10. P(X)‘(X'l)z(a“b)’{P(z):s’{P(z) -5 ’{1-(2a+b) 34 2a+b=5|1
3a=3;a=1:2+b=5;b=3;P(X)=(x-1)*x+3)=(x*-2x+ 1)(x +3) =x>+ x* - 5x + 3

97.1.2. Ratkaise a) yhtald (2x - 3)(x* - 4) = 0 b) epayhtald (x - 1)* < x(X + 2)
97.1.4. Ratkaise epayhtald a) 3x° - 4x <0 b) 3x° - 4x - 4> 0

97.1.6. Milla c:n arvolla yhtalolla 2x%- 4x + ¢ = 0 on kaksinkertainen ratkaisu? Mika tama kaksinkertainen
ratkaisu talléin on?

97.1.10. Sarkyvaa tavaraa sisaltava kuution muotoinen laatikko on pakattava suuremman kuution muotoisen
laatikon sisdan niin, etté laatikoiden seinien vélissa on joka kohdassa 5 cm levea tila, joka téytetédén
vaahtomuovirouheella. Mika on sellaisen pienemman kuution sdrm4, jonka paketin taytteeseen kuluu 37 dm?®
rouhetta?

2.a)(2x-3)(X*-4)=0;2x-3=0taix’-4=0;2x=3taix" =4 ; x = 1% tai x = +2
b)(x-l)2<x(x+2);x2-2x+1<x2+2x;-2x-2x<-1;-4x<-1||:(-4);x>1/4

4.a)[3x°-4x < 0| NK: x(3x-4)=0;x=0tai3x - 4=0; x = 4/3 ; PAR: yl6sp. aukeava V:0<x <4/3

4:\/16+48 4+8 . - 2,
b) [3x"-4x-4>0[ NK: x = 6 :T;x:2ta|x:§2;PAR:yIC')sp.aukeava V:x<§2ta|x>2

6. 2-kertainen ratkaisu,gosD:O;16-8c=0;—8c=—16 |:(-8);c=2
2x2-4x+2:0||:2;x —2x+1:0;(x-1)2:0;x:1

10. Olkoon sisemman kuution sivu = x, ulomman kuution sivu = x + 1 (dm)
Sisemman kuution tilavuus = x® ; Ulomman kuution tilavuus = (x + 1)°
Rouheen tilavuus = (x + 12)3 -x

(x+1)3-x3:37;x3+3x +3x+1-x3:37;3x2+3x-36:0;x2+x-1220

X_—li\/1+48_—1i7
= : =

> ;X =3 (taix=-4); V:sivu on 30 cm.

97.2.2. Ratkaise yhtalo a) 9x* - 16 =0 b) 9x° - 16x=0c) 9x* - 16x -4 =0
97.2.5. Milla a:n arvoilla yhtalolla x* + 12x + a = 0 ei ole ratkaisua?
97.2.8. Ratkaise kaksoisepayhtalo X2 <2x+3 <X +3.

97.2.9. Maarita a ja b, kun epayhtalon x*+ax+b<0 ratkaisujoukko on]-2,3 [.

2.a)9x2-16:O;9x2:16;x2:%;x:i%

b 9x2-16x:0;x9x-16 :0;sztai9x-16:0;9x:16;x:1—6:11
9 9

16 +/256 + 144 16+ 20
18 -

. 2
18 ,x-2ta|X—-9

c)9x2-16x-4=0;x=

5. Yhtalslla x° + 12x + a = 0 ei ole ratkaisua, jos yhtalén diskriminantti on negatiivinen
D<0;122-4a<0;-4a<-144|| (-4);a>36
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8. X <2X+3<xX +3 ; X' <2Xx+3 JA 2X+3<x°+3 ;X -2x-3<0 JA 2x-xX°<0

2+4+12 24

I:NK:x*-2x-3=0;x= > == ;X =3taix=-1; PAR: ylop. aukeava -1<x<3

II:NK:x(2-x)=0;x=0taix=2; PAR: alasp. aukeava x<O0taix>2
Tee lukusuorataulukko, johon merkitset ylimmalle riville toteutumisalueeksi -1 < x < 3 ja toiselle riville
vastaavasti X < 0 ja X > 2 sek& kolmannelle yhteinen toteutumisalue , jostaV:-1<x<0tai2<x<3

9. Koska ey toteutuu valilla ]-2,3[ taytyy nollakohtien ollax =-2 jax =3

x=-2onNK [4-2a+b=0]|-(-1).
{szonNK’{9+3a+b:0|l ;5+5a=0;a=-1;4+2+b=0;b=-6

97.3.1. Ratkaise yhtalo \X° + 1 = 2

4 1 27 \?3
97.3.2. Sievennd )\ [g7 b) (3 43> c) log /10
97.3.3. Ratkaise yhtalot a) 2> *=4>"° p)Ig (2x-3) =1
97.3.4. Maarita a, kun binomi x + 2 on polynomin x> + ax® + 3x - 2 tekija.
97.3.5. Ratkaise epéayhtalo | 2x - 3| <|x+ 1|

97.3.6. Mika reaaliluku x toteuttaa yhtalén x +/2x + 1 =77

97.3.7. Milla x:illa toteutuu epayhtal® (x2 +X)(x-3)>2x-6

~ion

. 3 4 . :
97.3.8. Sievenna lauseke X X2 pRvRRva e laske sen jalkeen lausekkeen arvo kun x =

2

. " lga®-1g1l - . - s L
97.3.9. Osoita, etté lausekkeen Inaa N 1(())0 arvo ei riipu vakion a > 0 arvosta. Mik& on tamé vakioarvo?

97.3.10. Vetelin asukasluku oli vuoden 1997 alussa 4013 ja vuoden 1998 alussa 3980. Jos vakiluku vahenee
vuosittain yht& monta prosenttia, niin milloin Vetelin véakiluku on alle 30007

1.3/;6+_1=2||()3  x°+1=8:x°=7 ||$/(_);x=isﬁ

16 27\*? 3[27 1% 3V 9 5
2. a) ___b)(3 3) _( ﬁ) :(7> — = C) |g ' 10 = |g 10/_1/2
8

3. a) 23x-4=45x-6 3x-4 _ (2 )Sx 6. 3><-4=210x-12;SX_4:10X_12;7X:8;X:_
b)lg(2x-3)=1MJ:2x-3>0; Ig(2x 3)—Ig10 2Xx-3=10;2x=13 ;X =6%

~

4x+20ntek|1a<:>x-—20n polynomin x> + ax” + 3x - 2 nollakohta
(-2°%+a(-2>+3:(-2)-2=0; 8+4a 6-2=0;4a=16; a 4

B 2x-3|<|x+1||[();4x°-12x+9<x +2x+1;3x -14x+8<0

14 £4/196-96 14+ 10

NK: x = 6 =T X< 4 tai x = 2/3 Kuv: ylosp. auk. par. Merkit: + - + V:2/3<x<4

6.X+\2X+1=7;\2x+1=7-x||()?;2x+1=49 - 14x + x* ; x> - 16X + 48 = 0

_16++/256-192 16+8
- > -

2 Xx=12taix=4

TARK: x=12:12++/2:12+1=7;12+5=7; ei kelpaa
x=4;4+\/2-4+1=7;4+3=7;kelpaa V:ix=4

7.0 +X)(X-3)>2x-6; NK: (C +X)(x-3) =2(x-3) || : (x-3) ;X +x=2taix-3=0

. —1i\/1+ -1+ .
x2+x-2:0ta|x:3;x: 2 8: 23;x:1ta|x:-2

Kuv: alhaalta yl@s. Ohittaa x-akselin nkiissa V:-2<x<1taix>3

g X .3 _4 X L 3(x-2) 4 X°+3x-6-4 x +3x-10
x- 2 X X 2x " x(x 2) x(x 2)  (x- 2)x X(x-2) T x(x-2)
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+ \/ + 3+7
koska osoittajan nollakohdat ovat x = = 9+40_ 2 eI| X=2taix=-5
_(x-2)(x+5) x+5 _5/7+5 5+35
on lauseke = XX-2) - X ,jolloin arvo==¢g=—=""%""=8

lga’-1g100 2lga-2 2(ga-1) 2lge(ga-1)
Ina-In10 "Ina-IN10 " Ilga Ig10~ Iga-1
lge Ige
jonka arvo on a:sta riippumaton vakio

9. =2lge,

10. Asukkaista jaljellda vuoden kuluttua % =0,991777 (=99,1777 %)
Asukkaita on jéljella x:n vuoden kuluttua 4013 - 0,991777" henkil6a
4013 - 0,991777° =3000 || : 4013 ; 0,991777* = 0,74757 || lg()

x-lg 0,991777 =g 0,74757 ; x = 35,234 V: Vuonna 2032

97.4.1. Ratkaise a) yhtald x> - 4x = 0 b) epayhtalo x° - 4x < 0

611 1\ 1
97.4.2. Sievenna a) \/% b) (a) c) log, 64

97.4.3. Mika arvo on a:lla, kun jakolaskun (x3 +ax’ - 3x - 8):(x - 2) jakojaannds on 6. Mika on jakojaannds,
jos sama jaettava jaetaankin binomilla x + 2?

97.4.4. Ratkaise a) (2x - 1)°=8b) y2x-1=5¢)Ig (2x - 1) = 1

: .. X 2 2
97.4.5. Sievenna lauseke {—7 - 37 -

97.4.6. Ratkaise a) 2°° =~[2 b) 2% =
97.4.7. Olkoon Ig 2 = a. M&arita a:n avulla logaritmit a) Ig 20 b) Ig 5 ¢) Ig 32.
97.4.8. Ratkaise yhtalo \X? - 4 = /3x

97.4.9. Esita lauseke x* + 4 kahden toisen asteen polynomin tulona.

97.4.10. Auto maksoi uutena 160 000 mk ja kolmen vuoden kuluttua 102 000 mk. Kuinka monen vuoden
kuluttua auton saisi 50 000 mk:lla, jos hinta putoaisi joka vuosi yhtd monta prosenttia?

1.a)X -4x=0;x(X°-4)=0;x=0taix’ -4=0;x=0taix =4 ;x=0taix=+2
b) Kuv: alhaalta ylés. Ohittaa x-akselin nkiissa x<-2tai0<x<2

1 1 1\# 31 1 1 -
2a) 64°2 b)(64> *\/62~2 c)I09264—Iog22 =-6

3.)1=P(2)=8+4a-6-8=4a-6,J1=6;4a-6=6;4a=12;a=3
JJ=P(-2)=-8+43+6-8=18-16=2

4.8)(2x-1°=8||N():2x-1=2:2x=3:x = 1%

b)N2x-1=5]]()°:2x-1=125; 2x = 126 ; x = 63
c)lg2x-1)=1;lg(2x-1)=1g10;2x-1=10;2x=11;x=5%

g X 2 2 X 2 2 X 2 2X-2 X -2-2X+2 X -2X X(X-2) x-2
X1 TX X TX TX-1TX(X-1) TX TX(X-1) Tx(X-1) Tx(X-1) T x(x-1)  Cx(X-1) " x(x-1) " x-1

6.a)2°=1/2;2°=2";x-3=1%;x=3%

b)2°=5]lg();lg2®=1g5;(x-3)lg2= IgS;x—3=:-g—g;x=3 Tg_z 5,3

7a)IgZO I%210 lg2+Ilg1l0=a+1b)lg5=1Ig10/2=1g10-log2=1-a

c)lg32=1Ig2°=5Ilg2=>5a
x—4:\/§<||() X*-4=3x;x"-3x-4=0; 3+J9+16 3;5 Xx=4taix=-1

Tark:x=4: 16-4=\/1_2tosi;x=-1:\/1-4=\/§epat05|.v:x=4

9. X" +4=x"+4x"+4-4x" = (x" +2)" - (2x)° =
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[(x" + 2) + X))[(X" + 2)-(2X)] = (X + 2x + 2)(X” - 2X + 2)

10. Olkoon alentumisprosentti = p ; alentumiskerroin o. = (1 - p/100)

160 000-0.°> = 102 000 || : 160 000 ; o = 0,6375 || % ;0=0,86;p=14%
160 000 - 0,86 =50 000 || : 160 000 ; 0,86 = 0,3125 || Ig()
x-1g 0,86 =1g 0,3125 || : 19 0,86 ; x = 7,7 V: 8 v vanhana.

97.5.1. Sievenna a) Ig 10* b) Ig 25 + g 4 ¢) Ig /100

97.5.2. Jaa tekijoihin a) x* - 8x + 16 b) x*- 16x c) x* - 8x + 15

97.5.3. Sievenna  a) (i/?)6 b) (Q/?)Z” c){/aT\/E

. ) a b ¢
97.5.4. Slevenna = E T T a-b)b-0) T (b-9(C-a)

97.5.5. Ratkaise yhtalo a) 3™* - 4% = % b) (3)%-2-3-3=0

97.5.6. Ratkaise a) yhtalo (x + 1)(x - 2)3(x + 4)* = 0 b) epayhtald (x + 1)(x - 2)°(x + 4)*< 0

97.5.7. Maarita sellainen luku a, etté yhtalon y = log, X kuvaaja kulkee pisteen (4,2) kautta. Mik& on kuvaajan
pisteen y-koordinaatti, kun x = %2? Mik&a on kuvaajan pisteen x-koordinaatti, jos y = 5?

97.5.8. Ratkaise a) yhtalo \/2x - 3+ x =9 b) epayhtalo | x-1|<|x-5|

x> + (a - 5)x*- 5ax
X+3

97.5.9. Maarita vakio a siten, etta lauseke voidaan supistaa. Supista.

97.5.10. Lasitehtailija on huomannut, ettd 3 mm paksu lasi paastaa lavitseen 95% valosta. Kuinka monta
prosenttia valosta padsee 1 cm paksuisen samanlaatuisen lasikerroksen lapi? Kuinka paksu lasi tarvitaan,
jotta puolet valosta suodattuisi lasikerrokseen?

1.a)lg10°=4b)lg25+1Ig4=Ig25-4=1Ig 100 =Ig 10° =2
¢) Ig /100 = Ig \[10% = Ig 10?7 = 2/7

2.8) X" -8X+ 16 =X +2:4-Xx +4° = (x - 4)° b) X° - 16x = X(X" - 16) = X(X + 4)(X - 4)

8+1/64-60 8+2
> -

> ;x=5taix=3;x2-8x+15=(x-5)(x-3)

c)x2—8x+15=0;x=

6 2n
3. a) (3/52) - (az/s)e = 236 = of b) (Q/ga) - (aSIn)Zn = g¥n2n — 56
4

3 . 3
C) a\/a — (a . a1/3)1/4 — (a1+1/3)l/4 — a4/3 Va a1/3 - \/5

a b c _ a(b-c) b(c-a) c(a-b) _

4 c-a@-ntT@-bb-0Tb-0c-a (c-a@-bb-0) T @-bb-oc-a  b-oc-a@-b) -
a(b-c)+b(c-a)+c(a-b)_<';1b-ac+bc-ab+ac-bc_0

(a-b)(b-c)(c-a) - (@a-b)b-c)c-a) -

5.a) 3" .4"=1/96 || -3;4°=3/96 ; (2°)=1/32 ;2% =27 ;2x=-5; x = -2%

2+\4+12 2214
5 =

> ;y=3taiy=-1

b) (3%)?-2-3°-3=0(merk: 3*=y) ;y*-2y-3=0;y=
3=3(tai3"=-1);x=1

6.a) (X +1)(x-2)°(x+4)°=0;(x+1)=0tai(x-2)°=0tai (x +4)°=0

X1 =-1; X34 = 2 (kolminkertainen nk); xs ¢ = - 4 (kaksinkertainen nk)

b) Vasen puoli on 6. asteen polynomifunktio, jonka korkeimman asteen termin kerroin > 0

Kuv: ylhaalta ylos. Ohittaa x-akselin -1:ssa ja 2:ssa sekd sivuaa -4:ssa V:ix=-4tai-1<x<2

7.y=log,x; (4,2) € kuvaaja,2:I09a4;a2=4;a=i2 (kantaluku >0) ;a=2
y=log, % =log, 2 =-1 5=log, x ; x=2° =32

8.a)\2x-3+x=9;\2x-3=9-x|[()®;2x-3=81-18x + x°; x> - 20X + 84 =0
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_20+ \/400 336 20 +8

TARK: x = 14 : /28 - 3+14 9; 5+14 9 epéatosi; x=6:412-3+6=9; 3+ 6 =9 tosi
b) x-1|<|x - 5|||() X2-2X+1<x’-10x+25;8x<24;x<3

i(x=14tai)x=6

9. Jotta Voisi sup|staa on (x + 3) oltava osoittajan tekija ts. x = -3 on osoittajan nollakohta.

-3)°%+(a- 2)(3) 5ag3) 0;-27+9a-45+15a=0;24a=72;a=3

x>+ (a-5)x° - 5ax _ x°- 2x* - 15x
X+3 B X+3

= x? - Bx (esim. jakokulmassa tai jakaen tekijoihin)

10. Kun paksuus on d =3 mm , valoa paasee lapi 0,95V,

Kun paksuus on 2d, valoa paasee lapi 0, 95%.V, ; Kun paksuus on 3d, valoa paasee lapi 0, 95°.V,
Kun paksuus on nd, valoa paasee lapi 0,95"-V,

Olkoon nd = x = n = x/d ; V = 0,95"%.v/,

V =0,95"".v,=0 843Vy ; Ts. lapi paasee 84,3%

1/2V0—095X/3V0 0,95 =%l Ig ()

x/3-190,95=1g %]l :1g 0,95 ; x/3 =13,5; x = 40,5 (mm) V: 4,05 cm.

98.1.3. Ratkaise a) epayhtald 4x*>9 b)yhtalo 4x*-5x-9=0

e . 3x°+6x +3
98.1.6. Jaa osoittaja ja nimittgja tekijoihin seka supista o7+ 3x-1
98.1.8. Milla a:n arvolla yhtalén (a + 1)x = a’ - 1 ratkaisuna on a) x = 1 b) kaikki x:t?

98.1.10. Johda toisen asteen yhtalén ax’+bx+c=0 ratkalsukaava
Vihje: kerro ensin yhtalo luvulla 4a. Ts. saat yhtaloksi 4a°x* + 4abx + 4ac = 0.

3.2)4x°>9;NK: 4x° =9 ;X =9/4 ; x = + 3/2 ; PAR: ylop. aukeava Vix<-1%taix > 1%
+\12 + 144 +1
b)4x2—5x—9:O;X—5 > 583 =2Vitaix=-1

-6+136-36_ -6+0
6 =

6.0S: NK: 3x* +6x+3=0;x= 6 x=-ltaix=-1

-3+\9+16 -3+5

NIM: NK: 4x> +3x-1=0; 8 =g ;x=Ytaix=-1

3 +6x+3  3(x+1)(x+1) 3(x+1)
AX°+3x-1 " 4(x-Ya(x+1) ~ 4x-1

Talléin murtolauseke voidaan sieventaa

+4/1 + +
8a)x=1ja(a+1)-x=a2—1'(a+1)-1=a2—1'az—a-2=0'a=1_ 1 8=1_3 a=2taia=-1

b) Kalkklxtovatratkalswa jos yhtélé on muotoa O-x =0ts.a+1= Ojaa -1=0
@a-—ljaa-lwa-—ljaa 1 & a=-1

10. ax“ +bx+c=0]| - 4a © 4a°x” + 4abx + 4ac = 0 © (2ax)’ + 2-(2a)-b = -4dac|| +b°
& (2ax)? + 2-(2a)-b + b> = b? - dac © (2ax + b)’> =b*- 4ac ||/ © 2ax +b==++[b?-4ac

¢ 2ax = -b b7 420 | : 2a < x = DEND -dac

2a

98.2.1. Ratkaise yhtéld a) x = 3x - 2 b) X2 = 3% -2

98.2.6. Milla vakion a arvoilla yhtal6lla x> + ax + a = 0 on kaksi erisuurta reaalista ratkaisua?

l.a)x=3x-2;x-3x=-2;-2x=-2;x=1

3+\/9 8 _ 3 1

b)x =3x-2;x°-3x+2=0; ;X=2taix=1

6.x" +ax+a=0;2 erisuurta reaallsta ratkalsua, josD>0;a"-4a>0
NK:a(a-4)=0;a=0taia=4;PAR: ylosp. aukeava V:a<Qtaia>4

98.3.3. Ratkaise a) yhtalo 2x° - 5x - 18 = 0 b) epayhtalo 2x° - 5x < 0
98.3.6. Olkoon yhtalon x° + 3x - 2 = 0 ratkaisut X ja X,. Mita on @) (X, + X2)X1Xz2 b) (X1 + X)° ?

98.3.8. Milla vakion a arvoilla yhtalolla ax* + ax + a + 1 = 0 on kaksinkertainen ratkaisu? Maarita myds nama
kaksinkertaiset ratkaisut.
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98.3.9. Talouspaperirullia myydaan kahdessa erikokoisessa paketissa, joista suuremmassa on 10 rullaa
enemman kuin pienemmassé. Jos 750 rullan eré paketoidaan suurempiin paketteihin, tarvitaan 20 pakettia
vahemman kuin paketoitaessa pienempiin paketteihin. Kuinka monta rullaa paketeissa on?

98.3.10. Muodosta jokin kokonaislukukertoiminen, muotoa P(x) < 0 oleva polynomiepayhtéld, joka on tosi x:n
arvoilla 1, 2 ja 4, mutta epéatosi x:n arvoilla O ja 5.

5+25+144 5£13
7 =

3.a)2x2-5x-18:O;x: 4 i X=4Y%taix = -2
b) 2x° - 5x < 0 ; NK: x(2x-5)=0;x =0tai 2x - 5= 0 ; x = 2%2 PAR: ylosp. auk. Merkit: + - + V: 0 < x < 2%

6. x2+3x-2:0'xl+x2:-%:-3'x1x2:%:-2 a) (X1 + X2)(X1X2) = (-3)(-2) = 6 b) (X1 + x2)° = (-3)° =- 27

8. ax’ +ax+(a+ 1) =0 on Il asteen yhtalo kun a = 0 JA silla on kaksinkertainen ratkaisu, kun D = 0 < a” -
4a(a+1) 0;a’-4a*-4a=0:;-3a°- 4a 0;a(-3a-4)=0;(a= O)ta| -3a-4=0; 3a 4;a=-4/3
-43 - X - 43 -x-4/3+1= 0||(3)<::>4x +4x+1= 0<::>(2x+1) =0;2x+1=0;x=-

9. Olkoon pienessa paketissa x rullaa. Isossa paketissa on x + 10 rullaa.
Pikkupaketteja tulee 750 / x kpl ja isoja paketteja tulee 750 / (x + 10)
% = x7+5(1)0 + 20 || - x(x +10) ; 750(x + 10) = 750 x + 20x(x + 10)

750x + 7500 = 750x + 20x” + 200x ; 20x° + 200x - 7500 = 0 || : 20 ; x> + 10x - 375 =0

_-10 £4/100 + 1500 -10+40
= 2 =72

;X =15 (taix=-25)
V: pienesséa paketissa on 15 rullaa ja isossa paketissa on 25 rullaa.

10. P(x) voisi olla esim. toisen asteen polynomifunktio, jonka nollakohdat ovat O ja 5, jolloin kuvaaja on x-
akselin alapuolella, kun x =1, 2ja 4. P(x) <0; (x - 0)(x - 5) <0 ; x> - 5x < 0.

98.4.1. Sievenna a) (a%)® b) log, a° ¢) /&
98.4.2. Ratkaise yhtalo a) 2* ' =4 b) log, (x— 1) = 4

2x x°-9 X2+ 2x% - 4x - 3
3% X+3 ©) X+3

98.4.3. Suorita jakolaskut a)

98.4.4. Maarita luku a, kun polynomi x° — (a — 3)x* — 2ax + a — 6 on jaollinen polynomilla x — a.
98.4.5. Ratkaise yhtalo \\x + 2 +x =0

98.4.6. Ratkaise epayhtald x° > x* — x

-1 x+1
+
1x +X X -X

98.4.7. Ratkaise yhtélo 7
98.4.8. Jaa polynomi x> + 2x° — 4x — 8 ensimmaisen asteen tekijéihin.
98.4.9. Ratkaise yhtalo a) X' = x*—=2=0b) (x*-2)'—= (x*=2)°-2=0

98.4.10. Kun yhtélossa y = Ig x + 1 luku x tulee kaksinkertaiseksi, kasvaa luku y 50%. Maarita luvut x ja y.

. 12 L
1. a) (a )1/3 — a6 13 aZ b) |Oga a =6 C) \/_5 l/12 6 1/12 - a/z :\/f_i

2.) 2 =40 2= x-1= 23 x=3
b)Iogz(x 1)—4<::>Iogz(x 1)—I0922 @x-1=16=x=17

3.a) 3 - ax b) -9 (x+3)(x-3)

X+3° X+ 3 :x—3c)(x + 2X —4x—3):(x+3):xz-x—l(jakokulmassa)

4. (x — a):lla jaollinen < x = a on nollakohta. a° — (a—3)a” —2a-a+a—6 =0

1+\/1+24 -1+5

2

oal-a’+3a°-2a’+a-6=0ca*+a-6=0<a ©a=3taia=-2

5.YX+2+x=0®x=- x+2||()2<::>x2=x+2<2:>x—x—2=0<i>x=2taix=-1
TARK.:x:Z;\/2+2+2:O<:>2+2:O(EI);x:-l;\/-1+2-1:0¢>1—1:0(KELPAA) Vix=-1
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B.X>X - XX =X +X>0& x(X*-x+1)>0

+ -
NK:x=0taix*—x+1=0¢ 12 21 4 ¢ R . Kuv: alhaalta ylds. Ohittaa x-akselin vain 0:ssa V: x>0

x x 1 x+1 X x-1 X+1
7 1T+ x x-x¢>(x+1)(x 1) x(x+1) x(x 1)|| XX+ 1)(x —1) MIx =0, 21
<t>x +(Xx=1)P=(X+1)° X +x —2x+1=x*+2x+1
<:>x—4x 0P X(x=-4)=0<(x=0tai)x=4

8.X°+2x°—4x—8 = x(x+2)—4(x+2):(x2—4)(x+2)—(x+2)(x 2)(Xx +2) = (x+2)°(x—2)

9a)x -x*-2=0;merk.x*=a;a’-a-2= 0 a= 2ta|a—-1 X2 —2(ta|x =-1); x—+\/§
b)(x 2 —(x*=2%-2=0;merk. (xX*—2)°=a;a’-a-2=0;a=2taia=-1

(*=2%=2 (tai(x*=2)°=-1);x*-2=12;x* =22 ; x =2 £2

10{ =lgx+1 {y:ng+1 |- (-1)
15y=Ilg2x+1’ (1,5y=Ilg2+Ilgx+1]-1
05y=Ilg2;y=2lg2=1g2°=Ig 4
lg4=Igx+1;lg4=Igx+1g10;Ilg4=1g10x;10x=4;x=0,4

98.5.1. Sievenna a) (33)2 b) logs /3 c) (logs 3)*
98.5.2. Ratkaise epayhtalo  a) 3%** > 27 b)Ig (2x + 1) <Ig 27

98.5.3. Jaa tekijoihin a) x> - 16 b) 4x° — 12X + 9 c) X% + 4x
98.5.4. Ratkaise yhtalo a)x'—4x*=0b)x"-4x*-5=0

98.5.5. Milla a:n arvoilla funktio f(x) = (2a — 1)* on kasvava?

98.5.6. Ratkaise yhtalo \/2x +3+15-4x=0

+1

. . X X+ l
98.5.7. Sievenna lauseke ( <t 2+ X+ 1) (

X
x+1)

2+X
X

98.5.8. Ratkaise epayhtald  x <

98.5.9. Maarita luku a, kun (x + 1) on polynomin x> + 2ax’ - 3x - 6a tekija. Laske sen jalkeen milla x:n arvoilla
polynomi saa negatiivisia arvoja.

logy vy

98.5.10. Osoita, etta lausekkeen 100, Y

- logy 2 arvo on luvuista x ja y riippumaton vakio.

1.a)(\3)2=3"24=3%=27 b)log, \3=logs 3" = c)(logs3)?=(1)2=1

2.a)37">27;3">33;2x+1>3;2x>2;x>1 b)lg(2x+1)<1g27;2x+1<27JA2x+1>0
2X <26 JA2x>-1;x<13JAX>-1%;-Y<x<13

3a)x° -16=(x+4)(x-4)b) 4x° - 12x + 9= (2x - 3)° ) X’ + Ax = x(X° + 4)

4.a)x -4 =0;X(¢-4)=0;x=0taix -4=0;x"=0taixX’=4;x=0taix = +2

4416 +20 4+6
2 =72

b)x4-4x2-5:O(x2:a)a2-4a-5:0;a: ,a:5taia:-1;x2:5(taix2:-1)x:i\/§

5. Eksp. fkt kasvava, kun kantaluku >1;2a-1>1;2a>2;a>1

6.2x+3+15-4x=0;2x+3=4x-15[()> MJ: 2x +3>0JA4x-15>0 &> x>3%

122 + \/14884 14208 122 + 26

2x+3 = 16X° - 120X + 225 ; 16x° - 122x + 222 =0; =

=4 5/8 (tai x=3)

32
X+ 1 x+1 X x+1)° 2x(x+1 x2 X+ 1 x2
7 X +2+x+1)( x+1):(>(<(x+i) x(§<+1))+x(x+1)):(>(((x+i)'x(x+l)):
(X + 1)% + 2x(x + 1) + X° _(x+1)2+x2_ X+ 22X+ 142X +2x+xX° X +2x+1-X° 4xX°+4x+1 2x+1
x(x2+ 1) ' x(x+12) B X(x + 1) ' X(x + 1) T OX(x+1) x(x+1)

=(2x+1) .x(x+1) _ (2x+1) ox 4+ 1

X(x+1) 2x+1 2x+1
g y<2FX. 2+x_ X 2+X _xz-x-2<0

"t ox X ~ X X X =
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OS:NK: x“-x-2=0;x=2taix=-1 Kuv: Yl6sp. auk. par. Merkit: + -1 - 2 +
NIM: NK: x =0 KUV: nouseva suora. Merkit: - 0 +
Merkit taulukkoon, josta murtolausekkeen merkit: - -1 +0-2 + V:ix<-1tai0<x<2

9. (x + 1) on polynomin x° + 2ax” - 3x - 6a tekija <

X = -1 on polynomin x> + 2ax® - 3x - 6a nollakohta -1 + 2a +3-6a=0 -4a=-2;a="%
Polynomi negatiivinen < x> + x*-3x-3<0 & x*(x + 1) - 3(x + 1) <0 & (xX*- 3)(x + 1) < 0
NK:x*-3=0taix+1=0;x=4% \/1_3 tai x = -1 KUV: alhaalta ylds. Ohittaa x-akselin NK:issa
V:x<-\/§tai1<x<\/§

log.y - . - . logyy — logy 2x — -
10. 1002 Y~ logx 2 =logy y: logox y - 109y 2 = logy y : log, 2 ~ logyx 2 = logyy - log,y - logy 2 = logy 2x - logy 2 =
logy 2 + logk X - logy 2 =log, X = 1, joka on x:sté ja y:sta riippumaton!
99.1.1. Ratkaise yhtalo a) X*=6 b) x(x-1)=0c)x(x-1)=6
/.
99.1.2. Laske lausekkeiden tarkat arvot a) 5/3_2 b) (%)32 c)lg 1%/?)

99.1.3. Mika on jakojaannés, kun polynomi x*%%°

+ x + 1 jaetaan binomillaa) x -1 b) x + 1?
99.1.4. Jaa tekijéihin polynomit a) a®-4a b) 2x*-20x+50 c¢) x*-2x°+x-2

99.1.5. Ratkaise  a) yhtalo (x° - 2x - 3)(x + 1) =0 b) epayhtald (x* - 2x - 3)(x + 1) < 0.
. o1y 1
99.1.6. Ratkaise yhtalt 4™ = 8

1

99.1.7. Ratkaise epayhtalo +1 tx-2 < 0.

99.1.8. Maarita vakio a siten, etta yhtalolla X?-ax+2x-a+2=0o0n yksi reaalinen ratkaisu.

3
. -7X+6
99.1.9. Jaa osoittaja ja nimittgja tekijoihin seka supista —z—zxx : Ei(x T2

99.1.10. Kassa-apulaisen piti laskea yhteen kaksi hintaa. Laskiessaan han painoikin vahingossa
kertonéppainta, mutta sai siitd huolimatta oikean summan 4,05 euroa. Mitké olivat oikeat hinnat?

1.a)x2=6;x=1r\/6 b) x(x-1)=0;x=0taix-1=0;x=0taix=1

1++/1+24 14 .
c)x(x—1)=6;x2-x-6=0;x= > = 25;x=3ta|x=-2

5 5 16 32 16 .3 4.3 64 13 1
2.a)\32 =32° =2 b) (5 ) =(\/%) =(3) =57 ©)lg V10 =lg10 =55

3.a)d =X X +1[=1=177+1+1=1+1+1=3
D) I =X+ X+ 1oy = ()P + (D +1=-1-1+1=-1

4. a2a3—4a=a(a2—4 =a@+2)(a-2)h) 2x2-20x+50=2£x2-10x+25)=2(x-5)2
C) X2 -2+ x-2= (X - 2xX) + (X - 2) =X (X - 2) + (X - 2) = (X + 1)(X - 2)

2+~\[4+12 2+4
5 =

5.a) (X’ -2x-3)(Xx+1)=0;x*-2x-3=0taix+1=0;x= 5 taix=-1
ts. xy=3taix, =-1taixg=-1
b) NK:t edella. Kuvaaja kolmannen asteen polynomifunktio, jota x-akseli hipaisee, kun x = -1 ja leikkaa,

kun x = 3, joten merkit: --- -1 --- 3 +++ V:ix<3jax=-1

x_1 x_ 1 . )

6.4 =5 ;(2) =53 ;27%=2"2-2x=-3;-2x=-5x=2%

2 1 _2(x-2 X+1 2X-4+x+1 . 3x-3
3120 v px- Tk  Dx-2) O wxrnx-2) O xrnx-2) <O
OS:NK3x-3=0;x=1
Kuvaaja nouseva suora, jonka oS | - | +++ | +++
merkit --- 1 +++ NIM  +++ | - | | +++
NIM:NK (x +1)(x-2)=0 ML | +++ | | +++
x=-ltaix=2 -1 1 2
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Kuvaaja on ylosp. auk. par.
merkit +++ -1 --- 2 +++ Vix<-ltail<x<2

8.xz-ax+2x a+2=0;x +(2-a)x+(2-a)=0. Yksi ratkaisu, jos D = 0
(2-a)°-4(2-a)=0;4- 4a+a 8+4a=0;a°=4;a=1#2

9. 0S: huomataan ettéd x = 1 on yksi nollakohta joten tekijand on (x - 1) toinen tekija saadaan jakamalla
jakokulmassa (x>- 7x +6) 1 (x - 1) =X* + X - 6

1+\1+24 -1+5

saadun osamaaran nollakohdat ovat x = > =5 iXx= 2 ja x = -3, joten osoittaja on tekijdissaan
(X-1)(x-2)(x +3)

5+£25-16 5%3

NIM: nollakohdat ovat x = 2 =72 Xx=2taix=%
X2 - 7X + 6 _(xX-DX-2)(x+3)  x-1)(x+3)  (x-1)(x+3)
2X°-5x+2 ~ 2(x-2)(x-%) ~ 2(x-%) -~ 2x-1

10. Olkoon ensimmainen hinta = x, jolloin toinen hinta on 4,05 - x
Kun tulo on sama kuin summa, saadaan yhtalo x(4,05 - x) = 4,05 ; 4,05x - x* = 4,05

_405+ \4, 052 4-405 _4,05+ \/16,4025 - 16,2 _ 4,05 £1/0,2025 4,05+ 0,45
2 B 2 B

2 1

X? - 4,05X +4,05=0;
x=2,25taix=1,80 V: 2,25 euroa ja 1,80 euroa

99.2.1. Ratkaise a) yhtalo x° - 7x + 10 = 0 b) epayhtalo 3x” - 6x < 0.

99.2.2. Laske likiarvot 3 desimaalin tarkkuudella a) 13 b) 7%*  ¢)Ig 56.

99.2.3. Jaa tekijgihin a) a® - 25 b) x* - 12x + 36 ¢) 6x° + 24x + 24

99.2.4. Sievenna ilman laskinta a) Ig (10\/f)) b) S/Z . ‘\1'/71

99.2.5. Ratkaise yhtalo Ig x*-2=0

99.2.6. Ratkaise epayhtalo (x° - 3)(x + 1) < 0.

99.2.7. Maarita vakio a siten, etta yhtalolla x? = ax - 1 ei ole reaalisia ratkaisuja.

99.2.8. Maarita luvut a ja b, kun polynomi x> + 2x* + ax + b on jaollinen binomeilla x + 1 ja x - 2.

99.2.9. Kuution muotoisen kappaleen pinnalle lisattiin 1,0 cm paksuinen eristekerros siten, ettd muoto sa|ly|
edelleen kuutiona. Laske alkuperaisen kuution tilavuus, kun lisattavan eristekerroksen tilavuus oli 1352 cm?®.

99.2.10. Kahdensadan kilometrin mokkimatkaan kului puoli tuntia vahemman aikaa, kun keskinopeutta
nostettiin 20 km/h. Montako prosenttia keskinopeus oli talldin kasvanut?

7+\/49 40 7i3

2 :X=5taix=2

1. a)x -7x+10=0;
b) 3x%- 6x <0 ; NK: 3x(x—2)—0,x—0ta|x=2. PAR: ylosp. aukeava merkit ++ 0 -2 ++ V:0<x<2

3
2.a)\/13 ~2,351 b)7%*~4,304 c)lg56~1,748

3.a)a"-25=(a+5)(a-5) b)x°-12x+36=(x-6)° c) 6X +24x + 24 = 6(x" + 4x +4) = 6(x + 2)°

4.a)lg (10\/10) = Ig (10-10”) = Ig (10**) = 1%
b) s/z . 4\'/Z — 41/6.41/4 — 41/6+ 1/4 — 42/12+3/12 5/12 (2 )5/12 — 25/6 \/_5 \/_2

5.ng2—2=O(MJ:x2>O;x¢O);ng2=2;lgx =1g 10°;x* =100 ;x =+ 10

6. (x2-3)(x+1)<0;NK:x2-3:0taix+1:O;x:i\/§ taix=-1
KUV.: "nouseva’ 3. asteen polynomi. Merkit: --- Af3 +++-1 \/§ +++  Vix<-4/3 tai-1<x<4/3

7.x°=ax-1;x°-ax+1=0. Eireaalisia ratkaisuja, jos D <0 ; a’-4<0
NK:a®=4;a=+2. PAR.: ylosp. aukeava. Merkit: +++ -2 --- 2 +++ V:-2<a <2

8{Jaoll|nen(x+1)lla_{x—-lonnk { -1+2-a+b=0 { a-b=1
jaollinen (x - 2):lla ' (x=2onnk '8+8+2a+b=0 (2a+b=-16
3a=-15;a=-5;-5-b=1;b=-6

9. Olkoon alkuperalsen kuutlon sivu = X. Uuden kuut|on sivu=x+2
(x+2)°-x3=1352;x3+6x° + 12x + 8 - X° = 1352 ; 6X° + 12x - 1344 =0 | :
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-2+4+896 -2+30
> =

X2 +2X-224=0;X= > i X = 14 (taix = -16)

Alkup. tilavuus on 14° cm® = 2744 cm®

: . 200 . . 200
10. Nopeus alussa = x ja nopeus lopussa = x + 20. Aika alussa =  Ja aika lopussa = X+ 20

% +% = @ [|-2x(x + 20) ; 400x + x(x + 20) = 400(x + 20) ; 400x + x? + 20x = 400x + 8000 ; X* + 20X -
+ -20 +
8000=0: _20 \/400 +32000 _-20 180 - 80 (tai x = -100)

2
Nopeus on muuttunut 80.sta 100:aan. 100:80 = 1,25 = 125%. V. Kasvanut 25%

00.1.1. Laske lausekkeiden a) 3/6_7 ja b) 27 likiarvot 3 numeron tarkkuudella

seka lausekkeen c) 367 d) 49 tarkat arvot.
00.1.2. Ratkaise yhtalo a) 3x* +5x =0 b) 3x*+5x+2=0

00.1.3. Milla vakion a arvoilla yhtalolla 3x* + ax + 12 = 0 on kaksi erisuurta reaalista ratkaisua?

Al

00.1.4. Ratkaise yhtalo 8% ' =

00.1.5. Sievenna i/é : 3/71 : 13/1_6

00.1.6. Ratkaise epayhtalo 2% - 2*°> 128

00.1.7. Puistoon rakennetaan suorakulmion muotoinen kukkamaa. Se reunustetaan laudalla, jota tarvitaan
yhteensa 134 m. Mitk& ovat kukkamaan mitat, kun pinta-ala on 66 m??

1 1
Y=g =318

T 216

(1]

1.a) 367~2,32 b)2°~8,82¢)36°=6=6"7=(

d) 497 = (35 )3’2-(\f ¥=(7 =313

2.a)3x +5x=O;x(3x+5)=0;x=0tai3x+5=0;x=0taix=-5

3
-51\/25-24 51

b)3x2+5x+2=0'x= =76 'xz-%taixz-l

3 3X°+ax+12= 0 yhtalélla on kak3| reaalista ratkaisua, jos yhtalén D > 0
a’ 4312>0 a’-144>0 NK:a°=144;a=+12 KUV: YAP +++-12---12+++ V:a<-12taia>12

2x-1 _ 2x-1 1.6x—3_-. — . — . _l
4.8 4 (2% =52 ;2%77=2";6x-3=-2;6x=1;x=§%

15 3 15
5 \Jé \/7 4/Jf23/5+2/3 4/19/_5229/15\*-/127);15 4115 _ 215/15 — 2 =2

6.22X 2X+3>128 (27 -25.2°>128; (2°)°-8-2°- 128 > 0 . Olkoon 2= a

a’®-8a-128>0
+\/ + +\/ +
NK:a2—8a—128=O;a=8_ 6;' 512:8_2576=8_224;a=16taia=—8

KUV: YAP +++-8---16+++ a<-8taia>16 (2°<-8ei mahdollinen) tai 2*>16;2">2;x>4

7. Olkoon kanta = x ja korkeus = h.
Piiri=134 ;2h + 2x =134 ; 2h =134 - 2x ; h =67 - X
Ala =66 X(67 -X) =66;67x-X"=66;-x"+67x-66=0] - (-1); x*- 67X + 66 =0

_67£~[67°-4-1.66 _ 67 £[4225 67 £65
- 5 - > =

> X=66taix=1 V: Mitatovat 66 m x 1 m

00.2.1. Sievenna a) log, 16 b)Ilg4 +1g 2,5 ¢)2lg30-1g9

00.2.2. Jaa (6x° - x* - 20x + 12) : (2 - 3)
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00.2.3. Maarita vakion a arvo, kun polynomin x>+ ax® - 3x + 2 tekijand on x + 1. Miké& on jakojaannds, jos
nain saatu polynomi jaetaan binomilla (x - 2)?

. s X 1 X
00.2.4. Ratkaise yhtalo 37 +3-7 =3 _1

00.2.5. Ratkaise yhtald Ig x + Ig(x + 1) = 1g(3 - X)

X+1 3x-2
X X -X

: . X
00.2.6. Sievenna — +

2

00.2.7. Ratkaise murtoepayhtal® );:21 <2

1.a)log, 16 =log, 2" =4 b)lg4+1g2,5=1g4-25=Ig10=1g10=1
) 2lg30-1g9=1g30°-1g 9 =Ig 900 - Ig 9 =g 900/9 = Ig 100 = Ig10° = 2

2. 3X°  +  4x - 4
2x-3 |  6X - x° - 20x o+ 12
6x° + Ox°
8x - 20x
8x° + 12X
-8x + 12
-8X + 12

3. Polynomin tekijana on x + 1 <> x = -1 on polynomin nollakohta
(-1°+a(-1)°-3:(-1)+2=0;-1+a+3+2=0;a=-4

Polynomin jakojaannés jaettaessa (x - 2):lla on polynomin arvo kohdassa x = 2
X2 -4x*-3x+2|x=2=2%-42°-32+2=8-16-6+2=-12

X 1 X
43+t Tx-1
x(x-1)+(x+1):x(x+1);x2—x+x+1:x2+x;1:x,jokaeikéy. V:L=g

(x+1)(x-1) Mjix+1=#0jax-1=0;x=%x1

5.lgx+Ig(x+1)=1g (3-x) MJ:x>0JAXx+1>0JA3-x>0<0<x<3
lgx(x+1)=1g(3-x) ; X*+X=3-X ; X°+2x-3=0

X_—21\14+12 _-2%4
= 5 =

> i Xx=1(taix=-3)

6 X L X+1 8x-2_  x  x+1 3x-2 _ X L D(x-1)  3x-2
"x-1 X Cx-x x-1 X x(x-1) Tx(x-1) X(x-1) “x(x-1)
_x2+(x+1)(x—1)—(3x—2)_x2+x2-1-3x+2_2x2-3x+1_2(x-1)(x-1/2)_2 1
- X(x - 1) B X(x - 1) TOoX(x-1) T x(x-1) = ex-
+\/ - +
OS:nNK:tx=3_49 8=3:11x=1taix=1/z
2 2 2 2
X +1 X +1 X“+1 2x+4 X" -2x-3
T X+2 S2 9552 "2=0 9555 Y72 s0® 55 <0
+\/+ +
OS:NKx=2_ 24 12=254;x=3taix=-1 KUV: YAP +++ -1 --- 3 +++
NIM: NK x +2=0;x=-2 KUV: nouseva suora --- -2 +++
OS: +++ | +++ | - | +++
NIM: --- | +++ | +++ | +++
ML: -— | +++ | - | +++
-2 -1 3 Vix<-2 tai-1<x<3
00.3.1. a) Anna 3-desimaaliset likiarvot luvuille Ig 4 jaln 3. Sievenna b) log, a c) Igg +Ig§

00.3.2. Jaa (18x° - 63x° + 49x - 10) : (3% - 2)
00.3.3. Ratkaise yhtald —ros= + 1= —1=
.3.3. Ratkaise yhtalo Sz~ =X.2

00.3.4. Olkoon Ig 5 = a. Maéarita a:n avulla logaritmien arvot a) Ig 50 b) Ig 0,5 c) Ig 200.
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2
-3x +
00.3.5. Ratkaise epayhtald %2—2 <0

00.3.6. Si "(1 L)-Xz'l
.9.0. Slevenna _X+2 ;24'_2)(

00.3.7. Maarita vakioiden a ja b arvot, kun polynomin P(x) = 2x3-3 +ax+b tekijané on x + 2 ja polynomi
on jaollinen binomilla x - 2.

1.2)lg4=0,6021jaln 3=1,099 b)log,a’=3 c) Ig% +lg5 :|gzjaO 2 =1g10=1
2. 6x° - 17x + 5
3x - 2| 18x° - 63%° + 49x - 10
-18x° + 12%°
- 51X 49x
- 51x° - 34x
15x - 10
15x - 10 V:6x° - 17x + 5

8 4 8 4 .
3.;2_—2)( +1:ﬁ ;x(x-2) +1:ﬁ||-x(x-2) MJ: x=0jax =2

6+36-32 6+2
> -

8+x(x-2):4x;8+x2—2x—4x:O;x2-6x+8:0 ;X = XxX=4(taix=2)

2

4. Tiedetdéan, ettdlg5=2jalg10=1 a)lg50=1g5-10=Ig5+Ig1l0=a+1
b)lg0,5=1g5/10=Ig5-Ilg10=a-1 c)IgZOO:Ig1000/5:Ig1000-IgS:I9103-IgS:3—a
5xz-3x+2<o
A S
OS:NKX:SiZ‘9 8:331 ;x=2taix =1 KUV. YAP +++1 --- 2 +++
NIM:NK4-x*=0;x°=4;x=%2 KUV. AAP - -2 +++ 2 -
OS: ++ + | +++ o --- o ++ +
NIM: --- 0O+++ | +++ 0 ---
ML : 0O+++ e --- o] ---

-2 1 2 Vix<-2taix>ljax=2

1) X-1 (x+2 1\ (x+1(x-1) x+2-1 _ x(x+2)
6<1'x+2>'x‘+2x_(x+2'x+2>' x(X+2) T x+2 (x+1)(x-1)
(x+1)x(x+2) X

=(x+2)(x+1)(x—1) “x-1

7. P(x) = 2x° - 3x” + ax + b, jossa 2 tuntematonta a ja b. Tarvitaan 2 yhtaloa
{ x + 2 on tekija _{P(-Z):O _{-16-12-2a+b:0_{-2a+b:28
jaollinen (x - 2):lla’ (P(2)=0 ' (16-12+2a+b=0"'2a+b=-4
2b=24;b=12;2a+12=-4;2a=-16;a=-8 V:a=-8jab=12

01.1.1. Ratkaise yhtald a) 2x*-8x =0 b) 2x*-8=0¢) 2x* - 15x -8 =0

: -3 a’-1 a’-2a+1
01.1.2. Sievenna lauseke a)% - X4 b) a - a2-a

01.1.3. Ratkaise epayhtalot a) 3x° - 48 <0 b) 3-2x-x° <0
01.1.4. Sievenna tarkka arvo lausekkeelle a) 49 %2 b) \3/27a5 c) logg; 27

. x_ 3
01.1.5. Ratkaise epayhtalo 2™ > 3[4
01.1.6. Milla k:n arvoilla yhtalolla x(x* - 4x + 12) = kx on kolme erisuurta reaalista ratkaisua?
01.1.7. Ratkaise epayhtald (x + 5)(2x - 1)(3-x) >0

01.1.8. Méaarita vakio a siten, etta polynomilla x® - ax - 12 on tekijana x + 2. Mika on talléin toinen tekija?
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01.1.9. Ratkaise yhtélo log, x + log, (x - 3) =2

. 1 . . L 1
01.1.10. Olkoon A kaikkien muotoa (, missé n € Z,,) olevien murtolukujen joukko. Murtoluku 5 voidaan

kirjoittaa kahden A:han kuuluvan erisuuren luvun summana. Mitk& ovat ndmé kahden luvun summat, kun
niitd on kaikkiaan nelja erilaista paria? Perustele, miksei voi olla muita.

1a)2x—8x 0; 2x(x 4) = 0 2x=0taix-4=0;x=0taix=4
b)2x*-8=0;2x"=8||:2;X°=4;x=+2

15 + \/225 + 64 15 * \/289 _15+17

C)2x-15x 8=0; =72 ;X=8taix=-%
2 a X x-3 2x x-3 2x (x-3) _2x- x+3 _x+3

A3 =4z T 4 4 Z
ba2—1_a2—2a+1_(a+1)(a—1).(a—l)z_(a+1)(a—1) a@-1) __ .
) 2 T &-a - a “aa-1) "~ a "a-17 ~ 4

3.2)3x°-48<0;NK:3x°-48=0;X"=16;X=+4; YAP +++ -4 - 4 +++ V. -4 <x < 4

2+\4+12 -2+4

b)3—2x—x2<0||-(-1);x2+2x-3>0;NK:x: > == ;Xx=1taix=-3
AAP:----3+++1--- V:x<-3taix>1

4. a) 492 _(49)3’2_(\/_9) _(7) =343 ; b) Yo7 =
C) logs, 27 = x; 81° =27 : (3% =3%; 3% = 3% 4x =3 : x = /

5. 27> 3[4 ; 28> 41 o 5 (2213 oINS 028 | Ly 5 013 - x> 1/3: x < 1/3

6. X(X“ - 4x + 12) = kx || : x ; x = O tai x° - 4x + 12 = k. Taten yksi ratkaisu on x = 0.

Yhtélolla on kolme erisuurta reaalista ratkaisua, jos jalkimmaisella yhtalolla on kaksi erisuurta ratkaisua, joista
kumpikaan ei ole nolla (ts k = 12). X2 - 4X + (12-k)=0
D>0;16-4(12-k)>0]]:4;4-12+k>0;k>8:V:k>8jak=#12

7.x+5)(2x-1)(3-X)20NK:x+5= Ota|2x 1=0tai3-x=0; x——5ta|x—l/zta|x 3
KUV: jos poistetaan sulut kertomalla tulee x>:n termiksi x-2x- ((-x) = -2x°

kuvaaja tulee vasemmalta ylhaalta ja menee oikealle alas +++ -5 --- %2 +++ 3 ---
Vix<-5taie<x<3

8. x - ax - 12 on tekijana x + 2 <> (x° - ax - 12):n nollakohta on x = - 2

(-2°-a(-2)-12=0;-8+2a-12=0;2a=20;a=10 ,

Jakamalla jakokulmassa X -2X -6
X+ 2 | x° -10x -12
X +2%°
-2x° -10x
2% - 4x
Vix3-10x - 12 = (x + 2)(X° - 2X - 6) -6X -12
-6X -12

9.log, x+1l0og, (x-3)=2; MJ:x>0JAXx-3>0tsx>3

3+\/9+16 3+5

log, X(X - 3) =109, 22 ;X(X-3) =4 ; X*-3x-4=0;Xx = x=4,(x=-1)
1 1 1 . L . .
10. 6 =x* y . Olkoon edellinen suurempi(, joka on oltava vahemman kuin luku mutta enemmaén kuin puolet
1 1 1
luvusta), Joten2 5 <x <6 s 6<x<12
Kokeillaan eri x: arvoja, saadaanko y:ksi kokonaisluku
S, 1 11 1 gl 1 1_ 1 o111 1
X=1-y~6°7722  X=°'yTg'g~24a  *T7'yTe 9718
1 1 1 1 1 1 1 5
X'lo'y'6'10'15 ; x-11.y-6-11 66 (elkay)(ta|4par|atulljo)
yv.i,1 1.1 1.1 .1 1
7742 8724 9718 1@ 10715

01.2.1. Ratkaise yhtald x°- 2x-15=0

01.2.2. M&arita vakio k siten, etta yhtalolla x> + 2x + (2k - 7) = 0 ei ole reaalisia ratkaisuja.
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01.2.3. Sievenna ilman laskinta a) Ig 40 + Ig 25 b) 3/71 . ?/R

01.2.4. Maarita vakio a siten, etta polynomilla x> — ax — 1 on tekija x + 3.

01.2.5. Ratkaise epayhtalo 2 > 34

. : . . +1 .
01.2.6. Millda muuttujan arvoilla funktio f(x) =Ig ))(( 1 on maatritelty ?

01.2.7. Ratkaise yhtald 2log, (x - 2) = log, 9 .
01.2.8. Ratkaise epayhtdld (x+5) (2x—-1) (3—-x)

-2y (a.3)

\Y
o

01.2.9. Sievenna lauseke [1-a -

0 ratkaisu, niin myos T oon yhtalon ratkaisu.

01.2.10. Osoita, ettda jos r on yhtalon x° - 6x + 7

2+~J4+60 2+8
5 -

1.x3-2x-15=0:x = > ;x=5taix=-3

2. X° + 2x + (2k - 7) = 0 ei ole reaalisia ratkaisuja, jos D < O.
4-4(2k-7)<0;4-8k+28<0;-8k<-32]:(-8);k>4

3.a)lg 40 +1g 25 = Ig 40-25 = Ig 1000 = Ig 10° = 3
b) i/z ] % — 413 16Y6 = (22)1/3 _(24)1/6 = 023 6 _ 523 5203 _ S4B _ 5 HU3 _ 2%/5

4.x° - ax - 1 :lla on tekijana (x + 3), jos x = - 3 on sen nollakohta
(-30°-a(-3)-1=0;9+3a-1=0;3a=-8;a=-8/3

g 3 . . .
5.2 > \[4 ; 2¥* > 4, 215> (2218 215 22% - 1.x > 2/3; x> 2/3-1;x < 1/3

Xx+1 . X+ 1
6.f(x) =1g L7 on maaritelty , kun S —3 >0 OS - | +++ | +++
OS:NKx+1=0;x=-1,KUV: nous. suora --- -1 +++ NIM == | = | +++
NIM: NKx-1=0;x=1,KUV: nous suora --- 1 +++ ML 44+ | - | +++
Vix<-ltaix>1 11

7.2l0g (X-2)=10929.MJ: x-2>0 & x>2
log, (X-2)*=109,9: (x-2*=9||\J();x-2=+3;x=2+3;x=5(taix=-1)

8. (x+5)(2x-1)(3-X) 20 ;NK:x+5=0tai2x-1=0tai3-x=0;x=-5taix=%taix=3
KUV: 3. asteen polynomi, jonka kuvaaja tulee vasemmalta ylhaalta
+++ -5 - +++ 3 --- Vix<-5tai<x<3

a(l-a 3(1l-a) a(l-a) 3(1-a)-a(l-a) (3-a)(1-a) 1
9.[1—a——(3—1]:(a—3):[ 3 -7 3 ]:(@a-3)= 3 ‘(@-3)= 3 P
_A1(1-a) _a-1
- 3 -3
10. x* - 6x + 7 = O ratkaisuon X =r , joten r* - 6r + 7 = 0. Sijoitetaanyhtaldijnx=%(r¢0)

7. .7 49 42 49 42r 7 49-42r+7° 7(7-6r+r) 7.0 . 7
(?)-6-? +7=—2—-T+ =7 -2 t7 = 2 = 2 =—rz-=O,Jotenx=F

toteuttaa myos yhtalon

02.1.1. Ratkaise yhtalo6 a) 9x* -4 =0 b) x> +2x =0
02.1.2. Laske a)0,25™* .64 b)log, 1+ log; 3+ log, 4 .
02.1.3. Ratkaise epayhtdlé -2(x - 1)(x+2)>0

02.1.4. Maarita vakio a siten, ettd polynomi 2x® - x* - 13x + a on jaollinen binomilla x - 1
Mika on jakojaannos, kun saatu polynomi jaetaan binomilla (x + 1)?
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02.1.5. Ratkaise epayhtalo x>+ x> -5x-5>0

02.1.6. Maarita vakio a siten, ettd yhtalolla ax® + ax + (a - 1) = 0 on tasmalleen yksi ratkaisu. Mik& on taméa
ratkaisu?

. n e X2 X
02.1.7. Ratkaise epéayhtalo X 2x-2

3

N . . Ilga+l -
02.1.8. Olkoon luku a positiivinen ja a # 1. Osoita, ettd lausekkeen _Q'Tlg_\/_gi arvo ei riipu luvusta a.

02.1.9. Milla vakion a arvoilla yhtalélla ;7 = ei ole ratkaisua ?

02.1.10. Suorakulmion sivujen pituuksien suhde on 5 : 4. Sen nurkista leikataan pois neliét, joiden sivu on
3 cm. Jaljella oleva osa taitetaan suorakulmaisen sarmidén muotoiseksi kannettomaksi laatikoksi. Laske
laatikon pohjasarmien pituudet, kun laatikon tilavuus on 420 cm®.

1.a%9xZ -4 =009 =4]:99x°=4/9 ©x=+2/3
)X + 2x = 0@ x(x+2)=0= x=0taix+2=0 x=0taix=-2

2. a) 0,25% . 644 = (0,25 - 64)“ = 16"* = 316 =2 b)log, 1 +logs 3 +l0g, 4 =0+ 1 +log, 22 =1+2 =3

3.-2(x - 1)(x + 2) > 0 Nollakohdat saa helpoiten téastd muodosta, ja x:n kerroin on -2.
NK:-2(x-1)(x+2)=0;x-1=0taix+2=0;x=1taix=-2
KUV: on alaspdin aukeava paraabeli --- -2+++1--- Vastaus : -2 <x < 1.

4. Polynomi on jaollinen (x - 1):lajos 2x° - x* - 13X + a|x;=2-1-13+a=0;a=12
JJ=2x - x® - 13X + 12|, =-2-1+13+12=22

5.X+X -5x-5>0NK: (X°+x°) - (5x+5)=0;x(x +1)-5(x +1)=0; (X" -5)(x +1) =0
x2:5taix:-1;x:i\/§ taix=-1
KUV: 3. asteen polynomifunktio, joka tulee alhaalta vasemmalta ja menee yl6s oikealle

----\/'3+++-1---\/£_3 ++ 4+ V:-\/§<x<-ltaix>\/f_3

6. ax” + ax + a - 1 = 0 on tasmalleen yksi ratkaisu, jos yhtalon diskriminantti = 0
a’-4-a(@a-1)=0;a’-4a°+4a=0;-3a°+4a=0;a(-3a+4)=0;(a=0ta)-3a+4=0 -3a=-4;a=4/3
(a =0 ei kelpaa, koska yhtalo silloin -1 = 0 eli ei Il asteen %/htalfj

A3° + 413X +4/3-1=0 - 3;4x° +4x+1=0;(2x+1)°=0;2x+1=0;x=-%

X-2 _ X _ X-2 X (x-2) X X -4x+4-X Ax+4
17X 2X-27 X 'x-ZZO’x(x-Z)'x(x-Z)ZO’ X(x - 2) 20’x(x-2)20
OS:NK-4x+4=0;-4x=-4;x=1KUV: laskeva suora+++1-- -

NIM: NKx(x-2)=0;x=0taix=2KUV:yl. auk.par. +++0---2+++
OS: +++ +++1--- - - -

NIM:+++0- - - - - -2+ ++

ML: +++0--- 1+++2--- V:ix<0tail<x<?2

lga+lga’ Iga+3lga 4lga 4 _ . o
. Ig\/E =T ga” —%lga—l/z—8,Jokae|r||pua.sta

X X+a 2 2
9.1 “x+1x-DEX+DMIEx#£1x(x+1)=(x+a)(x-1);xX"+x=x"-x+ax-a

2x-ax=-a|- (1) ;ax-2x=a;(a-2Jx=a;x=5-5

Yhtalolla ei ratkaisua, jos nim = 0 eli a = 2 tai x ei kuulu maéarittelyjoukkoon
a

x=1;7-5=1;a=a-2;2=0eiratkaisua a:lle

x:-l;aiL2 =-l;a=-a+2;2a=2;a=1 V:a=2taia=1

10. Olkoon sivujen suhdeyksikkd = x, joten sivut ovat 5x ja 4x. Kun nurkista leikataan
3 (cm) sivuiset neliot, jaa laatikon sivuiksi 5x - 6 ja 4x - 6 ja laatikon korkeudeksi 3
V =420 ; (5x - 6)(4x - 6)-3 = 420 ; (5x - 6)(4x - 6) = 140 ; 20x” - 30x - 24x + 36 = 140

54 +1/2916 + 8320 54 +106
20

20x° - 54x -104=0:x = =0 X=4(taix =-52/40)

Laatikon sivut 5-4cm-6cm=14cmja4-4cm-6cm=10cm V:14cmx10cmx3cm
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02.2.1. Ratkaise a) (x-5)(1-3x) =0b) (x-5)(1 - 3x) =15

2 2
. N X -9 x°-3x
02.2.2. Sievenna lauseke X 6

02.2.3. Maarita vakio a siten, etta polynomi P(x) = 2x° - x* - 13x + a on jaollinen binomilla x - 3.

02.2.4.a) Sievenna 3[64a°  b)49* ) Jaatekijsihin a®+ 2a% + a
02.2.5. Milla x:n arvoilla funktio f on maaritelty, kun a) f(x) = 4\/6 -X - X b) f(x) = 3;
\/x2 - 2X

02.2.6. Ratkaise yhtalé a) logsx=-2, b) 3.-2""'=12.

02.2.7. Termospulloon kaadetun kuuman nesteen lampétila x tunnin kuluttua on 20 + 80 - 2% (C ).
a) Mika on nesteen lampétila 6 tunnin kuluttua ?b) Missa ajassa lampdtila laskee 70 asteeseen ?

02.2.8. Maarita se neljannen asteen polynomi P(x), jolla on tekija x? + 1, nollakohdat 1, -2 jajolla P(0) = 4.

1 1
n- 1) (1 + n) arvo = 100?

02.2.9. Milla luvun n kokonaislukuarvolla tulon (1 + %) (1 + %) (1 + %) (1 +

02.2.10. Ratkaise epayhtélo X2 -x2-x > [x],kuna)x>0b)x<0.

l.a)(x-5)(1-3x)=0= x- 5 Otail-3x= 0<2:>x 5taix=1/3
b) (x-5)(1-3x)=15; x - 3x?-5+15x=15;3x°-16x +20=0

_16i\/256-240 _16+4 10

6 X = 3ta|x 2

X" -9 x-3x (x+3)(x 3) 6 (x+3)2 2x+6
3X 6 3X x(x-3) ~  X° x°

2.

3. Polynom| on jaollinen (x - 3):lla, jos P(3) =
2.3°-3°-133+a=0;54-9-39+a=0; a=-6

4.2 V6a® =4a>  b)49 M= (55)%= (\/;) =(3)F = 55
c)a’+2a’+a=a(@ +2a+1)=a(@+1)°

5.8)f(x) = 6 -X 2 MJ: 6-x-x2>0NK: X2 +x-6=0

_-1#+1+24 -1%5
= 5 =

2

i Xx=2taix=-3,KUV: AAP----3+++2---V: -3<x £2

b)f(x)=; ;MJx2-2x¢O;x(x-2)¢0;x¢0taix¢2
3

\/x2 - 2X

6.a) Iog4x:-2;4'2:x;x:%
b)3- 2= 12]:3® 2 =40 2" =22 e x+1=2;x=1

7.a) t(x) = 20 + 80 - 277 t(6) = 20 + 80-27"°° = 75,9°
b) t(x) = 70 ; 20 + 80-2°%%* =70 : 80-2%%* =50 ||: 80 ; 2% = 0,625 || Ig ()
-0,086x:1g 2 = Ig 0,625 || : -0,086-1g 2 < x = 7,9 (h)

8.NK: x-lja X =-2 = tekijatovatx - Ljax + 2
P(x) = a(x +1)(x 1)(x + 2); P(0) = 4 a1(1)2 4;a=-2
Vi P(x) = -2 + 1)(x - D(x +2) = -2x* - 23 + 2x° - 2x + 4

1 345 n n+l
o (143 (1+3) (1 d) (e ) (1+D)z100 3 £ 8. s

N*1 _ 100 & n+1 =200 < n = 199

AT

10.a)x-x-x2|x|,kunx>0<::>x-x2-x2x<::>x3-x2-2x20

NK: x(x -x-2)=0; x:0taix:2taix:-1KUV:----1+++0---2+++ V:x>2taix=0
b)x x>|x| kunx<0<:>x-x-x> XX -x*>0

NK: x(x 1)=0;x=0taix-1=0;x=0taix=1 KUV: -0 -—-1 +++ V:x=0
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02.3.1. Muuta juurimuotoon a) 5 “* b) 10 . Esita potenssina c) \/3 d) %
S

3
02.3.2. Laske tarkka arvo lausekkeelle a) \/% b) Iy 10 000 c) 4 **

X

02.3.3. Ratkaise yhtalo % =81

02.3.4. Olkoon polynomi P(x) = x* + 20x - 68. a) Mika on polynomin arvo, kun x = 11. b) Milla x:n arvoilla
polynomi saa arvon 1?

02.3.5. Milla a:n arvoilla yhtalolla 3x° + ax + 4 = 0 on kaksinkertainen reaalinen ratkaisu?
b) Milla a:n arvoilla paraabelin y = ax® + 6x + a kuvaaja on kokonaan x-akselin ylapuolella?

02.3.6. a) Sievenna . b) Mikéa on lausekkeen arvo, kun x =117

1
1'1-x

02.3.7. Ratkaise epayhtalo x + ﬁ <1

02.3.8. Kansantalous kasvaa vuosittain 2,5%. Miten monta prosenttia kansantalous on kasvanut 10
vuodessa? Monenko vuoden kuluttua kansantalous on tullut 1,5-kertaiseksi?

02.3.9. Adnen voimakkuutta kuvataan desibeliasteikolla seuraavasti: Voimakkuus desibelind on 10-Ig|— ,

missa | on tutkittavan aanen |ntenS|teett| (wattia/neliometri) ja Iy on kuulokynnys eli aani, joka viela kuullaan ja
sen |nten52|teett| on 10™ W/m?. Mika on rock-konsertin danen voimakkuus desibeleina, kun sen intensiteetti
on1W/m?

02.3.10. Mika on a, kun yhtalon x® + 2x* - 3x + a = 0 yksi nollakohta on x = -2? Mitk& ovat talloin yhtalon muut
ratkaisut?

1.2)5% =35 b) 10 * _\/_Oc)\/é_3/2 =470
\/z

, 1 1 1 1
2. a)\/:—\/js—— b) Ig 10 000 =g 10 =4 c) 4 2/:4—217 :42.\/2 =162 ~ 32

3.5 3 =81: 3 =343 X=3%. 1 4x=4:x=3

4.P(x) = x* + 20x - 68 ; P(11) = 11 + 20-11 - 68 = 121 + 220 - 68 = 273

20 * \/400 + 276 -20 + 26

2

PXx)=1; X°+20x-68=1;x"+20x-69=0;
X =3taix=-23

5. a) Yhtalolla 3x” + ax + 4 = 0 on kaksinkertainen reaalinen ratkaisu, jos sen D > 0

a’-4-34>0;a° >16-3 ; la| > 43 ;a>4\3 taia<- 43
b) Paraabeliny = ax® + 6x + a kuvaaja on kokonaan x-akselin ylapuolella, kun silla ei ole reaalisia nollakohtia,
ts.D<0:36-4-aa<0;a°>9;|a|>3;a>3taia<-3

6.a) X _X(d- X)=X(1 X)=x-1 b) kun x = 11, on lausekkeen arvo =11 -1 =10
1 1 “1-x-1 -X
1-
1 X(X - 3) 1 x-3 X -3x+1-x+3 X -4x+4
7‘XJ'x-3 <1 x-3 +x-3'x-3<0’ Xx-3 <0; x-3 <0

0S: X*-4x+4=(x-2)°>0 NIM: nk: x - 3=0; x = 3 ; kuv: nouseva suora --- 3 +++
Osamaara on negatiivinen, kun x <3 jax # 2

8. Olkoon kansantalouden arvo nyt A. Arvo n vuoden kuluttua on A, = A-1,025"
Alo =A-1,025% = 1,28A, joten kansantalous on kasvanut 28%

=15A; A1, 025” =1,5A;1,025"=15]|1g();lg1,025"=1g 1,5;n-lg 1,025 =1g 1,5
0,0107n =0,176 ; n = 16,4. V: 16 vuoden kuluttua.
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9. Voimakkuus = 10-Ig ﬁ =10-lg 1—01.QWW =10-lg 10" = 10-12 = 120 (db)

10. x = -2 on yhtélén x° + 2x° - 3x + a= O ratkaisu ; -8 +8+6+a=0;a=-6
x3+2x2-3x-6:0;x2(x+2)—3(x+2):O;(x2-3)(x+2):0;x2:3(taix:-2)x:i\/§




