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MAZ10. Lukujonot ja sarjat

1. Matemaattinen induktio

1.1. Jaollisuusoppia

1. Luku a on jaollinen luvulla b
jos a=b - cjac on kokonaisluku (kuten a ja b:kin)

1.1.1. Onko luku a) 12345 b) 2n c) 3n d) 6n jaollinen luvulla 3?
2. Osoita, ettd luku n® - n, missa n e N on jaollinen luvulla 6.

2. Merkintd, ettd a on jaollinen b:lla
b | a, (lue : b on tekijana a:ssa tai b jakaa a:n)

3. Onko a) 3|12 b) 12|3 c) 6|34567?
4. Maarita luonnollinen luku n, kun a) 7|(10 - n) b) 4|(10 - n).

3. Alkuluku
on kokonaisluku, joka 1° suurempi kuin 1 ja jolla 2° ei ole muita tekijoita kuin luku itse ja 1.

5. Mitk& seuraavista ovat alkulukuja a) 113 b) 131 c) 311 d) 133 e) 313 f) 3317

4. Yhdistetty luku
on kokonaisluku, joka ei ole alkuluku

6. Mitk& seuraavista ovat yhdistettyja lukuja a) 151 b) 511 c) 5517

5. Eratostheneen seula
on menetelma3, jolla 16ydetaan alkuluvut halutulta alueelta 2, 3,..., n
Pienin luku (aluksi 2) on alkuluku. Poista muut sillé jaolliset luvut.

Pienin jaljella oleva on alkuluku. Poista muut sen monikerrat. Jatka lukuun, joka < \/ﬁ asti.
Jaljelle jaaneet ovat alkulukuja.

7. Muodosta Eratostheneen seulalla kaikki alkuluvut, jotka ovat pienempia kuin 200.

6. Luvun tekijéihin jako
tarkoittaa, etté luku on esitettava tulona, jonka kaikki tekijat ovat alkulukuja.

7. Aritmetiikan peruslause
Jokainen luku n > 2 voidaan esittéaa tasmalleen yhdella tavalla alkulukujen tulona.

8. Esita luvut alkulukujen tulona a) 60 b) 126 c) 612

8. Kanoninen alkutekijahajoitelma
on tekijoihin jako, jossa luvun samaa alkulukua olevat tekijat esitetdan tdman alkuluvun potenssina.

9. Lukujen a ja b suurin yhteinen tekija
on yhteisista tekijoista suurin eli on suurin kokonaisluku, jolla molemmat luvut a ja b voidaan jakaa.

10. Suurin yhteinen tekija luettelemalla lukujen tekijat.
Luettele lukujen kaikki tekijat.
Syt on yhteisista tekijoista suurin.

9. Maéarita syt luvuille a) 18 ja 24 b) 24 ja 32

11. Suurimman yhteisen tekijan méaarittdminen alkutekijihajoitelmasta
syt = tulo, jossa on jokaista yhteista alkutekijaa niin monta potenssia kuin niissa on véahiten

10. Maarita a) syt (126, 231) b) syt (168, 288) c) syt (48, 72, 84)

12. Suurin yhteinen tekija laskimesta TI-85
Painele [MATH] , [MISC] , [ged] , [luku 1], [, ], [luku 2] , [sulku paattyy| , [ENTER]
Jos on etsittdva kolmen luvun syt, etsitdan ensin kahden luvun syt ja sitten ndin saadun ja kolmannen syt

11. Maarita a) syt (123456, 142536) b) syt (51184,91392) c) syt (58674, 43890, 70609)
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13. Eukleideen algoritmi syt:n l6ytamiseksi

Jaa suurempi pienemmalla.

Jos jaa jakojaannos, jaa silla jakaja eli pienempi.

Jos télle jaa jakojaéannds, jaa silla edellinen jakaja jne.
syt = viimeinen jakaja

14. Lukujen a ja b pienin yhteinen jaettava
on pienin kokonaisluku, joka voidaan jakaa luvuilla a ja b eli on lukujen yhteisistd monikerroista pienin

15. Lukujen pienin yhteinen jaettava luettelemalla
Luettele lukujen monikertoja.
Pyj on yhteisistd monikerroista (jaettavista) pienin.

12. Maarita pyj luvuille a) 6 ja8 b) 8,12ja18¢c) 2,3,4,6ja8

16. Pienimman yhteisen jaettavan maarittaminen alkutekijahajoitelmasta
pyj = tulo, jossa on jokaista alkulukutekijaéd korkeimpaan esiintyvaan potenssiinsa korotettuna

13. Maarita a) pyj (24, 32) b) pyj (24, 32, 36)

17. Pienimman yhteisen jaettavan maarittdminen laskimella TI1-85
Painele [MATH] , [MISC] , [lem] , [luku 1] , [, ], [luku 2] , [sulku paattyy] , [ENTER]
Jos lukuja on kolme, etsitaan ensin kahden luvun pyj. Sitten tAméan ja kolmannen pyj;.

14. Maarita a) pyj (54,72) b) pyj (216, 576) c) pyj (1440,7128)

1.2. Matemaattinen induktio

1. Huomio parittomien lukujen summasta
summat ovat nelioité

2. Perustelu, ettd seuraavakin summa noudattaa samaa sdantda
Osoitetaan, etta seuraavan parittoman luvun lisddminen antaa tulokseksi seuraavan kokonaisluvun nelién

3. Perustelu, etta kaikki summat noudattavat samaa saant6a
Jatketaan edellista perustelua loputtomiin

4. Induktioperiaate yleisesti

Yritetdan todistaa, etta jokin saantd on voimassa jonkin muuttujan kaikilla luonnollisen luvun arvoilla.
Naytetaan, ettéa sdanté on voimassa alussa ( muuttujalla on arvo 0 tai mista vaite alkaneekin) ja etta saanto
on voimassa aina seuraavalla muuttujan arvolla. Taten s&antd on voimassa kaikilla seuraavilla eli siis kaikilla
muuttujan arvoilla.

5. Saantojen todistaminen induktioperiaatteella

Osoita : 1° vaite on tosi johonkin muuttujan arvoon asti, esim. 1:een asti (tai vain 1:11&)

2° tee oletus etta vaite on tullut osoitetuksi oikeaksi jo arvoon k asti.

3° osoita, etté vaite on tosi myds muuttujan arvolla (k + 1) kayttden hyvéksi oletusta 2°

4° Tall6in voidaan tehda johtopéétos, ettd vaite on tosi kaikilla muuttujan luonnollisten lukujen arvoilla

1.2.1. Osoita, ettd 4 + 8 + 12 + ... + 4n = 2n° + 2n kaikilla luonnollisilla luvuilla n.
2. Todista induktiolla, etta 1 + 3 + 3% + ... + 3" =15(3"- 1)
1,11 1 ___n
1.2t23%32% Thne) Tn+1
. . 1 1 1 1 n
4. Todista, ettd 7 3+3 5+ g7+ - * @n-D@2n+1) =on+1
5. Todista induktiolla, ettd a" - b" on jaollinen (a - b):lla kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

3. Todista, etta

6. Binomikaava (1 + x)"
Cy +CX+C)X* +...+Cx"
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7. Binomikerroin

= CQ

8. Laskukaava

cn nt - n-(n-1)-(n-2)-...-(n—(k-1))
< kI(n—k)! k!

9. Kaavan todistaminen
voidaan tehdé taydelliselld induktiolla. Ks. kirja

10. Summamerkinta X - kirjainta kayttaen
> - merkin alle laitetaan mika on indeksin alin arvo ja ylapuolelle mik& on indeksin suurin arvo seka peraan
mik& on yhteenlaskettavien lauseke indeksia kayttaen.

6. llmoita Z-merkinnallaa) 1 +2+3+...+10b)2+4+6+...+20 c)0+3+6+ ... +99
d)0+3+8+15+ ... +99.
1

6 5 5
7. Laske a) 22n+3 b) Zl/zn(n +1) ¢) Z—
n=1 n=1 n=0 n +1

11. Binomikerroin ” sulkeita ” kayttden

n
CQ:[ ]:an
k

12. Binomikaava

(a+b)"= Y (1" b* =Cja"+Cla" b +Cja" b’ +..Clb"

k=0

8. Esita polynomina a) (a + b)” b) (x + 1)°c) (x - 2)" d) (2x- 1)°
9. Mik& on polynomin a) (2x - 3)" 2. asteen b) (x + 3/x)” 1. asteen termi?

13. Binomikertoimen lavennettu muoto

n! n
an— =
gk [kj nck )

14. Symmetrisyys

=G

15. Ensimmaiset kertoimet

©) - c=1 (4)-cr=n

16. Viimeiset kertoimet

(M=cr=1 (n71)=cCri=n

17. Pascalin kolmio
on kolmion muotoinen lukujoukko, jonka n:nnelté riviltd saadaan n:nnen asteen binomikertoimet

18. Pascalin kolmion muodostaminen
Reunoille laitetaan luku yksi ja edellisen rivin kahden perakkéisen luvun summa laitetaan alapuolelle ndiden
lukujen puolivéliin.

Ts. (k%)*@z(n;;l)
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2. Lukujono

2.1. Lukujono funktiona

1. Jonon n:s termi
Merkitdan a,

2. Lukujonon merkintatapoja
Jono ay, a,, a3, ... TAl (a;, ax as ...) TAl (a,) TAI (an)nf1

3. Lukujonon mé&aritteleminen luettelona
Luetellaan jonon perakkaisia termeja niin kauan, ettd tyhmempikin huomaa miten jono jatkuu

2.1.1. Mika on jonon seuraava termia) 2, 5, 8,11, ... b) 1,4, 9,16, ...¢) 2,5, 10,17, ... d) 1, -2, 3, -4, ...?

4. Lukujonon maaérittdminen funktiona
Annetaan lauseke, josta saadaan jonon termi sijoittamalla muuttujakirjaimen paikalle termin jarjestysnumero

2. M&éritd a; ... as, kuna)a,=2n+3b)a,=2"+3c)a,=n" +3d) a, = (n + 1)/(2n - 1).

5. Jonon termit TI-85:11a
[MATH| [MISC] [seq] |ay:n kaava, muuttujakirjain, alkuindeksi, loppuindeksi, indeksin liséys| [ENTER]

3. Madaritd a;o ... a5, kuna) a, =3n-4b)a,=3""" +4

2.2. Aritmeettinen jono

1. Aritmeettisen jonon maéritelméa
Jono (a,) on aritmeettinen, jos kaikilla n:n arvoilla a,.; - a, =d = vakio (,jonka arvo ei riipu n:sta)

2.21.Voikojonoa) 3,5,7,...b)2,4,8,16, ... )0, 8, 16, 32, ... olla aritmeettinen?

2. Lukujonon osoittaminen aritmeettiseksi
Lasketaan a,.; - a, mielivaltaisella kohtaa n. Jos taman arvo ei riipu kohdasta n, on jono aritmeettinen.

2. Osoita, etta jono a) a, = 7n + 4 b) a, =5 - 6n on aritmeettinen

3. Termien a, arvon laskeminen aritmeettisessa jonossa
a,=a+(n-1d

3. Mikd onjonona)?2,5,8,...b)-1,3,7,...¢) 10, 5, 0, ... sadas termi?

4. Aritmeettisen jonon ratkaiseminen

Lasketaan kaavan a, = a + (n - 1)d yhtélosta kateissa olevan suureen (a,, a, n tai d) arvo

TAl ratkaistaan a ja d eo. yhtdlosta saatavan yhtéloparin avulla, silla aritmeettinen jono on tasmalleen
maaratty, jos tunnetaan a ja d.

4. Luku 10 on aritmeettisen jonon ..., 8, 10, ... kahdeksas termi. Mika on ensimmainen termi?

5. Monesko termi on aritmeettisessa jonossa 1, 4, 7, ... luku 1000?

6. Aritmeettisessa jonossa -3, ..., 52, ... on 52 kahdestoista termi. Mika on vakioerotus?

7. Teatterin 1. penkkirivilla on 62 paikkaa, 2. rivilla 64, 3. rivilla 66 jne. Montako paikkaa on 20. rivilla?
8. Montako kahdeksalla jaollista kolminumeroista luonnollista lukua on olemassa?

9. Kuinka monta jonon 5, 9, 13, ...termeista on pienempia kuin 10007

10. Aritmeettisen jonon viides termi on 30 ja vakioerotus -0,4. Maarita a; ja ajo.

11. Aritmeettisen jonon kolmas termi on 12 ja yhdeksés 30. M&arité jonon 10. ja 20. termi.

12. Jono (a,) on aritmeettinen. limoita a,,, kun a) a, = 8 jaag =-16 b) a3 = 12 ja a;; = 32.

13. Maarita x, kun jono 3, x + 6, x? + 1 on aritmeettinen.

2.3. Geometrinen jono

1. Geometrisen jonon méaaritelma
Jono (a,) on geometrinen, jos kaikilla n:n arvoilla patee, etta a,., / a, = q = vakio, jonka arvo ei riipu n:sta

2.3.1. Voiko jono a) 3, 6, 12,24, ... b) -2, 1, -'5, 4, ... ¢) -1, -8, -27, -81,... olla geometrinen
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2. Lukujonon osoittaminen geometriseksi
Lasketaan a,.; / a, mielivaltaisella kohtaa n. Jos tamé& arvo ei riipu kohdasta n, on jono geometrinen.

2. Osoita, etté jono a) a, = 4-5" b) a, = 6/7" ¢) a, = 2"-cos N on geometrinen.

3. Termi?n a, arvon laskeminen geometrisessa jonossa
n
an = aq

3. Mikd on jonon a) 3, 6, 12,24, ... b) 4, -2, 1, -¥5, ... kymmenes termi?

4. Geometrisen jonon ratkaiseminen

Lasketaan kaavan a, = aq™" yhtalosta kateissa olevan suureen (a,, a, n tai g) arvo

TAl ratkaistaan a ja g eo. yhtalosta saatavan yhtaloparin avulla, silla geometrinen jono on tdsmaélleen
maaratty, jos tunnetaan a ja q.

4. Luku 8 on geometrisen jonon ..., 4, 8, ... kahdeksas termi. Mika on ensimmainen termi?

5. Monesko termi on luku 1 geometrisessa jonossa 256, 128, 64, ...?

6. Montako geometrisen jonon 3, 6, 12, ... termeistd on pienempia kuin 10 000 0007?

7. Monennestako termista alkaen geometrisen jonon 3, 4, ... termit ovat suurempia kuin 10007?

8. Geometrisessa jonossa a; = 8 ja a;3 = 1/8. Mik& on jonon suhdeluku?

9. Geometrisen jonon suhdeluku on %z ja a; = 3. Mik& on jonon ensimmainen termi?

10. Geometrisen jonon az = 6 ja a; = 24. Maaritd a; ja q.

11. Geometrisessa jonossa a4 + as = 3 ja ag + a;9 = 9375. Maarita jonon kolme ensimmaista termia.
12. Maarita luku x siten, ettd jono X, X - 3, ¥2(x - 1), ... on geometrinen.

13. Maarita x siten, ettd jono x , X - 2, 2x - 1 on a) aritmeettinen b) geometrinen.

14. Osoita, ettéd geometrisen jonon jokainen termi a, (n > 1) on edellisen ja seuraavan termin keskiverto eli

geometrinen keskiarvo, jolloin a, = \/an_l © Anst

5. Koronkoron kaava
K =Ko - (1+p/100)",
missa K = kasvanut pddoma, K, = alkupddoma, p = vuotuinen korkoprosentti ja n = vuosien maara

15. Kuinka suureksi kasvaa 10 000 mk:n pddoma 5 vuodessa, kun korkoa korolle lasketaan 3% mukaan?
16. Mika pitaisi vuotuisen koron olla, jotta 10 000 mk:n paaoma olisi 5 vuoden kuluttua 15 000 mk?

17. Missa ajassa 10 000 mk pddoma kasvaa 15 000 mk:ksi, jos vuotuinen korko on 4%?

18. Mika paaoma kasvaa 15 000 mk:ksi 6 vuodessa, jos vuotuinen korko on 3%?

6. Sama prosentuaalinen muutos monta kertaa

A=Ay a”,

missa A, = suureen arvo n:n toiston jalkeen, Ay = suureen alkuperéinen arvo, a = yhdella muutoskerralla
tapahtuva moninkertaistuminen (= 1 + p/100) ja n = muutoskertojen lukumaara.

19. Suomen vékiluku kasvaa vuodessa 0,4%. Vuonna 1990 oli vakiluku 5 milj. a) Kuinka suuri on vakiluku
vuonna 2000? b) Milloin vakiluku on yli 6 milj.?

20. Vetelin vakiluku oli v. -97 4000. Vuosittain vaheneminen on 1%. Milloin vékiluku pienempi kuin 30007
21. Vetelin vakiluku pienenee 1% vuodessa ja Halsuan kasvaa 1%. Vetelissa on 4000 ja Halsualla 2000
asukasta. Milloin vakiluvut ovat yhta suuret?

22. Superpallo pudotetaan 1 m korkeudelta. Se pomppaa aina korkeudelle, joka on 90% lahtokorkeudesta.
Kuinka korkealla se pomppaa viidennella kerralla? Monennenko pompun jalkeen pomput ovat alle 5 cm?

2.4. Lukujonon raja-arvo ja suppeneminen

1. Raja-arvon merkinta
lima, =a TAI lima,=a TAl a,—a, kunn— o

X—>0

2. Raja-arvon maaritelma
Jono (a,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos kaikkien termien a, poikkeama a:sta on vihemman kuin miten
pieni luku v tahansa, kun termien indeksi n on suurempi kuin v:sté riippuva indeksi n,.

3. Lukujonon suppeneminen
tarkoittaa sitd, ettd lukujonolla on raja-arvo

2.4.1. Tutki laskimella lukujonon suppenemista ja anna mydnteisessa tapauksessa raja-arvon likiarvo

a)a,=n-(10""-1)b)a,=\3c)a,= \V1/3d)a,=\2n+3e)a,=10"- 1,1"
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4. Lukujonon hajaantuminen
tarkoittaa sitd, ettd lukujonolla ei ole raja-arvoa

5. Vakiojonon raja-arvo
on kyseinen vakio ts. limc =c¢

6. Raja-arvo lim (1/n)
= 0 samoin kuin kaikki raja-arvot, joissa osoittaja on kiinted luku ja nimittija kasvaa rajatta

7. Raja-arvo lim (n + c)
= oo samoin kuin kaikki raja-arvot, joissa yksi yhteenlaskettava kasvaa rajatta ja muut ovat vakioita

8. Raja-arvo lim (c - n)
= - oo samoin kuin kaikki raja-arvot, joissa yksi yhteenlaskettava vahenee rajatta ja muut vakioita

9. Jono heilahtelee rajoitetusti
esim. silloin kun joka toinen termi lahestyy lukua a ja joka toinen lukua b, missd a = b

10. Jono heilahtelee rajatta
esim. silloin kun joka toinen termi l&hestyy + « ja joka toinen lahestyy - « (tai jotain &arellista lukua a)

11. Mista n:n arvosta lahtien jonon termit poikkeavat raja-arvosta vahemman kuin v
Tehdaén epayhtalo | a, - a | < v, josta ratkaistaan n

. 2n+3 . . . . . . .. .
2. Lukujonon a, = 4n + 5 'aja-arvoon 4. Miten suuri on luvun n oltava, jotta termien arvot poikkeaisivat raja-

arvosta véhemman kuin 0,001?

12. Siirretyn jonon (a,+x) raja-arvo
on sama kuin jonon (a,)

13. Ehto suhdeluvulle, jotta geometrinen jono suppenisi
-1<qg<1

3. Suppeneekojonoa) 1,2,4,8,...b)8,4,2,1,...¢)2,-6,18,-54, ... d)1,-1, 1, 1, ...

14. Geometrinen jono, josq=1
suppenee. On samalla vakiojono a, a, a, ... ja samalla myds aritmeettinen jono, jonka d =0

15. Suhdeluvussa olevan muuttujan maarittdminen, jotta geometrinen jono suppenisi
Tehdéaéan epayhtald -1 < suhdeluku < 1, joka ratkaistaan

4. Milla x:n arvoilla geometrinen jono a) 1, (x - 1), (x - 1)°, ... b) 2, (3x - 4), ... suppenee?

2.5. Raja-arvon laskeminen

1. Yleisohje
Raja-arvot lasketaan, kuten vastaavien funktioiden raja-arvot.

2. Jono on polynomi : polynomi
Supista, nimittdjan korkeimmalla n:n potenssilla.
Talloin aarettdmyyteen menevat termit ovat nimittdjassa ja naiden termien raja-arvo on nolla

2z 2z n
o . -2 2n-1 - -1
2.5.1. Laske lukujonojen raja-arvot a) a, = 1 _r: 1 b) a, = —z—gn +g C) a,= —z—nn+ 1 d)a,= Zn +32 e)a,= n
3n+4

2. Laske kolmen desimaalin tarkkuudella a;q, ai00 ja a1000 Seka raja-arvo, kun a, = \/—2+—1
n

3. Jono on eksponenttifunktio : eksponenttifunktio
Supista silla nimittdjan eksponenttifunktiolla, joka kasvaa nopeimmin kohti aaretonta.
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o 2"+ 3" 3"+ 4
3. Laske lukujonojen raja-arvot a) a, = 314 b) a, = Py

4. Jono on juuri - juuri
Lavenna lausekkeella "juuri + juuri”’, paaset tilanteeseen aareton : dareton.

Supista sitten nimittajan korkeimmalla potenssilla. HUOM. \/ﬁ2 =n

4. Laske lukujonon raja-arvo a) a, =yn + 1 - \/71 b) a, = \/nz +n- \/n2 +1c)a,=y4n"+5n-2n

5. lim (ca,)
=ca, missalima,=a

6. lim (a, + by)
=a+b,missdlima,=ajalimb,=b

5. Olkoon lim a, = a. Mika on raja-arvo a) lim (3a,) b) lim (3 + a,) ¢) lim (3a, + 4)

7.1im (a, - by)
=a-b,missdlima,=ajalimb,=b

8.1im (a, - by)
=a-b,missalima,=ajalimb,=b

6. Olkoon lim a, = aja lim b, = b. Maaritd a) lim [ a, - (a, + 2b,) ]

9.1im (a,/ by)
=a/b,missdlima,=ajalimb,=b=0

10. ” Voileipalause ”
Joslima,=limc,=aJAa,<b,<c,,ninlimb,=a

7. Olkoon lim a, = lim b, = a seké a, < b,. Mitd on lim %2(a, + b,)

2.6. Rajoitetut ja monotoniset jonot

1. Alhaalta rajoitettu jono
Jono (a,) on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen luku m, etta vV n:a,>m

2.6.1. Osoita, etté jono a, = 2 + n - (%2)" on alhaalta rajoitettu.

2. YIhaalta rajoitettu jono
Jono (a,) on ylhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen luku M, ettd Vv n: a, <M

2. Osoita, etté jono a, = 2 + (%2)" on ylh&alta rajoitettu

3. Rajoitettu jono
Jono on rajoitettu, jos se on ylhdaltd ja alhaalta rajoitettu

. . 2n+3 .
3. Osoita, ettéa jono a, = T+1on rajoitettu.

4. Suppenevan jonon rajoittuneisuus
Jos jono on suppeneva, hiin jono on rajoitettu.
HUOM: Painvastainen vaittdma ei ole tosi ts. jos jono on rajoitettu, niin jono ei valttmatta ole suppeneva

4. Osoita, ettd jono a, =\/n + 10 - \/?1 on rajoitettu.

5. Kasvava jono
Jono (a,) on kasvava, jos ¥V n: ans1 > @,

6. Ei-vaheneva jono
Jono (a,) on ei-vaheneva, jos V n : a,. > a,

7. Vaheneva jono
Jono (a,) on vaheneva, jos V n: aps < @,
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8. Ei-kasvava jono
Jono (a,) on ei-kasvava, jos V n : an. < a,

9. Monotoninen jono
Jono on monotoninen, jos se on kasvava tai vaheneva.

10. Monotonisuuden laatu tutkimalla yhtapitavia epayhtaléita
Tee vditteen a,.; < a, kanssa yhtapitavia (<) epayhtaloita,
joista viimeisesta tulisi nahda, ettd se on tosi kaikilla n:n arvoilla

5. Osoita, ettd jono a, = n° + 2n + 3 on nouseva

11. Monotonisuuden laatu tutkimalla peréakkaisten termien erotusta
Sievenna lauseketta a,.1 - a, .
Jos siita nahdaan, etta erotus on positiivinen n:n arvosta rippumatta, niin jono on kasvava.

. . . n
6. Osoita, etta lukujono a, = o+ 2 on kasvava.

12. Monotonisuuden laatu tutkimalla perékkaisten termien suhdetta
Sievenna lauseketta a,.1 : an.
Jos siita nahdaan, ettéa se on > 1 n:n arvosta riippumatta ja termit positiivisia, niin jono on kasvava.

2n

7. Osoita, etta jono a, = ;-7

(n > 2) on kasvava.

13. Monotonisuuden laatu tutkimalla jonoa vastaavaa jatkuvaa funktioa
Korvaa lukujonon termin lausekkeessa n x:lla ja tutki ndin saatua jatkuvan funktion monotonisuutta
derivaatan avulla. Jos funktio on jatkuva kaikilla x:ill&, niin se on kasvava kaikilla kokonaislukuarvoillakin.

3
. . n' -4
8. Osoita, ettad jono a, = —hZ_ on kasvava.

9. Laske lukujonon a, = n® - 11n + 12 kaksi pieninta termia.

14. Monotonisuuden laatu todistamalla téaydellisella induktiolla.
Todista kasvavuudesta kertova epayhtal6 a,., > a, todeksi taydellisella induktiolla.

10. Osoita, etté jono (a,), missd a; = 1 ja a,+1 = %2(a, + n) on kasvava.

15. Lause, millainen jono varmasti suppenee
Jos jono on alhaalta rajoitettu ja jono on véheneva (ei-kasvava), niin jono suppenee.
Jos jono on ylh&aalta rajoitettu ja jono on kasvava (ei-véaheneva), niin jono suppenee.

11. Osoita, etté jono a, = 2 + (¥%)" + (34)" suppenee.

16. e:n maaritelma lukujonon raja-arvosta

e= Iim(l+ 1)
n—oo n

17. Todistus, etta e:n maarittelema lukujono suppenee
Osoitetaan, etta eo. jono on ylhaalta rajoitettu ja ei-vaheneva. Ks. kirja

18. Raja-arvon laskeminen e:n méaritelmaan nojautuen
Sievennetdan raja-arvon lauseketta niin, etté kantaluvun (1 + 1/n) nimittdjassa ja eksponentissa on sama
lauseke. Jos tama lauseke lahestyy aaretontd, on taman osan raja-arvo = e.

12. Laske a) lim (1 + %)2” b) lim (1 + 2_1n "¢) lim (1 + 2/n)" d) lim (1 - 2/n)".

3. Aarellinen summa

3.1. Summajono

1. Lukujonosta saatava summajono
on (S, Sz, Sg, -.-),Missds;=a;, S, =a;+a,,S3=a;+a+asz, ...,Sp=a;+a+ag+ ... a,
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3.1.1. Lukujonon 5 ensimmaisté termia ovat 2, 4, 7, 11 ja 16. Muodosta summajonon 5 ensimmaisté termia.
2. Summajonon 5 ensimmaista termia ovat 2, 4, 7, 11 ja 16. Muodosta lukujonon 5 ensimmaista termia.

3.2. Aritmeettinen summa

1. Aritmeettinen summa
on summa, jonka yhteenlaskettavat muodostavat aritmeettisen jonon.

3.2.1. Mitkd summistaa)1+3+5+...b)1+4+9+...c)-1+11+ 21+ ... voivat olla aritmeettisia?

2. Aritmeettinen summakaava
_n@+ay) _n(2a;+(n-1)d)
Sh=T o T 2

2. Laske sy, kunsummaona)1+3+5+...b)3+8+13+...c)9+5+1+ ...
3.Laskea)3+7+11+...47b)1+25+4+...31¢c)2-6+10-14+...-110

4. Laske kaikkien positiivisten alle 100 olevien 7:114 jaollisten kokonaislukujen summa.

5. Laske kaikkien kolminumeroisten ja luvulla 11 jaollisten luonnollisten lukujen summa.

6. Misté n:n arvosta alkaen n:n ensimmaisen luonnollisen luvun summa on suurempi kuin 10007?

7. Kakikello kukkuu taydet tunnit (esim. klo 19 seitseman kertaa) ja puolet tunnit kerran. Montako kukahdusta
kuuluu vuorokauden aikana?

3. Aritmeettisen sarjan ja jonon selvittdéminen annetuista tiedoista
Aritmeettinen jono on tasmaélleen selvitetty, kun tunnetaan sen a ja d.
Kaavoista 2.2.4 ja 3.2.2. saadaan yhtalo tai yhtalopari, josta ratkaistaan a ja d.

8. Méaarita aritmeettisen jonon a; ja d, kun a; = 9 ja sg = 99.
9. Aritmeettisen jonon vakioerotus on -2. Jonon termeja lasketaan jonon alusta yhteen. Kun viimeinen
yhteenlaskettava on 17 on termien summa 897. Monesko termi on 17?

4. Summa TI-85 laskimella
[MATH| [MISC]| [sum]|seq]| |ay:n kaava, muuttujakirjain, alkuindeksi, loppuindeksi, indeksin lisays)|

100

5 6 10
10. Laske a) »_.n* b) znz—nl c) D_(Bn+4) d) > (n’-3n+4)
n=1 n=211" n=1

n=10
11. Esita T-merkkia kayttaen ja laske arvo a) 3%+ 4% + 5%+ ... +30°b) 4 +8 + 12+ ... + 128 ¢) 3/2 + 5/4 +
7/8 + ...+ 17/256.

3.3. Geometrinen summa

1. Geometrinen summa
on summa, jonka yhteenlaskettavat muodostavat geometrisen jonon.

3.3.1. Mitkd summistaa)1+2+4+16+...b)2-4+8-16+...c) 1+ 8 + 27 + ...voivat olla geometrisia?

2. Geometrinen summakaava
_a1-q9%) _a@"-1)
T71-q " q-1

2. Laskeslosummastaag2+4+8+ ..b)8+4+2+..¢c)8-4+2-...d)4+12+36 + ...
3.Laskea)1+0,2+ 0,2°+...+02"°b)1-5+5°-5%+ .. + 390625 c) 1% + (1%6)> + (1%%)° + ... + (1%%)"°.
4. Geometrisessa summassa Sip = 1000 ja q = 2. Mik& on ensimmainen termi?

3. Geometrisen sarjan ja jonon selvittiminen annetuista tiedoista
Geometrinen jono on tdsmalleen selvitetty, kun tunnetaan sen a ja g.
Kaavoista 2.3.3. ja 3.3.2. saadaan yhtal6 tai yhtalopari, josta ratkaistaan a ja q.

5. Geometrisen jonon seitsemas termi on 64/243 ja suhdeluku q = -2/3. Laske sg.

6. Montako termia summan 5 + 10 + 20 + ... alusta on otettava, jotta summa ylittaisi 51157

7. Geometrisessa sarjassa suhdeluku on %, summa 3367/64 ja viimeinen termi 243/64. Mik& on
ensimmainen termi ja termien lukumaara?

8. Geometrisessa sarjassa ensimmainen termi on 8, suhdeluku 1% ja summa 2059/8. Mik& on viimeinen
termi ja termien lukumaara?
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9. Pallo pudotetaan 2 m korkeudelta. Sen pomppu on aina 40% pudotuskorkeudesta. Kuinka pitkdn matkan
pallo on pomppinut, kun pomput ovat tulevat alle 1 cm.

10. Matti aikoo sdastaé marraskuun 1. péivana 1 pennin, 2. paivéna 2 pennig, 3. paivana 4 pennia jne.
Paljonko hén on saastanyt kuun loppuun mennessa?

11. Huhu levida seuraavasti. Liikkeellelaskija kertoo sen 5 henkil6lle, joista jokainen kertoo 5 muulle.
Oletetaan, ettei kukaan katkaise huhun levittdmista, kukaan ei kuule huhua kahdesti ja huhu kerrotaan
paivan kuluessa. Kuinka nopeasti kaikki maapallon asukkaat ovat kuullet huhun?

12. Geometrisen jonon ensimmainen termi on 10 ja viides termi on 5. Monesko termi on ensimmainen, jonka
arvo on alle yhden. Montako termi& on laskettava yhteen, jotta summa olisi yli 607

13. Esitd osamaaranda) 1 +x + x°+ ... x°b) 1 - +x° - x>+ ... + xP¢) Ux + 1 + 1 +... + 1/x*°.

14. Kirjoita polynomina a) (x10 -1):(x-1)b) (x15 + 1) : (x + 1) tulkiten ne geometrisiksi summiksi.

4. Rekursiiviset jonot

4.1. Rekursio

1. Funktion maaritteleminen rekursiivisesti
Maaritellaan, kuinka funktion arvo lasketaan jollakin luonnollisella luvulla ja kuinka funktion arvo saadaan
seuraavalla luonnollisen luvun arvolla aina edellisesta funktion arvosta.

4.1.1. Olkoon f(1) = 2 ja f(n + 1) = 2-f(n) + 3. Maarita f(5).
2. Olkoon f(1) = 3ja f(n + 1) = 4-f(n) + n + 5. Maarita f(5).
3. Olkoon f(5) = 63 ja f(n + 1) = 2-f(n) + 1. M&arita f(1).

2. Lukujonon méaarittdminen rekursiivisesti
Annetaan jonkin termin arvo ja saanto, miten termi saadaan edellisesta (edellisistd)

4. Olkoon a; = 2 ja ay+1 = 2a, - 3. Maaritd a, ... as.

3. Aritmeettinen jono rekursiivisesti
a,=a+(n-1dea,=aJAas=a,+d

4. Geometrisen jonon rekursiivinen maaritelmé
a,=ag” ®a;=alAam=a,-q

5. Méaarittele rekursiivisesti geometrinen jono 3, 6, 12, 24, ....
6. Maarittele geometrisestia; =5, ap1 = 2a,.

5. Summajono rekursiivisesti
Sn+1 = Sn t @n+1

7. Summajono on maaritelty siten, etta s, = s,.1 + 2n - 1. Maarita jono a,.
8. Summajono on maaritelty seuraavasti s,.; = S, + 2n - 1. Maarita jono a,,.

6. Rekursiivisen jonon raja-arvon laskemistapa
Jonoilla (a,+1) ja (a,) on sama raja-arvo a.
Sijoitetaan a osasten raja-arvojen paikalle rekursioyhtaléon ja lasketaan yhtélosta a.

9. Lukujono (a,), missa a; = 1 ja a1 = Y2a, + 1 suppenee. Mik& on jonon raja-arvo?
10. Lukujono (a,), missd a; = 1 ja a,+1 = %(a, + 2/a,) suppenee. Mikd on jonon raja-arvo?

4.2. Ensimmaisen kertaluvun rekursioyhtal®

1. Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen ja vakiokertoiminen rekursioyhtalo
yn+1 = Cyn + d

2. Rekursioyhtélon termeja laskimen ANS-toimintoa kayttéen.

@ , jolloin ANS-muistipaikassa on y,:n arvo
L] [d) [ENTER] —v:, [ENTER] v, | >V,

4.2.1. Muodosta termit yy, ... ys. kun a) Yn.1 =2y, + 3, ¥0=4b) Ype1 =-3yn + 4,y =5
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3. Rekursioyhtalon ratkaisu

on lukujono, joka toteuttaa rekursioyhtalon.

Lukujonon lausekkeesta saadaan suoraan mika lukujonon termi tahansa. Ratkaisuja on aarettdmasti.
Jos annetaan jokin alkuehto esim. ensimmainen termi on y,, saadaan yksikasitteinen ratkaisu.

2. Osoita, ettd, y, = 2" + 1 on rekursioyhtalon yn.; = 2y, - 1, yo = 2 ratkaisu.

4. Ensimmaisen kertaluvun rekursioyhtalon y,.; = ¢y, + d ratkaisukaava alkuehdolla y,

n
yn:yo-c”+%%_—§2,kunc¢l : Yn=Yo+nd, kunc=1.

3. Ratkaise, kunyg =1 ja a) Vo1 = 3Yn + 2 b) Yni1 =5 - 4y, €) Yne1 = Y2y, +¥2 d) Yier = -2y, + 6.
4. Anna rekursioyhtald, jonka ratkaisu on jono a) 2, 6, 18, ... b) -1, 2, -4, 8, ...
5. Miké& on c, kun rekursioyhtalélla y,., = cy, on ehdot y, = 4 ja ja y; = 10 toteuttava ratkaisu?

4 .3. Lainan maksu tasaerissa

1. Tasaeran maardaminen

ka'(a-1) . _ .
= ﬂaTof—lz, missa a = tasaera, k = lainan alkupddoma, a =1 + 1—O%—n = yhden maksuvalin korko, kun

vuodessa n maksukertaa, T = takaisinmaksukertojen lukumaara.

4.3.1. Kuinka suuri on kuukausittain tehtédava samansuuruinen lainan lyhennysmaksu pankille, kun on otettu
kahdeksi vuodeksi 10 000 mk:n laina, jonka korko on 6%?

2. Uffe on saanut 10 milj. mk:n lainan 8% korolla. Han aikoo lyhenté&a sita kaksi kertaa kuukaudessa
samansuuruisina erind 10 vuoden ajan. Mika on tdman tasaeran suuruus? Paljonko kertyy kaikkiaan korkoja
tédna aikana?

*4.4. Toisen kertaluvun rekursio ja rekursioyhtaltt

1. Fibonaccin jono
1,1,2,3,5,8,13,21, ... ®y1 =1 JAY, =1 JA Vo1 = VYo *+ Y1, kunn>2

*2. Kaniongelma

Kanipari saa ensimmaisen poikueen kahden kuukauden ikaisena.
Poikueeseen kuuluu kaksi kania (poika ja tytto).

Alussa on vain yksi kanipari.

Kanit eivat kuole.

Mik&a on kaniparien lukumaara eri kuukausina? Vastauksena Fibonaccin jono.

*3. Toisen kertaluvun lineaarinen, vakiokertoiminen ja homogeeninen rekursioyhtald
Toisen kertaluvun = y,,; riippuu kahdesta edellisesta termista y, ja Yn.1.

Lineaarinen = y:t ensimmaista astetta.

Vakiokertoiminen = y:itten kertoimet ovat vakioita, eivat riipu n:sta

Homogeeninen = yhtaldssa ei ole vakiotermia

Y1 T PYn+ QY1 =0

*4. Milloin geometrin jono toteuttaa toisen kertaluvun rekursioyhtalén
vy = " on ratkaisu, jos r toteuttaa karakteristisen yhtalon.

4.4.1. Osoita, etta jono y, = 3" toteuttaa rekursioyhtalon yn.1 - 4y, + 3yn1 = 0

*5. Karakteristinen yhtalo
I’2 +pr+q= 0

*6. Jos (ay) ja (by) ovat ratkaisuja, niin mik&a jono my6s on ratkaisu
(ca, + db,) , missa c ja d ovat vakioita.

2. Osoita, etté jonoty, = 2" jay, = 3" seka c-2" + d-3" toteuttavat rekursioyhtalon y.; - 5y, + 6y, = 0.

*7. Jos karakterisella yhtal6lla kaksi ratkaisua r; ja r,, niin mika jono on yleinen ratkaisu
n n
Ya=Crp +dn

3. Miké& on rekursioyhtalon .1 - Y, - 6yn.1 = 0 yleinen ratkaisu?
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*8. Alkuehdot toteuttava ratkaisu.
Yleisen ratkaisun kertoimet ¢ ja d saadaan, jos tiedetdan kaksi alkuehtoa, esim. kaksi ensimmaista termia.

4. Mik& on rekursioyhtalon y,.1 - 7y, + 12y,, = 0 se ratkaisu, jolle yo = 1 ja y; = 2. Mitka ovat y, ja y5?
5. Maérita jokin homogeeninen, vakiokertoiminen ja lineaarinen toisen kertaluvun rekursioyhtald, jonka
ratkaisuna on jono y, = 2" - 5"

*9. Fibonaccin jonon n:s termi

_L 1 ”_12 - n
fn—\/g{[/z(lﬂlé)] [%4(1 -\[5)] "}

*10. Jos karakterisella yhtélolla yksi reaalinen ratkaisu on ry, niin mik& jono on myos ratkaisu
Ratkaisuja ovat jonot y, = r;" ja y, = nry"

6. Osoita, etté jonot y, = 2" ja y, = n-2" toteuttavat rekursioyhtalén yp., - 4y, + 4y,.. = 0.

*11. Rekursioyhtalon yleinen ratkaisu
Yy, = cr," + dnr,"

7. Mika on rekursioyhtaldn y,.1 - 6y, + 9y,.1 = 0 yleinen ratkaisu?

*12. Alkuehdot toteuttava ratkaisu
Kertoimet c ja d saadaan ratkaistua, jos tiedetdan kaksi alkuehtoa, esim. kaksi ensimmaista termia.

8. Maarita rekursioyhtalon 4y,.; - 4y, + Y1 = 0 se ratkaisu, jolle yo = 3 jay, = 4.
5. Sarjat

5.1. Osasummien jono ja sarja

1. Lukujonoa vastaava summajono
Lukujono (a,) = a1, a,, as, ... Vastaavan summajonon (s,) termitovats,=a; +a, + ... + a,

5.1.1. Olkoon lukujono 1, 4, 9, 16, 25, 36 ... Mitkd ovat summajonon 6 ensimmaista termia?
2. Olkoon summajono 1, 4, 9, 16, 25, 36 ... Mika ovat lukujonon 6 ensimmaista termia?

2. Sarja

on summajono (s,) ja toisaalta myods Zan =3a,+a,+a,, sanotaan sarjaksi.
n=1

3. Sarjan termit
ovata; ,a,,asz, ..., 8n, --.

3. Mik& on sarjan Z(Zn +1) termiay, aioja ain0?

n=1

4. Sarjan osasumma
Sp=a;+a+...+a,

4. Maarita sarjan Z(n+2) osasummat s;, Ss ja Sqo.
n=1

5. Sarjan summa
on osasummien jonon raja-arvo, jos sellainen on olemassa.

5. Mika on s, sarjassa 1 + % + (¥2)° + (¥2)° + ...? Mikd on lim s,, ?

5.2. Sarjan suppeneminen

1. Sarjan suppeneminen
Jos sarjalla on @arellinen summa, niin sarja suppenee.

2. Sarjan hajaantuminen
Jos sarjalla ei ole &arellistd summaa, niin sarja hajaantuu.




Pitkd matematiikka Kurssi 10. Lukujonot ja sarjat

13

3. Teleskooppisarja

termeissa on kaksi yhteenlaskettavaa, joista toinen on edellisen termin toisen yhteenlaskettavan vastaluku

(bn - br+1)

4. Teleskooppisarjan suppeneminen
Suppenee, kun (b,) suppenee, jolloin lim b, = lim (by - by.1) = b,

1 1

5.2.1. Suppeneeko sarja a) (\[2 - 1) + (3 -1/2) + (\/4-~/3) + ... b) (% - %) + (% - %) +G-ipDt

2 Osoita. efti saria —— + —= + -+ 4 ——b Mika ”
- Osoita, etta sarjay 7+ 7.6+ 5.8 * - * 2nan+z) SuPPenee. Mika on sen summa

. 1 2 .
3. Suppeneeko sarja In S5t In 3t In % +...+In(1- ) + ...Jos, niin mika on sen summa?

n+1

5. Sarjan suppenemisesta seuraava ehto
Jos sarja > a, suppenee, niin lima, =0

6. Riittava ehto sarjan hajaantumiselle
Jos lim a, # 0, niin sarja hajaantuu.

2n

4. Osoita, etta sarja Z hajaantuu.

n=1

7.2 (a,+by)
=Y a,+Xb,=a+b, jos yhteenlaskettavat suppenevat.

e S]] (o i

8.2(c-a,)
=c-Xa,=cC-a,jossarja X a, suppenee

6. Laske a) niﬁ(%jn b) 2{4(%)'15(%)”}

5.3. Geometrinen sarja ja sen suppeneminen

1. Geometrisen jonon summajono
on (s,) missd s,=a; +a, + ... + a,ja jono (a,) on geometrinen jono.

5.3.1. Muodosta geometrisen jonon 1, 2, 4, 8, ... summajonon 5 ensimmaista termia.

2. Geometrinen sarja
on sama kuin summajono ja kaytdnndssa sarja on a; + a, + az + ... eli paattymatén summa

3. Geometrisen sarjan summa
on summajonon raja-arvo

4. Sarjan suppeneminen
jos summa on jokin reaaliluku

5. Sarjan hajaantuminen
jos sarjalla ei ole summaa

6. Geometrisen sarjan suppenemisehto
lgl<1

2. Mitka sarjoista ovat suppeneviaa) 0,9 + 0,9°+0,9°+ ... b)1,1-1,1°+1,1°- ... ¢c)1-1+1-..?
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7. Geometrisen sarjan summa
g = _a
=1-q

3. Laskea)8+4+2+ .. b)8-4+2-..C)8+6+4%+..d)8-6+4%- ..

S (1Y) (1) &4
4. Laske a) — | b) —=| © —— | d) —

S5 2] 02 5

1 1)2 1\n
5. Laske lim Lo+ (2)2 Tt (2)n
el d+ () +.+(3)

6. Pallo pudotetaan 2 m korkeudelta ja se pomppaa 1,50 metrin korkeudelle. Kuinka pitkdn matkan pallo
likkuu ennenkuin se pyséahtyy, jos pomppauskorkeus on aina samassa suhteessa lahtokorkeuteen?
7. Nelidn sivu on a. Sen sisélla on ympyra, jonka sisalla on nelid, jonka sisélla on ympyra jne. Laske neliéiden
ja ympyroiden alojen summat.
8. Robottimehildainen on ohjelmoitu niin, ettéd se lentdd 1000 m pohjoiseen, sitten 500 m lanteen, 250 m
eteldan jne lennettydén puolet edellisesta matkasta se kaéntyy 90° vasemmalle. Missd on kukka?

8. Geometrisen sarjan suhdeluvussa olevan kirjaimen ratkaiseminen, jotta sarja suppenisi
Tehdaén epayhtald | g | < 1, joka ratkaistaan

9. Milla x:n arvoilla geometrinen sarja a) 1 + (x -1) + (x -1)° + ... b) x + (x -1) + (x -1)°/x + ... suppenee?

10. Milla x:n arvoilla geometrinen sarja 1 + (X - 2) + (X - 2)2 + ... suppenee? Milla x:lla sarjan arvo on 2?

11. Ratkaise yhtalo 1 - x + (1 - x)* + (1L -x)®+ ... =1 - 2x/3.

12. Suppenevan geometrisen sarjan 1 + ¢ + ¢’ + ... summa on 6. Muodostetaan uusi sarja 2 + q + 2q° + g° +
2q* + ... missa parittomat termit on kerrottu kahdella. Mik& on tdmé&n uuden sarjan arvo?

9. Sarjojen suppenemisen tutkimista eo. saéantdjen avulla
tutkitaan yhteenlaskettavien suppenemista ja summaa. Tasta paatellaan koko sarjan suppeneminen ja
summa. Jos osaset geometrisia sarjoja, niin summa suppenee suppenemisalueiden leikkausjoukossa.

13. Milloin sarja Z[X” + (X —1)"] suppenee? Mika on silloin sarjan summa?
n=1

14. Milla valilla sarja Z[(X—l/z)” + (X +1/2)”] suppenee ja mika on silloin sarjan summa?
n=1

5.4. Harmoninen sarja

1. Harmoninen sarja

on il

n=1 N

2. Osoitus, ettd harmoninen sarja hajaantuu
JOKO jakamalla yhteenlaskettavat ryhmiin, jotka > %%. 1/3 + ¥ > Y%, nelja seuraavaa > %2, 8 seuraavaa >%
TAI arvioimalla summaa pylvaiden aloilla, joka pienempi kuin 1/x k&yrén alla oleva ala, joka kasvaa rajatta

3. Aliharmoninen sarja

o0
on Z—p missa p < 1. Aliharmoninen sarja on hajaantuva
n-1 N

4. Yliharmoninen sarja

-1l
on Zﬁ,mlssap>1
n=1

5. Osoitus, ettd yliharmoninen sarja suppenee
Sarjan osasumma s, voidaan esitta4 pylvaina, joiden ylapuolella on kéayra y = 1/x” , jonka pinta-ala on
rajoitettu. Positiivitermisena sarja suppenee
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5.5. Yleinen suppeneminen ja vertailuperiaate

1. Positiivitermisen sarjan suppenemisehto
Jos sarja on positiiviterminen ja summajono (s,) on ylhaalta rajoitettu, niin sarja suppenee.

1
5.5.1. Osoita, etta sarja Z suppenee.
~'3n+4"

2. Paattyva desimaaliluku
on rationaalinen

2. Esitd murtolukuna a) 0,23 b) 4,567

3. Paattymatoén jaksollinen desimaaliluku
on rationaalinen. Jos jakso alkaa heti desimaalipilkun jalkeen, rationaaliluvun osoittaja on jakso ja nimittaja
on jakson numeroiden lukumaara yhdeksikkoja. Saadaan myds geometrisen sarjan avulla.

3. Esitad murtolukuna a) 0,555... b) 1,5656... c) 2,567567 ...

4. Paattymaton sekajaksollinen desimaaliluku

on myos rationaaliluku, joka on kahden murtoluvun summa. Toinen on sekaosa murtolukuna ja toinen
murtoluku, jonka osoittaja on jakso ja nimittdja jakson numeroiden verran yhdeksikkdja peréssa sekaosan
numeroiden verran nollia. Jaksollinen osa saadaan myds murtoluvuksi geometrisen sarjan avulla.

4. Esitéd murtolukuna a) 0,12323... b) 3,04545... c) 6,789090...

5. Osoitus, ettd yleinen desimaalikehitelmé& on rajoitettu
koska 0,xxx... <1

6. Osoitus, etta yleinen desimaalikehitelma suppenee
koska kehitelmé on positiiviterminen ja osasummien jono ylhaalta rajoitettu

7. Sarjan majoranttisarja
Jos b, > a, kaikilla n jostakin n:sté alkaen, on X b, sarjan X a, majoranttisarja

8. Sarjan minoranttisarja
Jos a, < b, kaikilla n jostakin n:sta alkaen, on X a, sarjan X b,, minoranttisarja

9. Positiivitermisen sarjan suppenemisen tutkiminen vertailuperiaatteella
Jos sarjan jokin majoranttisarja suppenee, niin sarjakin suppenee

o0

1 1
5. Osoita, ettd sarja a) b) suppenee.
nz; 2" + nzz; 2n° +3n

10. Positiivitermisen sarjan hajaantumisen tutkiminen vertailuperiaatteella
Jos sarjan jokin minoranttisarja hajaantuu, niin sarjakin hajaantuu

6. Osoita, etta sarja a) Z

1, z\/ﬁ hajaantuu.

11. Sarjojen suppenemisen tutkimisia vertailuperiaatteella
Yritetadn l6ytdd suppeneva majoranttisarja tai hajaantuva minoranttisarja.
Vertailusarja voi olla esim. geometrinen, harmoninen, ali- tai yIiharmoninen sarja

0 o0 o0 0

n=1 n=1 n=1 n=1 n

12. Itseinen suppenevuus
Jos sarjan termien itseisarvojen muodostama sarja suppenee, niin sarja suppenee itseisesti.
Ts. jos sarja X | a, | suppenee, niin sarja X a, suppenee itseisesti
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13. Sarjan suppenemisen tutkimista itseisen suppenemisen avulla.
Osoitetaan, etta sarja suppenee itseisesti, jolloin se suppenee.

2(1) e S Mg S NN

i i = -7 ... suppenee.
“n(n+1) )22 26768 810

8. Osaoita, etté sarja a) Z( 1) (1/) b) Z( )

14. Todistus, etta itseisesti suppeneva sarja suppenee
Ks. kirja.

5.6. Potenssisarjat

1. Potenssisarja
on Za11 -X", missa kertoimet a, ovat reaalilukuja.

2. Geometrinen sarja potenssisarjan erikoistapauksena
Jos kertoimet a,, = vakio, saadaan geometrinen sarja

3. Potenssisarjan suppenemisalue
Jos lim a, / a,+1 = R, niin potenssisarja suppenee valillda -R < x <R

suppenemisalue?

5.6.1. Mik& on sarjan a) iZX” b) i(ZX)” c) i%x” d) i%nxn e) iB” :
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

4. Potenssisarjan derivoiminen suppenemisalueella
on luvallista ja derivoitujen termien summa = summan derivaatta.

2. Laske 1+ (x- 1) + (x - 1)° + .. .Mitd on 1 + 2(x - 1) + 3(x - 1)* + ...? Milla x:illd saannot patevat?

5. Potenssisarjan integroiminen suppenemisalueella
on luvallista ja termien maarattyjen integraalien summa = summan maaratty integraali samalla valilla

3. Laske 1+ (¥x) + (¥ax)* + ...+ (Vax)" + ... Mitd on x + (¥ax)* + 5 (1/x) + . (ax)™t + 2

2
n+1

6. Hitaasti suppeneminen
Sarja suppenee hitaasti, jos summan likiarvoa varten tarvitaan paljon termeja

7. Nopeasti suppeneminen
Sarja suppenee nopeasti, jos summan likiarvoa varten riittdé vahan termeja

Vastaukset E-tehtaviin.

1.1.1. a) on b) ei valttamatta 34 10 3. a) 299 b) 395 c) -485
c) on d) on c) ZB(n—l) d) Z(n2 -1 4.-4
3.a)onb)eic)on n=1 n=1 5.334

4.a)3b)21tai 6 7.3) 60 b) 35 ¢) 2,45 6.5

5.a) on b) onc) ond) eie) on 8.a) at+ 4a3b +6a° b + 4ab3 7.100

f) on +b*b) x° +5x +10x +10x+ 8.112
6a)e|b)0nc)on 5x+1c)x-8x +24x-32x 9.249

8. a% 2°.3.5b) 2.3%.7

c) 2°.3%.17

9.a)6b)8

10.a) 21 b)24c) 12

11.a) 24 b) 112 c) 77
12.a)24b) 72 c) 24

13. a) 96 b) 288

14. a) 216 b) 1 728 c) 142 560

10 10
1.26.a) .n b) ».2n
n=1 n=1

+ 16 d) 32x° - 80x* + 80x° -
40x% + 10x 1
9a) 216x° b) 90x

2.1.1.a) 14b) 25¢) 26 d) 5
2.a)5,7,9,11,13b) 5, 7, 11,
19, 35¢) 4, 7, 12, 19, 28

d) 2, 1, 4/5, 5/7, 2/3

3. a) 26, 29, 32, 35, 38, 41

b) 5, 7, 13, 31, 85, 247

2.2.1. a) kylla b) ei c) ei

10. a; = 31,6 g = 28

11. a;0 = 33, a9 = 63

12. a) 16 - 4n b) 4% + 2%-n
13. 4 tai -2

2.3.1.a)Kb)Kc)ei
.a) 1536 b) -1/128
.1/16

dg

22

22

L +1R/2

® NoO U AW
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9.192 32 ys =-10
10.a;=3,q=+ \/E b) > 4n=2112 5. Yne1 - 7yr? + 1Oy"ﬁl =0
11. 1/250, 1/50, 1/10 n=1 7.Yn= c-31 +ndn-3 .
12.2tai 9 ' 8 on+1 235 8.Vn=3:(*%2)" +5n-(*2)
13. a) -3 b) 1 tai -4 c) X o =450e
15. 11592,74 mk n=1 5.1.1.1, 5, 14, 30, 55, 91

16. 8,45%

17.11v

18.12 562, 26 mk

19. a) 5,2 milj. b) 2036
20.v. 2026

21. 35 v kuluttua.
22.59 cm, 29. Pompun

2.4.1. a) suppenee, 2,3026

b) suppenee, 1 c) suppenee, 1
d) suppenee, 1 e) ei suppene
2.n>123
3.a)Eb)KCc)Ed)E
4.a)0<x<2b)2/3<x<2

251.a)1lb)%c)0d)ei )0
2. aj0 = 3,383, ajg = 3,040,
Q1000 = 3,004, a=3
3.a)1lb)3

4.a)0b)% ) 1Y%

5. a%Bab)3+ac)3a+4
6.a" + 2ab

7.a

269 a;=ag=-18
2.6.12.a) e b)\Je c) e® d) e

3.1.1. 2, 6, 13, 24, 40
2.2,2,3,4,5

321.a)Kb)Ec)E
.a) 100 b) 255 ¢) -90
. a) 300 b) 336 c) -56
735
. 44550
45
180
.a=3,d=2
.23
10. a) 979 b) 14 17/30 c) 205
d) 323 414
30

11.a) Y n®=9450

n=3

©ONOUTAWN

33.1.a)Eb)Kc)E
2. a) 2046 b) 15 63/64
c) 5 21/64 d) 118 096
3.a) 1,25 b) 325521
c) 169,995
4.1000/1023
5.133/81

6. 11

7.a4=16,n=6
8.a;,=911/8,n=7
9.4,64 m

10. 10 737 418,23 mk
11. 14 pv

12. 15 kpl 18 kpl

13. ) (x* - 1)/(x - 1)
b) (x* + 1)/(x° + 1)

c) (x*° - 1)/(x*°(x - 1))
14. Q) x° +x8+ ... +x+1
b)x1 xBa L ox+1

41.1.77

. 1305

3

.1,-1,-5,-13

a = 3; Ap+1 = 2a—n
a,=52""

2n-1

2n-3

CENOUIAWN

N

'_\
S
N

4.2.1.a) 11, 25, 53, 109, 221
b) -11, 37, -107, 325, -971

3. a)yn—23 1b)y,=1

C) Yo = ()™ + %
d)y,=2-(-2)"

4. a) Y1 = 3yn1 Yo = 2

D) Yni1 = -2Yn, Yo = -1.
5.¢c=2%

4.3.1. 443,20 mk
2. 60598 mk, 4 543 527 mk

4.43.¢-3"+d-(-2)"
4.y,=23"-4"y,=2

2.1,3,5,7,9,11
3.a,=3,a,0=21,

;g0 =201
4,.5,=3,55=25,810=75
5.2-2(%)", lims,=2

5.2.1.a) E b) K
2.S=Y,

3. Ei

5.a) 1% b) 2/3 ¢) 4/3
6.a)3b)3

53.1.1,3,7,15,31
.a)Kb)EC)E

.a) 16 b) 16/3 ¢) 32 d) 32/7
La)¥%b)\[2+1¢c)-1/5d) 1
1%

14 m

A= 232 , Ay = ]/27'532

. Pesasta 800 m pohjoiseen
ja 400 m lanteen.
9.a)0<x<2b)x>%

10. 1<x<3,x=2%

11. %(3 - \3)

ONOUA WN

12.9 3/11
-2x +4x -1
13.0<x<1, 3x+2
8x + 8X + 2

14. - o< x < /z,m

567
1000
3.a)§b)1—9c)2—
217
4. a)495b)322 €) 6575
7.a)Sb)Sc)Hd)H

5.5.2. a)ﬁb)4

5.6.1. a) ]-1,1[ b) -¥2,% c) |-1,1]
d) ]-%2,%[ e) ]-3,3[

1 1
Z'E’W’]O’z[

2
3. 5o x -2In(2 - x)

Koetehtavia aiemmilta vuosilta

91.2.1. Mik& on ay ja Syo @) sarjassa2 +6 + 10 + ...

b)a=2324522934,S =3486 784 400 ]

91.2.4. Mik& on lukujonon a, = n - \/n2 - nraja-arvo? [ 2]

b)2+6+18+ ...

?[a)a=78, S =800
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91.2.6. Tennispallo pomppaa ylos aina 60% pudotuskorkeudesta. Kuinka monta kertaa 2,00 m:n korkeudelta
pudotettu pallo on pompannut silloin, kun se viimeisen kerran nousee yli 1,0 cm korkeuteen? Kuinka pitkan
matkan on pallo talléin kulkenut? [ 10 ; 7,95 m ]

91.2.7. Lukujono méaritelldén (a,) :a; =1, a, =2 ja a, = 2a,1 + 3a,, . Laske ayy + a,;. [3 486 784 401 ]

92.2.1. Maarita lukujonon (a,), misséd a; = 3 ja a, = 4 seké a, = 3-a,.1 - 2a,.» kaikilla n > 3 kymmenen
ensimmaista termia. [ 3, 4, 6, 10, 18, 34, 66, 130, 258, 514 ]

92.2.2. Kuinka monta positiivista termid on jonossa 1992 , 1990.8 , 1989.6 , ... ja mik& on niiden summa?
[ 1660 kpl , 1 654 356 ]

92.2.3. Kirjassaan Andromeda uhkaa Michael Crichton kertoo, ettéd E. coli bakteerin solu jakautuu joka 20.
minuutti kahdeksi emosolun kokoiseksi soluksi. Jos solut saavat jatkaa jakautumistaa eivatka osat kuole,
vditetdan, ettd E. coli-populaatio kasvaa vuorokaudessa maapallon kokoiseksi. Mik& néilla tiedoilla on E. colin
alkuperéinen koko? (Maapallon sé&de on 6 350 km) [ 227 litraa ]

92.4.1. M&arita lukujonon (a,), missd a; =2 ja an=an.+n(-1)", kun n> 2, kymmenen ensimmaista
termid.[2,4,1,5,0,6,-1,7,-2,8]

92.4.2. Lapsi haluaa rakentaa kolmiomaisen tornin palikoista siten, etta ylimmalla rivilla on yksi palikka,
seuraavalla 2, seuraavalla 3 jne. Jos hanella on 1000 palikkaa, niin kuinka monta rivia han pystyy tekemaan
ja montako palikkaa jaa yli? [ 44 rivia , 10 yli ]

92.4.3. Geometrisessa sarjassa as = 12 ja S, = 9. Laske kymmenen ensimmaisen termin summa. [15 919 ]

94.2. Sukututkimusryhmassa péaatettiin selvittdd Matin (s.1977) esi-iséat ja -aidit. Arvioidaan, etté uusi
sukupolvi syntyy aina 25 vuoden vélein. Montako esivanhemmista on syntynyt 1500-luvun alussa? Montako
esivanhempaa on kaikkiaan?

94.4. Paivien kolmannessa ryhméassé on 10 jasentd. Koulun 125 oppilaasta jokainen kuuluu yhteen ja vain
yhteen 10 ryhmasta. Mitkd ovat ryhmien koot, kun ne muodostavat aritmeettisen jonon?

94.9. Oppilaskunnan tavoitteena on saada jollekin seuraaville Meiran-paiville Suomen jaakiekkomaajoukkue
laulamaan "Den glider in". Tarkoitusta varten avataan myds pankkitili, jonne laitetaan joka kuun alussa 750
mk. Kuinka monen tilillepanon jalkeen on péasty tavoitteeseen, joka on 150 000 mk, kun tilill& oleville rahoille
maksetaan kuukaudessa 0,50% korkoa?

2. Matti (1. polvi) = 1 kpl, Vanhemmat (2.polvi, s. 1950) = 2 kpl , Isovanhemmat (3.polvi, s. 1925) =4 kpl, ...,
Esivanhemmat (20. polvi, s. 1500) = 2" =524 288

2027 -1
=1048574

B o— 19 _
Yhteensa =2 +4+ .. +27 ==5—

4. Olkoon 1. ryhmén jasenia = a ja jonon vakioerotus olkoon d

a+2d=10
a+2d=101(-2) ., _.. ., _,. 10 - oA
{a+a2+9d_10:125{2‘,:l+9d:25”_1 ;5d=5;d=1;a+2=10 ; a=8

V: Ryhmissa on 8, 9, 10, ..., 17 jasenta

9. 1. kk:n alussa rahaa tililla = 750 mk = a, 2. kk:n alussa = (a + a-p/100) + a=a(1 + p/100) = aa + a
ﬂ:%) =150 000 ;
% =150000 ; 1,005"-1=1 ; 1,0005"=2]|lg() ; nlg1,005=1Ig2 ; n=138,9

V : 139 kerralla

3.kk:nalussa=ao’+aa+a ,..,n kknalussa=ao™ +..+ac’ +aa +a=

v (n+3)?
95.1.1. Maarita lim ————
x>obn®—n+1

95.1.2. Laske aj ja Syg sarjassa 180 + 120 + 80 +....

95.1.6. Aritmeettisen sarjan termien erotus on 2,5. Kolmannen ja seitseméannen termin summa on 30 ja koko
sarjan summa 162,5. Kuinka monta termié on sarjassa?
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(n+3)? . n*+6n+9 . 1+6/n+9/n° 1
Lm0 = lim———— = lIm———— =%
x-x5n?—n+1 x=5p—n+1 x=5-1/n+1/n
120_80 _2_ o 2010240 1492
2. Sarja on geometrinen, koska 180°120-3-d : awn=aq —180-( ) =187 —4—2187
a(1-g'%) 180-[1-(2/3)"% 180-[1-(2/3)" _ 1024 . 1160500 1390
S=""14 = 1-23 - 173 =540 (1-59049) = 2187 -~ 2303187
6.ag+ta;=a+225+a+6:25=30; 2a+20=30 ; 2a=10 ; a=5
sN:n-5+5+(2'1)'2'5:1625 © N(10 +2,5n-2,5) =325 ; 2,5n%+7,5n-325=0
+ -15 +
5r? + 1511 - 650 =0 : -15 \/225+13ooo_ 1510115 n=10 (n=-13)

97.1.1. Laske summat a) Z(3+ 2n) b) 23 2" ¢ Zzn
n=1

s . 3n+7 .
97.1.2. a) Maarité lukujonon a, = 7n + 3 faja-arvoa = lim a,.
b) Mill& n:n arvoilla|a,-a|<0,01?
97.1.3. Paattyvan aritmeettisen lukujonon ensimmainen termi on 2, termien erotus on 3 ja viimeinen termi on

3302. a) Montako lukua on jonossa? b) Mika on niiden summa? Jonosta poistetaan kaikki luvulla 5 jaolliset
termit. ¢) Kuinka monta lukua jaa jaljelle?

3
. . n .
97.1.4. Tutki lukujonon a, = EX n® - 3n monotonisuutta.

97.1.5. Luvut a, 20 ja b ovat aritmeettisen jonon perékkaisia jasenia, ja vastaavasti luvut a, 16 ja b
geometrisen jonon perdkkaisia jasenia. Maarita luvut a ja b.

97.1.6. Osoita matemaattista induktiota kayttden, ettd kaikilla luonnollisilla luvuilla on voimassa 4 + 10 + ... +
(6n-2)=n(3n+1).

97.1.7. Mita arvoja geometrisen sarjan (x) + (x + 2) + ... summa voi saada?

10
1.a) ) (3+2n) =5+7+9+ .. +23= 05+23 110

n=1
b 103 2" =6+12+24 + _gzlo—_l)__ — . 3 _§ § §+ — 1% —
)le- = .. =25 = 6(1023) = 6138 c)2;45_2+4+8 L ET T
n=. n=.
, 807 _ 3+7n_3 3n+7 3 _ 2In+49 2In+9 0 _ o
- fim 7n+3 7+3n-7 17n+3°7!1517@n+3) 77n+3) | =7@n +3) <©

4000<49n +21,49n>3979;n>812 V:in>82

3.a)a,=a; +(n-1)d;3302=2+(n-1)3;3300=(n-1)3;1100=n-1;n=1101
1101(2 + 3302)
b)S=1101 22+ 3302 — 1818 852
c)5+20+...+3290;3290=5+(n-1)15;219=n-1;n=220;J44 1101 - 220 =881
3 3

4. a,= % +n® + 3n ; Tutkitaan jatkuvaa funktioa f(x) = Xg +x°-3x, kunx > 1

2+~\2+12 2+4

f()=x>+2x-3;F(X)=0;x°+2x-3=0;x= > =—>% ;x=1taix=-3
Par.. 44+ -3 ---1 +++ Ts. fkt on kasvava kun x > 1 eli lukujono a, on kasvava
. b-20=20-a
a, 20, b aritm. b=40-a, _ ) 2
5. {a 16, b geom. {16 16 {ab o5g (40 - @) = 256 ; 40a - a” = 256

_40+« \/1600 1024 _40+24

a’-40a+256=0; > ;a=32taia=8, jolloin b =8tai 32
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6. 1° vaite on tosi, kunn=1,silla 4 =1(3 + 1)

2°Oletetaan, ettd véite on tosi, kunn=k & 4 +10+ ... + (6k - 2) = k(3k + 1)

3° Osoitetaan, ettd vaite on tosi myés kunn=k + 1

©4+10+ ... +(Bk-2)+[6(k+1)-2]=(k+D[3(k+1)+1]

O k(Bk+1)+[6(k+1)-2]=(k+1D[3(+1)+1]

& 3K2+k+6Kk+6-2=(K+1)3Bk+4) < 3k>+ 7k + 4 = 3k* + 4k + 3k + 4, joka on tosi

+2
X

7.(x) + (x +2) + ... on geometrinen sarja, jonka suhdeluku on X

X+ 2
X

Se suppenee eli saa reaalisen arvon , jos | <1 |x+2]|<|x]]| ()2

x2+4x+4<x2;4x<-4;x<—1

X2
X+2 x-x-2
S

Talloin kun x < -1, on summa S < -%(-1)> & S < -

Talléin sarjan summa on = -14%* , joka on kasvava funktio, kun x < 0

10 10 0
97.2.1. Laske a) Z(3k +4) b) 23“" c) Z:(l/z)k
k=1 k=1 k=1
97.2.2. Laske aritmeettisen jonon 30. termi, kun as = 14 ja ag = 23.
o0
97.2.3. Milloin sarja > (x - 2)k suppenee? Mik&a on sen summa?
k=1
97.2.4. Osoita, etta lukujono a, = 5" on geometrinen jono.

97.2.5. Kuinka monta yhteenlaskettavaa on otettava summassa 1+ 3 + 5+ ... + (2k - 1) , jotta summa olisi
suurempi kuin 1000?

. n+3 . . N .
97.2.6. Laske lukujonon a, = on + 1 aja-arvo. Mista n:n arvosta alkaen jonon termit poikkeavat raja-
arvostaan vahemman kuin 0,001?

97.2.7. Henkil6 aikoo sijoittaa joka vuoden alussa saman summan osakkeisiin, joiden arvo kohoaa vuosittain
12%. Miten suuri tdm& summa on oltava, jotta osakkeiden arvo olisi 10 vuoden kuluttua miljoonan markkaa?

. N . n+a .
97.2.8. Osoita, etta lukujonot a, = n+b ovat kasvavia, kun b > a.

o . . . s . . a,t+4
97.2.9. Milloin monotoninen jono on suppeneva? Osoita, ettéa jono (a,), missd a; = 2 ja ap+1 = ”T

suppenee.

97.2.10. Osoita taydellisella induktiolla, etta 5+ 7 on jaollinen 4:11a kaikilla k € N

N 7+34
1.a) Z(3k+4)=7+10+13+___+34= 5 .10 = 205
k=1

10 5 10 ©
3°(1 -39
b) k§13k*4 =3%+3%+ . +31=""0—7—=7174332 ¢) k21(1/2)k = (%) + () + ()P + ... = =

= + =
{aS 14-{"" 4d=14 . Ji_9.d=3:a+12=14:a=2:ay=2+29-3=89

“lag=23"la+7d=23"

X-2 X-2

3.]q|<1l;|x-2|<1;-1<x-2<1;1<x<3. S=m=ﬂ

4,

a, 5"

a 5 ] L . o
ol 5™ = 5 on n:sta riippumaton vakio = (a,) on geometrinen jono.

1+2k-1

5.1+3+5+ ..+ (2k-1)>1000; =% ——k>1000; k*> 1000 ; k > 31,6 ; k > 32
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. n+3 . 1+3/n
6. lim = lim—— =%

x>0 2n4+1  x>x241/n

n+3 ;<1_‘2n+62n+1 1_)5‘<1_5<1
2n+1" 2| 1000 |4n+2  4n+2 1000’ |4n + 2 1000 '4n +2 " 1000
4n +2>5000;4n>4998 ;n>1249,5. V: 1250 alkaen

<

11
7.soza;slzaa+a;32:aoc2+aa+a;...;slozaal°+aa9+...+a=ﬂz_—lll:1milj.mk
a-1 Lo 112-1
a= o1 1 milj. mk —mn_—l— 48 415,40 mk
_n+a. _xt+a. ., ., l(x+tb)-1.(x+a)_ b-a
8.an—n+b,f(x)—x+b,f x) = x + b)’ —(X+b)z>0:>f(x)onkasvava.

Kun a, yhtyy kokonaislukukohdilla funktioon f, on (a,) my®s kasvava.

9. Monotoninen jono suppenee, jos se on kasvava ja ylhaalta rajoitettu tai véheneva ja alhaalta rajoitettu.
at4 1+4 _agt4 1+4

a=2>1;a,= 5 5 = 1;anm 5 5 = 1. Siis (a,) on alhaalta rajoitettu.
a,+4 4-4a, 4(1-4 . . .
Ane1 - @n = "5 -an="g n - 4 5 a) <0, joten a,.; < a, joten jono on vaheneva.

Koska jono on alhaalta rajoitettu ja véheneva, on jono suppeneva.

10. 1° 5" + 7 = 12 on jaollinen 4:lla

2° Oletetaan, etté vaite on tosi n:aan astits. 5" + 7 on jaollinen 4:llats. 5"+ 7=4d ts.5"=4d-7,ne Z
3° Osoitetaan, ettd vaite on tosi myds seuraavalla indeksin arvolla eli 5™ + 7 on jaollinen 4:lla

5™ +7=5.5"+7=5(4d-7)+7=20d - 35+ 7 =20d - 28 = 4(5d - 7) on jaollinen 4:lla, koska 5d - 7 € Z

98.1.1. Laskea)3+6+9+...+300 b) 24+12+6+3+ ...

98.1.2. Geometrisen lukujonon kolmas termi on 36 ja neljas termi 24. Mika on lukujonon suhdeluku ja
ensimmainen termi?

98.1.3. Perunannoutokilpailussa 10 perunaa on sijoitettu lahtépaikan kanssa samalle suoralle jonoon 2 m
valein. Perunat on noudettava yksitellen lahtépaikalle koriin, joka on jonon edesséd 3 m ensimmaisesta
perunasta. Kuinka pitkdn matkan kilpailija joutuu juoksemaan noutaessaan kaikki perunat?

98.1.4. Metsassa on ensimmaisen vuoden alussa 12 000 puuta. Joka vuosi kaadetaan 2,5% puistaja sen
jalkeen istutetaan 500 puuta.

a) Kuinka paljon puita on metsassa kolmannen vuoden alussa?

b) Esita rekursiivisesti lukujono (a,), missa a, ilmaisee puumaaréan n:nnen vuoden alussa.

: . n : . .
98.1.5. Osoita, ettd lukujono a, = >n+ 100 kasvava. Maarita lukujonon raja-arvo.

98.1.6. Tasasivuisen kolmion sivun pituus on 10 cm. Kolmion sisééan piirretadn uusi kolmio yhdistamalla
sivujen keskipisteet, taman sisélle taas uusi kolmio jne. loputtomiin. Laske syntyneen kolmiojonon kaikkien
kolmioiden a) piirien summa b) pinta-alojen summa.

— . 1 1 1 i, P
98.1.7. Milla x:n arvoilla sarja x+1t x+ 1) + x+ 1) + ... suppenee? Mitd on summa S(x)? Piirrd y = S(x).

98.1.8. Olkoon a, =In ﬁ n € Z. . Tutki, suppeneeko sarja Zan .
n=1

98.1.9. Henkild on luvannut lahjoittaa koulun stipendirahastoon joka vuoden lopussa 5000 mk siksi, kunnes
on kertynyt rahasto, josta voidaan joka vuosi jakaa 1000 mk suuruinen stipendi. Kuinka monta talletusta
henkildn on tehtava, jos korkokannaksi oletetaan 2%?

98.1.10. Osoita, ettd 1-3 + 2.3+ 33+ ... +n-3"= % [(2n - 1)3" + 1] kaikilan =1, 2, 3, ...

1.a)3+6+9+...+300=%-100=15150 b)24+12+6+...=12_41/2=48

2.8;-0=a,©36-9=24]:36q=2/3.a-C=-az;a-(2/3°=36a-(4/9)=36]|-9/4 > a=81
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3+21
3.Matka=2-(3+5+7+ ...+(3+9-2)):2-T-10=240(m)
4.a; =12000 ; a, = 12000 — 0,025-12000 + 500 = 12200
az = 12200-0,975 + 500 = 12375 a; =12000 JA a,. =0,975-a, + 500
n . . X . n . 1
5. a,,:n+l.Tutkltaanfunktlotaf(x):X+1,x21. I'mm:“m1+—1/n:1
. 1.(x+1)-1-x 1 .
f'(x)= ((x n )1)z = X + 1) > 0 = f on kasvava = lukujono on kasvava.
6. Kolmion kahden sivun yhdysjana on kolmannen suuntainen ja puolet siita.
Piirit yhteensd = 3 - (10 cm + 5 cm + 2% cm + ... )= 3 - 110_‘:12‘ =60 cm
2
Tasasivuisen kolmion ala = %B Alat yhteensa = 103 3 + 254 3 +

:34?( 100 + 25 + ...)=5§-%:102 3 577 (cm?)

7. Suppenee, kun|q|<1;]|
S(x) = /x+1) 1

T-1Ux+1-x jonka kuvaaja on hyperbeli, mutta vain se osa miké on suppenemisalueella

X+1|<1 Fl<|x+l|e@x+1l>1taix+1<-1&x>0taix<-2

n
n+1
=In1-In2+InN2-In3+In3-In4+...+Inn—-In(n+1)=-In(n+1) 2> -, joten sarja hajaantuu

Kk 1 2 3
8.S,=>1In m:In§+ln§+lnz+...+In

9. Olkoon k = 5000 mk ja a. = 1,02.
Viimeinen pano = k , viimeista edellinen korkoineen k-a , sitd edellinen korkoineen k-o?, ...

+ k(ln-l - k!(ln - l’

Summa =k + ka + ko + ..
a-1
K(a" - 1
Taman korko on oltava 1000 mk ; (o — 1) - Jg_—ll = 1000 ; 5000(c." — 1) = 1000

a'-1=02;0"=1,2;1,02"=1,2|log () ; log 1,02" = log 1,2 ;
n-log 1,02=1log1,2;n=92. V.10 kertaa

10.1:3+2-:3°+3.3°+ ... +n3"=%-[(2n- 1)3" + 1]

1°tosi, kunn=1,silld13=% [(2:1-1)3+1)] ©3=%-[3+1] & 3=3

2° Oletetaan, etta vite on tosi k:hon asti 1.3 + 2:3° +3.3* + ... + k-3 =3 - [(2k - 1)3* + 1]
3° Osoitetaan, etta vaite on tosi myos kunn=k + 1

13+23°+33%+ . +k3+ (k+1)3" =% [2(k + 1) - 1)3¥" + 1]

&% [(2k-1)3“+ 1] + (k + 1)-3“ =3 - [(2k + 1)3“ +1] || - 4

& 3[(2k — 1)3° + 1] + 4(k + 1)3“"* = 3[(2k + 1{3k+1 +1]

& 32k — 1)3“+ 3+ 4(k + 1)3“ = 3(2k + 1)3“* + 3

& 3(2k —1)3" + 4(k + 1)3° ! = 3(2k + 1)3*°! || : 3° < 3(2k — 1) + 4(k + 1)3 = 3(2k + 1)3
& 6k—3+12k+12=18k+9 & 18k + 9 =18k + 9 mika ja myds véite on tosi

100

98.2.1. Laske a) ) (5k+2) b) D> 5**
k=1 k=1

98.2.2. Jalkapallostadionilla on 33 penkkirivida. Alimmalla rivilla on 800 istumapaikkaa ja ylimmalla 4160.
Istuimien lukumaéara lisdantyy rivi riviltd yhta paljon. Kuinka monta istumapaikkaa on stadionilla a) kaikkiaan
b) keskimmaisella rivilla?

98.2.3. Lottovoittaja sijoittaa 4 miljoonan markan voittonsa valtion obligaatioihin, joiden korko on 5%. Vuoden
lopussa hdn maksaa tuotosta 28% veron ja nostaa huvituksiin 300 000 mk.

a) Kuinka paljon on hénella rahaa 5. vuoden alussa?

b) Esita rekursiivisesti lukujono (a,), missa a, on obligaatioiden arvo n:nnen vuoden alussa.

98.2.4. Aritmeettisen jonon viides termi on 25 ja seitseman ensimmaisen termin summa on 147. Mika on
lukujonon ensimmainen termi ja vakioerotus?

98.2.5. Osoita, etta x® + X%y + xy* + x°y® + x’y* + xy° + y® on geometrinen summa ja sovella siihen
geometrisen summan laskukaavaa. Sievenna laskukaavan antama lauseke.
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2 3
X

98.2.6. Milla x:n arvoilla sarja x+1t x + 1) + X+ 17 + ... suppenee? Mika on talléin sarjan summa S(x)?

Piirrd kayra y = S(x)
98.2.7. Todista taydellisella induktiolla, ettéa epayhtalo 3n®>2n + 1 on tosi kaikilla posit. kokonaisluvuilla n.
98.2.8. Tasasivuisen kolmion sivun pituus on 10 cm. Kolmion sis&an piirretdan ympyra, tdman sisalle uusi

tasasivuinen kolmio jne. loputtomiin. Laske syntyneen kolmiojonon kaikkien kolmioiden a) piirien summa b)
alojen summa.

98.2.9. Osoita, etta lukujono a, = cos 2—7;1 on kasvava ja suppeneva.

98.2.10. Henkild maksaa ottamansa 20 000 mk lainan takaisin siten, ettd han maksaa joka kuukausi 1000
mk ja kuukauden korot. Kuinka paljon han joutuu maksamaan korkoja, kun lainan korkoprosentti on 7,5%7?

100

1.8) 3 (Bk+2) =7+12+17+ .. +502= 202 100 = 25450
k=1
b) Y 5  =5+1+1/5+. .+ =ﬁ:%:61/4
k=1
2. ag = 4160 ; a; + 32d = 4160 , 800 + 32d = 4160 ; 32d = 3360 ; d = 105
5= 2024180 532581840 ; ayy = 800 + 16-105 = 2480

3. Olkoon ag = 4 milj. mk ja b = 300 000 mk ;

a; = ag + 0,054, - 0,28-0,05a, - b = 1,036a, - b =3 844 000 mk ; a, = 1,036a; - b =3 682 384 mk ;
az; =1,036a, - b =3514 949,82 mk ; a, = 1,036a; - b = 3 341 488 mk

b) ag =4 mill. mk ja a,.; = 1,036a, - b, misséd b = 300 000 mk

a+4d=25
as =25 {a+4d:25_ _ ~
4-{37:147{“3‘7%.7:147 a+3d=21:4=4.2=9

4+ x%/ + x“y2 + .+ xg/ +y®on geometrinen summa, silla,

5
- = x_ XCL- (y)) _x'(-y'Ix) _x'-
ig ;% 7% _y_5 vakio  S;=""7 yIX X-y 7 X- y

X . .
6.0=3371 .Sarjasuppenee,Jos‘XJrl) SLiX|<|X+L[]I() ;<X +2x+1;2x>-1;X>-%

xI(x+1 X . L .
=1 >(</(x +)1) T Tl ox-X Kuvaaja y = x piirretaan vain alueelle x > - 12

7.3n°>2n+1.1° Vaite on tosi, kunn =1, silla 3-1°> 2.1 + 1 eli 3> 2 + 1, mika on totta
2° Oletetaan, etta vaite on totta indeksin arvoon n = k asti ts. 3k? > 2k + 1

3° Osoitetaan, etta talloin vaite on totta myos kunn=k + 1 eli 3(k + 1) > 2(k + 1) + 1
VP=3(k+1)°=3k"+6k+3>2k+1+6k+3=2(k+1)+6k+2>2(k+1)+1=0P

i

8. Alkup. kolmion sivu = a; = 10 cm ; Taulukkokirjasta sisaan piirretyn ympyran r, =

Taulukosta ympari piirretyn ympyran ry = \/— , joten a, = r1\/§ =Ya; Samoin az=%Y%a, =% a;

Piiri = 3a, + 3-Ya, + 3-Vaa, + ... = 13311/ = 6a, = 60 cm

1

2.
A = Ya[3a,2 + Yn[3(%ea,)? + Ya[3(aar)’ + ... = Vi[3a 2(1+V4+1/16+...) = 8‘144@ T34 = %Eaf = 0,577 dm’

9. a, = cos n/2n < 1, joten jono on ylh&alta rajoitettu. Kulmat n/2n ovat valilla [0,Y2x], jolloin kosinin arvot
positiivisia ja kosini on vahenevé. n/2(n+1) < ©/2n ja véhenevyys = cos ©/2(n+1) > cos 7©/2n eli jono on
kasvava. Koska (a,) on kasvava ja ylhaalta rajoitettu, on (a,) suppeneva.

20 000-7,5-1 19 000-7,5-1 1000-7,5-1
10. k; = 1002 =125k, = 100-2 =118,75, ... , Ko = 100-12

% - 20 = 1312,50 (mk)

=6,25

K=
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5 5
99.1.1. Laske summa a) Z(2+3n) b) 223”
n=1 n=1

142+3+...+4n
Z

99.1.2. Muodosta lukujonon a, = n

,h=1,2, 3, .. nelja ensimmaista termid. Sievenna termi

a,. Maarita lukujonon raja-arvo.

99.1.3. Aritmeettisessa jonossa on 10 termid, joiden summa on 60. Maarita jonon ensimmainen termi ja
vakioerotus, kun viides termi on 5.

= 2n+1
99.1.4. Suppeneeko a) jono a, = 2nn++21 b) sarja Z > ?
n=1

99.1.5. Henkild otti 500 000 mk:n asuntolainan 6% korolla. Takaisinmaksun ensimmainen era suoritettiin
vuoden kuluttua lainan ottamisesta. Kuinka paljon héan joutui maksamaan korkoja, kun han vuosittain maksoi
koron ja 25 000 mk lyhennysta?

99.1.6. Osoita, etta lukujono a, = on kasvava.

2
n+1

99.1.7. Ratkaise yhtalo > '34" =(1-X)-(1-%2+@-%°-(1-%"+...

99.1.8. Kuinka monennesta termista alkaen geometrisen jonon 2, 3, ... termit ovat suurempia kuin 1000?

99.1.9. Nelion, jonka sivu on 1 dm, sisédan on piirretty tasakylkinen kolmio, jonka kanta yhtyy nelién sivuun ja
karki on vastakkaisella sivulla. Kolmion sis&an on piirretty nelio, jonka kaksi karke& on kolmion kannalla,
muut karjet kolmion kyljilla. Taman nelion sisdan on piirretty kolmio kuten edelld jne. Laske nain
muodostettujen nelididen alojen summa.

. . . . . . 1
99.1.10. Osoita taydellisella induktiolla oikeaksi 1-3 + 2-4 + 3-5 + .. + n(n+2) = 6 nn+1)(2n +7)

5 5
1.a) D (2+3n) =5+8+11+14+17=55 b) » 2-3" =6+18+54 + 162 + 486 = 726
n=1 n=1

1+2+3+..+n 1 1+2 3 1+2+3 6
2.a,= " 2=l a="57 = a=""37 =g =
_1+2+3+4 10 5 1+2+3+..+n Wl+nmn 1+n
- 4 g &= n° - n° - 2n

Q
Ly
1]
wIN

2> %

3 {510:60 _{1/z(a+a+9d)-10: 60 {Za+9d:12 -1

as=5 'la+4d=5 a+4ad=5| (2 '472;3a+8=5;a=-3

2n+1 2+1/ . .
4.a)a, = nn+ > =1+ 2/2 - 2, joten jono suppenee

b) > a, ei suppene, koska sen termit eivat lahesty nollaa.

5. k; =500 000-0,06 =30 000, k, =475 000:0,06 = 28 500, ..., ko = 25 000-0,06 = 1500
korot = 30 000 + 28 500 + ... + 1 500 = %:-20-(30 000 + 1 500) = 315 000 (mk)

6 _ 2(n+1) 2n  _2n+2 2n _(2n+2)(n+1)-2n(n+2)_2n2+2n+2n+2-2n2-4n
At T )31 n+l n+2 n+l o (n+1)(n+2) - (n+1)(n+2)

2 . L
n+Dn+2) >0, joten an.; > a, ja siis a, on kasvava

7. Yhtalon oikea puoli on geometrinen sarja, jonka g =-(1 - x) = x - 1.
Sarja suppenee, jos [x - 1| <1 -1<x-1<1&0<x<2

3 - 4x 3 -4x 1-x 3-4x 1-X
7 =(1-0-(1-0*+(1-%°-(1-%"+..; 73 "T-x-D 3 ~2-x
(3-4x)(2-X)=3(1-x);6-3x-8x+4x°=3-3x;4x"-8x+3=0

X_81r\/64-48 8+4
= > =

g X=% tai x = 1% (molemmat kelpaa)
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8.q=3/2;a,=2(3/2"" ; a,>1000 ; 2-(1%)™" > 1000 ; (1%)™* > 500 || Ig ( )
Ig (1%2)"" > 1g 500 ; (n -1)lg 1% >1g 500 || : Ig 1% ; n - 1 < 15,3 ; n > 16,3 V: 17. alkaen

9. Ensimmaéisen kolmion kanta = 1 ja korkeus = 1 eli nelidn sivun suuruinen.

Olkoon toisen nelidn sivu = x. Sen ylapuolelle jadvan kolmion kanta = x ja korkeus 1 - x.

Ylakolmio on yhdenmuotoinen ensimmaisen kolmion kanssa.

1-x X . . s . .
1 S71:X= 1-x;2x=1;x=%, joten toisen nelidn sivu on puolet ensimmaisen nelidn suvusta. Samoin
kolmannen nelién sivu on puolet toisen nelién sivusta eli ¥ .

1 1

1-v, — 3, —48

Alojen summa = 1 + (¥2)° + (¥a)* + ... =

. 1
10. Todistettava : 1.3+ 2:4 + 3:5+ .. + n(n+2) = 5 n(n +1)(2n +7)
1 I .
1°Kunn=1:1.3= 5 -1(1 + 1)(2 + 7) < 3 = 3 eli vaite on tosi alussa.

2° Oletetaan, etté vaite on tosi n = k:hon astits. 1-3 + 2:4 + .. + k(k+2) = % k(k + 1)(2k + 7)
3° Osoitetaan, etta vaite on tosi myds seuraavalla n:lla elikunn =k + 1.
1-3+24+ .. +kk+2)+(k+1)k+3)= % k+1D)k+1+1D2Kk+1)+7)

@%k(k+1)(2k+7)+(k+1)(k+3):%(k+1)(k+2)(2k+9) [|-6:(k+1)

& Kk(2k + 7) + 6(k + 3) = (k + 2)(2k + 9)
© 2k® + 7k + 6K + 18 = 2k® + 9k + 4k + 18
< 2k® + 13k + 18 = 2k* + 13k + 18

99.2.1. Maarita aritmeettisen jonon sadas termi, kun kaksi ensimmaéista ovat 2 ja 13.

99.2.2. Maarita lukujonon, missa a; = 3, a1 = N-a, + 2(n + 1), termit ay, ..., a;.

: _2n- n’
99.2.3. Laske lukujonon a, = onZ+ 3 raja-arvo.

© (9 n-1
99.2.4. Laske summa Z(—j

n=1

99.2.5. Luvut x, 20 ja y ovat kolme perakkaista termia aritmeettisessa jonossa ja samoin luvut x, 16 jay
geometrisessa jonossa. Maarita luvut x ja y.

. . n
99.2.6. Osoita, etté lukujono a, = on-1 °on vaheneva.

99.2.7. Kuinka monta termié on otettava sarjasta1 -3+ 5-7 + 9 - ... jotta summa olisi 421?
99.2.8. Milla x:n arvoilla sarja e* + e + e + ... suppenee? Maarita x siten, etta sarjan summaksi tulee 2.
99.2.9. Tasasivuisen kolmion OAB sivu on a. A; on sivun OA keskipiste, A; janan OA; keskipiste jne.

Vastaavasti B; on sivun OB keskipiste, B, janan OB, keskipiste jne. Laske paattyméattéman murtoviivan
BA;1B;A,B,... pituus.

99.2.10. Todista, ettda 3+ 8 + ... + (n2 -1)= % nn-1)2n+5),kunn>2

1.a=2.d=4/3-2=-1/3;8100=2+99:(-2/3) =2-66=-64

2.ap=na,+2n+1);a;=3. ay=1a;+2(1+1)=1.3+4=7;a3=2a,+2:(2+1)=27+6=20;a,=
3a3+2(3+1)=3-20+8=68;as=4a,+2(4+1)=4.68+10=282;as=5as+2(5+1)=5-282+12 =
1422 a; =6ag + 2(6+1) = 6-1422 + 14 = 8546

— 2 f— -
3 Iirn2n LT 2/n-1 A,

— = lim—= =
>0 20?43 w243/n* 2
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= (9 n-1
4. Z;(gj =1 +% +g +..ongeom. sarja, a=1ljaq= % , joten se suppenee ja arvo on 1—12/3 =3
n=.

5. %, 20 jay aritmeettista jonoa = y-20=20-x;y=40-X
X, 16 ja y geometrista jonoa = % = % ; Xy = 256 ; X(40 - x) = 256 ; 40x - x? = 256

40 £/1600 - 1024 4024
> =

2

X2 - 40X + 256 =0 ; X =
taix=8,jolloin y=40-8=32.

;x=32jolloiny=40-32=8

5 __ n+1 n_ _n+1l n _(+1@n-1)-n@2n+1) 2n°-n+2n-1-2n°-n _
@1 @ =My 1)-1 "2n-1 2n+1 2n-1 - (2n+1)(2n- 1) =T @2n+1(@2n-1)

-1 . N .
@n+D@En-D < 0 = an; < a,, joten a, on vaheneva
7.1-3+45-7+9-.. =1+ (3+5)+(7+9)+..=1+2+2+2+...=1+n2=421
n = 210, joten 1:n jalkeen on 210 paria termeja eli yhteensa 421 kpl
8.e"+e™+e™+ .=+ (e + (€° + ... on geometrinen sarja, jonka a = e*ja q = e
Suppenee, kun -1 <e* <1 ¢ e* < 1 (koska €*>0) < e*<e’ © x<0

X

Summa =27 ox =2;€=2-2¢";3e" =2 " =231 x=In2/3

9. BA, = korkeusjana = 1/za\/§ ; A1B; = %a koska paatepisteet puolittavat sivut
B,A; = 1/2-1/za\/§ = 1/4a\/§ ; AsBy = Y2 Y2a = Yaa jne... seuraava jana puolet edellisesta

Yoa[3
126-11/2 = a3

Korkeusjanojen summa =

o Yoa .
Sivujen summa = ﬁ = a. Joten murtoviiva = a\/§ +a= a(\/§ +1)

10.3+8+...+(n°-1)=1/6 - n(n - 1)(2n + 5)
n=2:3=1/6-2-1-9 elivaite on tosi

OL: vaite on tosi n:n arvoon k astits. 3 + 8 + ... + (k- 1) = 1/6 -k(k - 1)(2k + 5)
VA: véite on tosi seuraavalla n:n arvollan =k + 1
3+8+...+(k2-1)+[(k+122-1]:1/6-(k+1)k[2(k+1)+5]

& 1/6 - k(k - 1)(2k + 5) + [K° + 2k + 1 - 1] = 1/6 -k(k + 1)[2k + 7] || -6

& K(k - 1)(2k + 5) + 6k(k + 2) = k(k + 1)(2k + 7) || : k

& 2k*+5k-2k-5+6k+12=2k>+ 7k + 2k + 7

& 2Kk* + 9k + 7 = 2k® + 9K + 7 joka on tosi.

99.3.1. Laske a) §(4n+5) b) i(4" ~5)
n=1 n=1

99.3.2. Maarita x siten, etté jono x , x - 2, 2x - 1 on aritmeettinen. Mikd on kymmenes termi ja kymmenen
ensimmaisen termin summa?

. 2n+ 1\
99.3.3. M&arita lukujonon an raja-arvo.

99.3.4. Aritmeettisessa summassa on kymmenen termia, joiden summa on 40. Kahden ensimmaisen termin
summa on -8. Maarita summan termit.

99.3.5. Ratkaise yhtalo ¥4 =x - x> + x° - x + ...

99.3.6. Henkild otti 50 000 mk:n lainan 6% korolla. Takaisinmaksun ensimmainen era suoritettiin kuukauden
kuluttua lainan ottamisesta. Kuinka paljon han joutui maksamaan kaikkiaan korkoa, kun h&n kuukausittain
maksoi koron ja 2 500 mk lyhennysta?

- . . _ 2x° e e
99.3.7. Milla x:n arvoilla geometrinen sarja x + % -1 t--suppenee ja mik& on talléin sen summa? Mita

arvoja sarjan summa voi saada? Piirra summafunktion kuvaaja.

N . 8n .
99.3.8. Méaarita lukujonon a, = Zra kolme suurinta termia.
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99.3.9. Olkoon (a,) lukujono, jossa a; =3jaa, = (1/2)”'l +ang, kunn=2, 3, .... Maéarita a,.

99.3.10. Todista, etta 2:2* + 3-2° + 4.2° + ... + (n+1)-2" = n.2"",

10
1. > (4n+5)=9+13+17 +... +45=9+2;45 +10 =270

n=1

10 10
b) 2(4”.5) =20 +80+320+ . +495=2° 44_1 L) - 6 990 500
n=1

2.x-2)-x=(2x-1)-(x-2);x-2-x=2x-1-x+2;x=-3.Jono -3, -5, -7, ...

a;p=-3+(10-1)-(-2)=-3-18=-21;5S;0= 3 '221 .10 = -120
_(2n+1) . (2+1/nY’ 1\ (1

o lim[ 241 - i ZE0Y ()" )
X—»00 4n X—>0 4

4{ Sy0= 40 ,{aJ’aTJ’gdao:m _{2a+9d:8||-1 ed=16-d=2
y+a=-8" ata+d=-8 "2a+d=-8 [|-(-1) ° '

2a+2=-8;2a=-10;a=-5.Summa=-5-3-1+1+...+13

5.x-x +x°-x"+...="%.Sarja suppenee, jos |-x|<1;x°<1;[|x|<1;-1<x<1

41\/216-4 :4122\/?3 243 V243

—Xz :1/4;1+x2:4x;x2-4x+1:0;x:

1+X
5. Korot = 20.000:6-1 4750061 250061 _
- ROrot=""750.12 100-12 7710012 T

1 1 50000 + 2500
555 - (50 000 + 47 500 + ... + 2 500) = 555 - >

20 =2 625 mk

2X
2x -1

2x-1 . . . S . .
S= X2X = 2);(_)(1 . 2)x =x-2x, jonka kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli ja siitd vain huipusta

T-ox-1
(¥4, 1/8) vasemmalle oleva puolikas.

7. [<1:2x|<[2x-1] || 0%; 4 <4x*-4x+1;4x<1;X <Y

__8n . . _ 8x . _8(xX*+4)-2x-8x _32-8X
8.an=77,7 - Tutkitaan funktiota f(x) = Z+a Xzl f'(x)= o + ) = 0C + 4

f'=0;32-8x°=0;x°=4;x==2.f";nkuvaaja on alaspain aukeava paraabeli

f nmerkit: |1+++ 2---

f:n kulku : | 1 kasvaa 2 véhenee joten suurin arvo on f(2) = a, ja muut suurimmat loytyvat sen
molemmilta puoliltaa; =8/5;a,=2;a;=24/13;a,=8/5

9. a1=3jaa, =) +am, a=3;@m=Yeta;az= (%) +a,= (B +%+a
3 3, (12 0 L 02 (1 - ()™
A=) +az= ()1 + W)+ +ar, ..., an= ()" + () P+ .+ Yera =

+3
1-%
=1-)"+3=4- ()"

10. 22" +3:2°+4.2° + ...+ (n+1)-2"=n-2"".

1°n=1;22'=1.2"" on tosi .

2° Oletetaan etta vaite on tosi n = k asti, ts. 2:2" + 3.2% +... + (k+1)-2* = k-2“" on totta.

3° Osoitetaan, etta vaite on tosi myds seuraavalla n:n arvolla, ts. kun n = k+1

eli2:2" +3.22 + ...+ (k+1)-2 + (k+1+1)- 2" = (k+1). 24"

VP =22 +3.2% + .+ (k+1)2%+ (k+1+1)- 2" = k-2 + (k+1+1)-2%"" = (k + k + 2)-2" = 2(k+1)-2¥"! =
(k+1)2“? = OP

Ol

00.1.1. Laske lukujonon 10. termi ja 10 ensimmaisen termin summa jonossa a) 3,5, 7, ... b)1, 3

00.1.2. Montako aritmeettisen jonon 3, 10, 17, ... termia on valilla [2000,3000]
00.1.3. Geometrisen jonon kolme ensimmaista termia ovat 2, 3x + 2 ja x° + 8x + 12. Laske x.

00.1.4. Aritmeettisen jonon termi a,y = 4320 ja agp = -3480. Maarita kolme ensimmaista termia.
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00.1.5. Kalle joutui kesélomalla kuukaudeksi kotonaan toihin. Palkkavaatimukseksi han asetti ensimmaisesta
paivasta 1 p, toisesta 2 p, kolmannesta 4 p jne. Mika oli Kallen palkka, kun tyépdivia oli heinakuussa 21?

00.1.6. Matti aikoo juosta 10 000 m aikaan 30.00,00. Lasse Virenin oppien mukaan han aikoo kiristda vauhtia
loppua kohden ja tavoite on, etta joka kierroksella aikaa kuluisi kierrokseen 2% vahemman kuin edelliseen.
Mika on aika ensimmaisella ja viimeisella 400 m kierroksella?

00.1.7. Todista, ettd 1-11 +2:21 +3-3!+ ... +n'nl=(n+1)! - 1

3+21

1.a2)3,5,7,...onaritm.jonoa=3jad=2.a2;,0=3+(10-1)-2=21 S10=""5 -10=120
2 4 . 2 2 512 1-(1- (23" 58025
b)1,§,§,...ongeom.Jonoa=1,q=§;am:l-(§ gzm Si0 = (1_(2/3) ):19683z2'95

2.3,10,17, ... aritm. jonona=3jad =7
a,>2000;3+(n-1)-7>2000;7(n-1)>1997;n-1>285,3;n>286,3;n=>287
a,<3000;3+(N-1)-7<3000;7(n-1)<2997;n-1<428,1;n<429,1;n<429
Jonossa on termejé 429 - 286 = 143

2 _ 3x+2 X +8x+12
3.2,3x+2,x"+8x + 12 geometrinen ; 2 =T 35+ 2

_4+:\J16 +560 _4+24
14 =

9x2+12x+4:2x2+16x+24;7x2-4x-20:0 X = 14 ;x:2taix:-%

ago = 4320 _{a+ 19d=4320 ||- (1), _ o
.{am = 3480 'la+59d =-3480 || -1 +40d=-7800]:40;d=-195
a+19-(-195) = 4320 ; a - 3705 = 4320 ; a = 8025
a, = 8025 ; a, = 8025 - 195 = 7830 ; a; = 7830 - 195 = 7635

21
5. 1p+2p+4p+...ongeom.summaa=1pjaq=2 Slel_p_Z(?l_l) =1p-2097 151 =20971,51 mk

6. Olkoon 1. kierroksen aika = a. Muiden kierrosten ajat ovat a, = a-0,98 i

25
a+a-0,98+a0,98 +..+a0,98°=3060s ;2 i _%’993 =1800s
a(1-0,98%%) =36 || : 0,3965a = 36 || : 0,3965 : a = 90,85
ass = 90,8-:0,98% = 55,9 s V: 1. kierroksen aika on 90,8 s ja viimeisen aika on 55,9 s

7.111+221+33+ ... +nnl=(n+1) -1
1°Tosi,kunn=1?:1-1'=(1+1)!-1;1=2-1

2° Oletetaan, etta epayhtalé ontosin=k asti, ts 1-11 +2:21 + .. k'kl = (k+1)! -1
3° Todistetaan, ettd vaite on tosi myds seuraavalla n:n arvolla

ts1-11+2:21 + 331 + ... k'kl + (k+ 1) (k+1)! = (k +2)! - 1
VP=111+221+3:3+ .. kkl+(k+1)(k+1)! =(k+ 1) -1+ (k + 1)-(k + 1)!
=(L+k+DKk+D-1=(Kk+2)k+D-1=(k+2)!-1=0P

00.2.1. Mitka ovat lukujonon termit a; - as, kun ag =2 jaaps; =N - a,.

n®-2n o An’+1 . 1-3
n

b) lim——— ¢) lim

00.2.2. Maarita raja-arvo a) lim —; -
n—o +4 n»o 3n—-1 n»>o34+2.3

00.2.3. Ratkaise yhtalo x + x> + x° + ... =

wIiN

00.2.4. Osoita, etta jono (a,), missa a, = 3n+1: 0N kasvava ja ylhaalta rajoitettu.

: X _ 1 .
00.2.5. Geometrisen sarjan Zan summa on 4 ja suhdeluku - 3 Laske summa ZaZn

n=1 n=1

00.2.6. Nelidn sivu on 10. Piirretaan alkuperaisen nelién sisdan uusi nelio, jonka karkipisteet ovat
ensimmaisen nelion sivujen keskipisteessd. Taman sisdan piirretddn taas pienempi nelid samalla systeemilla
ja niin edelleen. Mik& on nelididen alojen summa?

00.2.7. Kalle ja Ville heittavat vuorotellen tieltd |16ytamaénsa 10 mk kolikkoa. Paétettiin, ettd rahan saa se,
joka ensimmaisené saa heitollaan kruunan. Milla todenndkoéisyydelld Kalle voittaa, jos han saa aloittaa?
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l.a;=0-8,=0-2=-2 ) a2:l-a1:1-(-2):3 ) az=2-a,=2-3=-1
. n’-2n . 1-2/n _1-0 1 An?el L N141/n? N1 2
2.a) lim—; = lim > =330 -3 b lim = lim =3 =3
e3nT+4  me3+4/n e 3n—1 e 3-1/n
. 1-3 . 1/3)" -1 -
o) lim—— = IlmL:%:-Vz
231230 nn3.(1/3)" +2
3.x+x3+x5+...=§ Vasen puoli on geometrinen sarja, a = x ja q = X°

Vasemmalla puolella on &arellinen arvo, jos se suppenee eli [x’| <1 < -1<x<1

- +-\' - +
ﬁz:%;3x:2-2x2;2x2+3x-2:0;x: 3+ 49+16: 34_5 i X=Y% (taix=-2)
4 __ n+l n__n+1 n (n+1)Bn+1)-nBn+4) 3n°+n+3n+1-3n"-4n
@1t @ T30+ 3n+1 3n+4 3n+1 (Bn + 4)(3n + 1) = @Bn+&H(3n+1)

= m > 0, koska osoittaja ja nimittaja ovat > 0.

. . . . n n 1 . . ds e i
Taten a,.; > a, V n, joten jono on aidosti kasvava. a, = 3n+ 1 <3n —3-lotenjonoon ylh&alta rajoitettu.

o —a- iy 8 _,.a _, 16
5. Z;an—4,a—a/3+a/9—a/27+...—4,l_(_l/S)—4,4/3—4,a—3
n=
Na _ _-al3 _-3a_ 3 16 _
Z;aZn—a2+a4+a6+...—-a/3-a/27-...—1_1/9— e =5 3 =2
n=

6. Jokaisen nelion sisalla oleva nelio siséltda suuremman nelion jokaisesta nurkkaneljanneksista puolet, joten
sisalla olevan nelidn ala on puolet edellisesta.

Alojen summa on = A+ A/2 + A/4 + A/8 + ... =ﬁ = 2A =2-10° = 200
7. P(Kalle voittaa) = P(Kr tai Kl ja Kl ja Kr tai Kl ja Kl ja Kl ja Kl ja Kr tai ...)

1
=P(Kr) + P(KljaKljaKr) + P(KljaKljaKljaKljaKr) + ... =%+ (%)’ + %)’ +...= 1 _/21/4 :%

00.3.1. Laske lukujonon 10. termi ja 10 ensimmaisen termin summa jonossa a) 3, 15, 27, ... b) 1, - % g -

00.3.2. Montako aritmeettisen jonon 3, 12, 21, ... termia on valilla [8 000,10 000]

00.3.3. Geometrisen jonon kolme ensimmaista termia ovat 3, 4x - 2 ja x* + 3x + 2. Laske x.

00.3.4. Aritmeettisen jonon termi a,y = 432 ja agp = -328. Maaritd kolme ensimmaista termia.
00.3.5. Tasasivuisen kolmion sivu on 10. Piirretaén alkuperaisen kolmion sisdan uusi kolmio, jonka

karkipisteet ovat ensimmaisen kolmion sivujen keskipisteessa. Ta&man sisaan piirretaan taas pienempi
kolmio samalla systeemilla ja niin edelleen. Mik& on kolmioiden alojen summa?

2 2 _an
6n° —5n b Iim«/n +1 o lim 1-3

2

00.3.6. Mé&arit raja-arvo a) lim I rd on+l 3:2.3"
n—wo 3N° + - ZN+ eSS+ L-

00.3.7. Ratkaise yhtalo x + XCHxXH .=

00.3.8. Osoita, etta jono (a,), missa a, = ﬁ , on kasvava ja ylhaalta rajoitettu.

. . e : L1 1 1 _ n_ S
00.3.9. Todista taydellisellad induktiolla, etta 5ttt n(n+1) ~ n+1 on tosi kaikilla n € Z,.

00.3.10. Kalle ja Ville heittéavéat vuorotellen tieltd 16ytamaansa kahta 10 mk kolikkoa. P&éatettiin, etta rahat saa
se, joka ensimmaisend saa heitollaan molemmista kruunan. Milla todennékdisyydella Kalle voittaa, jos héan
saa aloittaa?
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1. a) 3, 15, 27, ... on aritmeettinen jono, jonkaa=3jad=12.a;p=a; +9d =3 +9:12 =111
S0 = Y2 10(3-1 +ay) =5(3 +111) =570

b)1, -3, g , ... ONn geometrinen jono, jonka a; = 1jaq= % ap=a;-q° =1( 3) = 13%23
1024
o _l-a) 1-a- 59049) _ 11605
10 = N =
1-q 1+ §) ~ 19683

2.jonossa 3, 12,21, ...d =9. a; = 8001 ja a, = 9999
8001+ (n-1)9=9999;(n-1)-9=1998]:9;n-1=222;n=223

. . +3x+2 4x-2
3.3, 4x-21ax2+3x+20n geometrinen, kunX 4X3_X2 = X3

(4x - 2)° =3(x* +3x +2) ; 16X - 16X + 4 =3x* + 9x + 6 ; 13x* - 25X - 2 =0

_25+1/625+104 2527
= e =

v oty — L
26 ,X—2talX—-13

a = 432 _{a+19d:432 - C1 . 40d= 760 d=- 19 =
'{6602-328' a+50d=. 308 .1 +400=-760;d=-19;a+19(-19) = 432

a=793;a2=793-19=774;a3=774-19=755

5. Kolmion kahden sivun yhdysjana on kolmannen suuntainen ja puolet siitd. Taten kolmiot ovat
yhdenmuotoisia mittakaavassa 1:2 ja alojen suhde on kK®=1:4= qell11]

2
A :a43[3 :1033[3 _25\3; Az 25\/5 1000/3

1-q 1-Y% "~ 3
6n°-5n . 6-5/n AN+l 1+1/n?
6.a) lIm——— = lim—>—— :g =2 b lim = lim—=——— :%
e 3n°+4  n>=344/n e 2041 o 241/n
1-3" . 1/3"-1 1
o) Im——m-—=lim——-="-3
n—>°@3+2 3 n>e3/3"+2
7.x+ x>+ X+ ... = ¥4 ; Vasen puoli on geometrinen sarja, joka suppenee kun |q| < 1 eli x| <1 eli|x| <1
- +\/ + 2+
1—3()(2 =1 2x=1-X ;X +2x-1=0;x= 2+ 24 4 2_22\/E =-1++/2 , joista kelpaa x = - 1 +/2
8 _ n+1 n _n+1 n (+1)(@4n+3)-ndn+7) _
A1t T AN 1) +3 T4n+3 4n+7 4n+3 . (4n+3)(dn+7) =
4n’+3n+4n+3-4n°-7n 3 o
(@n+3)@n+7) =@n+3)@n+7) >0, koska n > 0 jolloin nimittgja > 0

Taten jono on kasvava

n 1 . . -
an <V & an+3 <2 ® 4n <4n + 3 & 0 < 3 ,joka tosi. Jono on ylh&alta rajoitettu.

o n . o1 1
9.1 valtet03|kunn—15|llaz—1+1

R R . o011 1 _k
2° Oletetaan, etta vaite on tosi n = k asti eli > tg to- —k(k +1) - K+l
3° Osoitetaan, etta talldin vaite on tosi myds seuraavallakin n:n arvolla elikunn =k + 1 eli
1 1 1 1 k+1 k 1 k+1
2 %6 * Ck+L TkrDk+2) k2l krDk+2)

6 T tkk+1 * (k+1)(k+2)_k+2
S k(k+2)+1=(k+1)> K>+ 2k + 1 = (k + 1)° mik on totta.

10. P(Kalle voittaa) = P(Kalle voittaa heti tai Kalle ei voita ja Ville ei voita ja Kalle voittaa tai...)
= P(2kr tai ei-2kr ja ei-2kr ja 2kr tai ei-2kr ja ei-2kr ja ei-2kr ja ei-2kr ja 2kr tai ...)
= P(2kr) + P(ei-2kr ja ei-2kr ja 2kr) + P(ei-2kr ja ei-2kr ja ei-2kr ja ei-2kr ja 2kr) +

v, Y, 4 _4
HrS N Ve NS N et =T = Tooe S16-6 S 7

5
01.1.1. Laske Zan ,kun a; =1 jaa, =2 seké an. = 2a,.1 + Y24, kaikillan > 1.
n=1

4n® +3n?+2n+1
01.1.2. Maarita lim 5
n>»8n° —6n% +4n—2

01.1.3. Aritmeettisen jonon kolmas termi on 6 ja viides termi on 9. Mik& on jonon ensimmainen termi?
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2
+
0114, Todista, etta 1%+ 2+ 3° + ..+ n° = AL

01.1.5. Suppenevan geometrlsen sarjan 1+q+ q + ... summa on 5.
Mika on sarjan 2 + q + 2¢° + q° + 2" + ... summa?

01.1.6. Vuoden 1998 alussa oli alueella A 20 000 asukasta ja alueella B 3 000 asukasta. A:n vakiluku
vahenee 5% ja B:n vékiluku kasvaa 3,5% vuosittain. Min& vuonna B:n véakiluku ylittdéa A:n vékiluvun?

, s . 2n + 20 L o .
01.1.7. Kuinka monennesta termista lahtien lukujonon a, = 5n + 21 termit poikkeavat itseisarvoltaan raja-

arvosta vdhemman kuin 0,001?

. ) 2 L
01.1.8. Osoita, etta lukujono a, = 3n—24 on kasvava ja rajoitettu.

© oy — n
01.1.9. Milla x:n arvoilla sarja Z(—lJ suppenee? Milla x:n arvolla summa on ¥4 ?
n=1

01.1.10. Henkil6 ottaa 100 000 mk lainan, jonka kiinte& korko on 9% ja laina-aika 10 v. Kuinka suuret ovat
korkokulut, kun han maksaa lainan takaisin vuosittain a) tasaeramaksuna b) ko. vuoden korot ja lyhentaa
lainaa joka vuosi 10 000 mk:lla?

la=1la=2,a3=22+%1=4% ,a,=2:4%+%-2=10; a5 =2:10 + Y%-4Y5 = 22Y,
5
Sa, =1+2+4%+ 10+ 22% = 39%

n=1
. An*+3n*+2n+1 . 4+43/n+2/n*+1/n*  4+0+0+0
2. lim 5 > = lim > T = 8.0+70.0 -2
n>28n°—6n-+4n—-2 n>28—-6/n+4/n“-2/n } B}
as;=6 ,{a+2d=6|| (-1)
3'{35_9, a+4d:9” 2d 3 d= 11/2 a+3= 6 a=3
Z
4_13+23+33+'__+n3=ﬂu)_

4

1%(1 + 1)* 1= 1-(2)

o/ . _ s 43 _
1°VAontosi, kunn=1,sillal” = 2 1=

1=1

ks kz(k: 1)®
(k+1) (k+1+1)

2° Oletetaan, etta VA on tosi n:n arvoon n =k asti, ts 13 + 23 + 3% + .

3°0Onko VAtosimyos kunn=k +1,ts. 13+ 2%+ ... + K>+ (k+ 1)° =

2 2 3
VP:13+23+”.+k3+(k+1)3=k(k:1) . ks 1= k(k+1) 4(k11) :k(k+1);r4(k+1):

(k +1)°[K+ 4K+ )] (K+ 1) [K*+ 4k + 4] (K+ 1) (k + 2) _
= 4 = 2 =0P

4

,11q 5:1=5(1-q):02=1-q:q=0,8.
2+q+20°+q°+2q*+ ... =21+ P+t + )+ (q+ g+ )

Y 0,8 2,08 200 80 280 70 __7
_1-0,8 1 08Z _036 036 36 36 36 9 o

5.1+q+q2+...=

n
6. Van =20 000-0,95" ; Vg, = 3000-1,035" ; Vg, > Va, ; 3000-1,035" > 20 000-0,95" ; 1609355:1 > 220%%0

1,0895" > 6,6667 || Ig () ; n-lg 1,0895 > Ig 6,6667 || : Ig 1,0895 ; n> 22,13 . Vastaus : vuonna 2020

2n+20 . 2+20/n 2+0 +20
7 iMm——— = lim——— =5 0 =1: las,-1]<0,001; |2n+21 1|<0,001
nso2n+21 e 2+21/n
2n+20 2n+21 -1 1
|50+ 21 “an+ 21 | <0.001;| 50— 57 |<0,001; 557 <0,001]-1000(2n +21) >0

2n+21>1000;2n>979 ;n >489,5. V: asg lahtien
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8 __2(n+1) 2n  2n+2 2n  (2n+2)(3n+4)-2n(3n+7)

A1t @ =3y 1)+4 "3n+4 3n+7 3n+4d (3n + 7)(3n + 4) =
6n°+8n+6n+8-6n°-14n _ 8 o

(3n + 7)(3n + 4) “@En+n@En+4) 0, koska kaikki tekijat > 0. a.1 > a,
Koska jono on kasvava on a, > a; = 2/7, joten jono on alhaalta rajoitettu.
an = 3n22 2 :2,’2 % , joten jono on ylh&alta rajoitettu. Taten jono on rajoitettu.
2x-1

9. Z( ) on geometrinen sarja, joka suppenee, jos suhdeluku | q|=| ix+ 11 [<1

[2x-1|<|x+1|[|()*;4x*-ax+1<x*+2x+1;3x°-6x<0;NK:3x(x-2)=0;x=0taix=2.
KUV: YAP +++ 0 --- 2 +++ joten 0 < x < 2.

2X -1

Xx+1 2x -1 2x -1 2
S:1/4,1 -1 - 1/4,)(+1 2)(4_1—/41,2 X 1/4,8x-4:2-x,9x:6,x:§

Tx+1

T 10
10. a) Tasaeramaksu a = KOLOLT(O_L 11) 100000116%%0 _(11 09-1) _ 15582,00

Kulut kaikkiaan 10-15582 mk = 155 820 mk, josta lyhennysta 100 000 mk ja korkoa 55 820 mk
b) Korkoja 100 000-0,09 + 90 000-0,09 + ... + 10 000-0,09 = (100 000 + 90 000 + ... + 10 000)-0,09 =

100 0002+ 10000 4 4.0,09 = 49 500 (mk)

. 4n%*+2n
01.2.1. Maarita |Im2—.
e 2n°—4

L1 i+(;)”'l+
9_27 "3

01.2.3. a) Maarita aritmeettisessa jonossa ensimmaisen negatiivisen termin jarjestysluku, kun jonon kaksi
ensimmaistéa termia ovat 263 ja 240. b) Laske kyseisten positiivisten termien summa.

OJII—‘

01.2.2. Laske summa 1 -

01.2.4. Geometrisen jonon ensimmainen termi on 2 ja neljas termi on 6%. Mik&a on jonon kuudes termi?

. . . 2n+3 . i .
01.2.5. Osoita, ettd lukujono a, = n+1 ©nmonotoninen. Mik& on monotonisuuden laatu?

Kk
n
01.2.6. Ratkaise yhtalo 2(5—5) =0.

n=1

01.2.7. Jauhe-eran puhdistamiseen kaytetaan laitetta, joka poistaa roskista 25% yhdella puhdistuskerralla.
Jos jauhe-erassa on alkuun roskia 17% tilavuudesta, niin kuinka monta puhdistuskertaa tarvitaan, etta
roskien osuus vahenee alle 0,1%:iin tilavuudesta?

01.2.8. Vahenevan aritmeettisen jonon kolmen ensimmaisen termin summa on 12. Samojen jasenien tulo on
55. Montako termiéd jonon alusta on vahintédan laskettava yhteen, jotta summa olisi negatiivinen?

01.2.9. Ratkaise yhtlo > '34X =1-x-(1-x)2+(L-%%-(1-x)"-

1. 2 3 -1 1
01.2.10. Todista taydellisella induktiolla, etta 5 +3; + 47 + ... + nnl =1-,;.kunn=2
. An’+2n . 4+2/n 4
1. I|m2— = lim——— =35 =2
e 2n° =4 ow2-4/n* 2
n-T

, . 1,1 1 (1) PR S S S, i .
-l-3+9 %7 3 ...—1_(_1/3)—4/3—4(paa ymaton geometrinen sarja)

3.8,=263,a,=240,d=a,-a, =240- 263 =-23
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a)a,<0;263+(n-1)(-23)<0;263-23n+23<0;-23<-286;n>124. V:n=13
b) a;, =263 + 11:(-23) = 10 ; S5, = ¥2(263 + 10)-12 = 1638

4.a,=2; a4 =6%;2-q°=27/4;9° =27/8;q=3/2;as = 2-(3/2)° = 243/16 = 15 3/16

on + 2x+3 2+ 1)-1(2x-3) __1
5'a“"n+1 ) =577 = (x + 1) “x+1? <0

= f aidosti vaheneva = a, on aidosti vaheneva

k
6. 2(5—2)=0 ;(5-%)+(5-%)+(5-%) +...+(5-§):0
n=1

41/z+4+31/2+...+(5—g):0. Huomataan,ettéS—g :-41/2;; =9%; k=19

7. Roskia aluksi 0,17V. Jokaisen puhdistuskerran jalkeen roskista 75% on jaljella
0,17V-0,75" < 0,001V ; 0,75" < 0,00588 || In () n:In 0,75 < In 0,00588 ; n > 17,9. V: 18 krt.

8. Olkoon keskimmainen termi = a, ensimmadinen = a - d ja kolmas=a +d
a-d+a+atd=12;3a=12;a=4.
(4-d)4(4+d)=55;16-d°=55/4 ;d° =9/4; d = +3/2 . Vaheneva = d = -1%

1 1/, 11, -
5Y+4+2%+ .. (5-(n-1)11/2)<o;5/2+5/221/2(” Y n<0:11-1%(n-1)<0
-1%n < -12%; n > 8,3 ; V: Vahintaan 9 termia.

-(1
9q—i(1—))(())——x 1. Sarja suppenee, kun [x - 1] <1;-1<x-1<1;0<x<2
3-4x 4x 3-4x 1-Xx
=(L-x)-(1-x°+@2-%°+. 3 "1-x-D) ;(3-4x)(2-x)=3(1-x)
+\/ - +
6-3x-8x+4x2:3—3x;4x2—8x+3:O;x:8_ 64 48:854 ' x=1%taix =%
1 2 -1 1
10—+§ +§+“'+nT:1'H n=2: 5:1 §<i>1/z—1/zellva|teont03| kunn=2
T . . 1 2 3 k-1 1
Oletetaan, etté vaite on tosi n:narvoon k astits. 5y +3; + 47 +... + 7 7~ =1-44
Todistetaan, etta vaite on tosi myds seuraavalla n:n arvolla eI| kunn=k+1
1 g 3 k-1 k+1-1 1
A T Attt Y ke T k)
1 2 3 k-1 k+1-1 1 ko k+1 Kk 1
VP=or+3ita -t Y ke ket ke Tk Tl ey TOP

02.1.1. Maarita jonon a, viisi ensimmaista termid, kun a; =2, a1 =(2n-1) a,

100
02.1.2. Laske »_(3k +5)

k=1

- . 2n-1 L . . « N . )
02.1.3. Misté n:n arvosta alkaen jonon a, = 3n  Lermit poikkeavat jonon raja-arvosta vahemman kuin 10 “?

02.1.4. Milla x:n arvoilla suppenee geometrinen sarja, jonka kaksi ensimmaista termia ovat x + 1 ja x - 3?
Mik& on talléin sarjan arvo?

02.1.5. Maarita aritmeettisen jonon termi a,, , kun as=10ja ag=12.

02.1.6. Geometrisen sarjan summa on 4. Kun siit poistetaan termit, joiden jarjestysluku on parillinen, jaa
jaljelle sarja, jonka summa on 3. Maaritéa a ja q.

. . -1 . .
02.1.7. M&arita lukujonon u, = (nnTZ)Z , n=1,2,3,... ,kolme suurinta termia.

100
02.1.8. Laske summa Z(—l)" n’.
n=1

02.1.9. Perhe otti asuntoa varten 100 000 € lainan koron ollessa 4,5 %. He Iyhentavat lainaa kuukausittain
765 €:n suuruisella tasaeralld. Kuinka monta vuotta perheen asuntolainan lyhennys kestaa ?
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02.1.10. Todista, etta 1.2 + 2.2° +3-2% + ... + n-2" = (n - 1)2™" + 2 kaikillan > 1

l.a;=2, a = (2n - 1) ap. Ay = Ag41 — (2'1'1)3.1 =1-2=2.a3=ay41 = (22 - 1)a2 =3-2=6
as4=a3:1=(2-3-1a3=5-6=30.as =41 =(24-1a,=7-30=210 V:2,2,6,30ja 210

100
8 + 305 .
2. >Bk+5)=8+11+14+...+305= > 100 = 15650 (kyseessa aritm. summal)

k=1

lim 2n-1 _lim 2-1/n 2 2n-1 2 4. ,2n-1-2n 4. 1 1
3Nn5% 31 now 3 ‘3'| 3n '3|<10 & | 3n | <10 <?f>3n<10000||-30000n
< 10000<3n<~n>3333,3 V: n=3334 alkaen
4.9=222 sarja suppenee, jos | X5 | <1 ¢ [x- 3| < |+ 1| || () mol. puolet > 0
X+1 (x +1)°
x2-6x+9<x2+2x+1<:>-8x<-8||:(-1)<::>x>1;S:l -3 :x+1-x+3:l/4(X+1)2
“x+1
as=10.{a+4d=10. g2, 2 _ 6,222 _ _22 2 _60 _
5.{a8:12, a+7d=12 ,3d—2,d—3 ,a+4-3—10,a—3 ,azo—a+19d—3 +19-3—3 =20
2 3 4
at+ag+aq +aq +aq +...=4_{aj(1- :4_{a:4-4 _ ~ 5
6'{ ataq +aq'+..=3 ’a/(l-t?)—a a=3.3q 14-4a=3-30

4++16-12 4% 8
5 =

39°-4q+1=0;q= 82;(q:ltai)q:%;a:4-4-%:§

n-1 : : _ x-1
7.u,= mz , Tutkitaan funktiota f(x) = mz ,kunx>1

1 (x+2%-2(x+2)(x-1) x+2-2x+2 _ _4-X

P = x+2)" =T x+2® T (x+ 2P

f1+++4---

f | 72 = ~ = u,onsuurin ja seuraavat kaksi loytyvat oikealta tai vasemmalta
3 1 2 1 4 5 1 4 2

Uy =35 =73 1Us=35 iUz =1g iUs=3g Us=5g ViT5 139 335

100
8. ) (-1)"-n® =-1%+2° -3 +47- 57+ 67 .- 99 + 1007
n=1
(2°-1%) + (4% - 3%) + (6° - 5°) + ... + (100% - 99%)
(2+1)(2-1)+ (4 +3)(4-3)+(6+5)(6-5)+... +(100 + 99)(100 - 99)

=3+7+11+ . +199="—>—

9. Olkoon velka alussa V, = 100 000€ ja n:ntend kuukautena = V,, seké lyhennys A = 765€
Kuukausikorko = 124—1500 = 0,00375, joten koronkorkotekija o. = 1,00375

n

. . . -1
Vi1 = Vira - A, jonka rekursioyhtalén ratkaisu on V, = Vo-o" - O(; 1 A
n
_ no_a -1 _ n n _ n
=100 000a" - 0.00375 -765 = 100 000a.” - (o - 1)-204 000 = 204 000 - 104 000-a.

Velka lopussa = 0 ; 204 000 = 104 000a." eli o = 1,9615 ; 1,00375" = 1,9615 || Ig()
n-lg 1,00375 =g 1,9615 ; n = 180. Vuosia kuluu 180/ 12 = 15 vuotta

10.1-2' +2.2°+3.2°+ ... +n-2"= (n - 1)2"" + 2 kaikillan > 1

1° vaite tosi, kunn =1: 1.2' = (1-1)2"" +2 & 2 =2 eli tosi

2° Oletetaan ettd vaite on tosi n = k asti, eli 1.2" + 2.2 + 3.2° + ... + k2= (k - 1)2* + 2

3° Osoitetaan, etta vaite on talldin tosi myos seuraavallakin n:n arvolla eli, kun n =k + 1.

128 +222+3.2%+ .+ k2¥+ (k+1)-2 = (k+1-1)2" + 2

& (k-1)2"+ 2+ (k+1) 2" =k 2%+ 2 & (k-1 +k+1)2" =k 2% : 2 © 2k = k-2, mika on tosi,
joten vaite on tosi myds seuraavallakin n = k + 1.




