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Tulosaantd, kertoma, kombinaatio

1.1. Luokalla on 7 poikaa ja 18 tyttda. Montako erilaista toimikuntaa heisté voidaan valita, jos siihen
tulee a) huvimestari, - sihteeri ja - jasen b) samat kuin edelld, mutta sihteerin tulee olla tytté c) kolme
jasenta?

25
1.a)25-24-.23=13800 b)18-24.23=9936 C)(3 =2300

2.4. Kuoroon kuuluu 6 poikaa ja 6 tyttéa. Kuinka monella eri tavalla kuorolaiset voidaan jarjestaa
nayttamaolle a) yhteen riviin kasvot yleis66n pain, tytot ja pojat vuorotellen b) kahteen riviin kasvot
yleis66n pdin, tytot eteen ja pojat heidan taakseen?

4. a) (PTPT...tai TPTP...): 2:6:6-:5-5-... =2-6!-6! =1 036 800 b) (TTTTTT ja PPPPPP): 6!-6! = 518 400
3.4. Laatikossa on 6 punaista, 5 valkoista ja 4 sinista palloa. Kuinka monta mahdollisuutta on valita

naista 4 palloa, joista a) 3 on punaista ja 1 on sininen b) 2 on punaista, 1 sininen ja 1 on valkoinen c)
ainakin 1 on punainen ja tdsméalleen 1 on valkoinen?

6)(4 6)(4)\(5
4.a)3PjalS= =20-4=80 b)2PjalSjalV= =15-4-5=300
3)\1 2){1)\1
5) (6) (4 6) (4 6
c)ainakinl1PjalV=1Vja(lPja2Stai2PjalStai3P)= ( . + . + )
1)(1)\(2 2) 1 3

=5.(6-6+15-4+20)=5 116 = 580

Todennakoisyyslaskenta

5.6. Erdalla Tyynen Valtameren saarella on paivan sateen todennékoisyys 0,6, jos edellisena paivana
satoi ja 0,2, jos edellisené paivana oli pouta. Mika on todennakdisyys sille, ettd ylihuomenna ei sada,
jos eilen satoi?

6. Puumallin mukaan tai esim. P(ylihuomenna sataa) = P(SSE tai SEE tai ESE tai EEE)
=0,6-0,6-0,4 +0,6:0,4-0,8 + 0,4-0,2:0,4 + 0,4-0,8:0,8 = 0,624

6.5. Ryhmasta, jossa on 6 tyttda ja 4 poikaa, valitaan arvalla tyéryhméa hoitamaan kirjatilauksia. Milla
todennakoisyydellda ryhmaan tulee kaksi tyttdd, jos ryhmaan valitaan kaikkiaan a) 2 b) nelja

oppilasta?
(ZJ 5 (ZJ sz 5
l 1 . 6

5a)P(2T):W:_5:% b)P(ZTJaZP):T :W:%
.6 5 6 5 4 3
Taia) —-— b) TTPP, TPTP, TPPT, PTTP,PTPT,PPTT => 6 — « — - — -
10 9 10987

7.1. Erdassa viikkoennusteessa ilmoitettiin sateen todennakoisyydeksi lauantaina 40% ja
sunnuntaina 30%. Milla todennékodisyydella kyseisena viikonloppuna ainakin toinen péiva sateeton?

1. P(ainakin 1 sateeton) = 1 - P(molempina sataa) =1-0,4-0,3=1-0,12 =0,88



8.2. Kaksinumeroinen luonnollinen luku arvotaan noppaa heittdmallé niin, ettd ensimmainen heitto
antaa kymmenten ja toinen heitto ykkdsten numeron. Milla todennakdisyydelld néin saatu luku on a)
suurempi kun 60 b) suurempi kuin 30 ja parillinen?

2. a) P(arvo > 60) = P(1. = 6 ja 2. = mikd vaan) = 1/6 - 1 = 1/6 (Tai luettelemalla eri mahdollisuudet jne.)
b) P(arvo > 30 ja parillinen) = P(1. > 3 ja 2. on parillinen) = 4/6 - 3/6 = 1/3

9.8. Juhaja Riikka poimivat omenoita, kumpikin omaan samanlaiseen koriinsa: Juha 3 punaista ja 7
valkoista, Riikka 4 punaista ja 6 valkoista. Korit vietiin kellariin, josta Juha illan pimetessa haparoi
kateensa yhden omenan. a) Milla todennékoisyydella Juha sai punaisen omenan? b) Valoisaan
tultuaan Juha huomasi omenan olevan punainen. Milla todennakdéisyydella se oli peréaisin hanen
omasta koristaan?

8. P(pun) = P(Juhan kori ja pun. tai Riikan kori ja pun.) = 0,5-0,3 + 0,5-0,4 = 0,35

. P(Juhan kori japun.) 0,5-:0,3 3
P(Juhan kori | pun.) = ( P(pun.l) pun.) _ 038 =7

10.3. Pikku Villella on amparissa 10 vihredd lehtisammakkoa ja 3 rupikonnaa. Han antaa
umpimahkaan niistd kaksi parhaalle ystavalleen pikku Kallelle. Milla todennéakdisyydella kaikki
rupikonnat jaavat Villelle?

10 9
3. P(rupikonnat Villelle) = P(Kallelle 2 lehtisammakkoa) = E . E = 15/26 ~ 0,577

11.4. Tavaratalon herrainosasto ilmoittaa lehdessa, ettd eraassa partavesierdssd on ilmennyt
valmistusvirhe, josta johtuen niilla vesilla ei olekaan haluttua iskutehoa. Tavaratalossa myydyista
partavesipakkauksista 5% oli virheellistd erdd. Nuorukainen osti 3 pakkausta kyseistad partavetta.
Milla todennékdisyydelléa ainakin yksi pakkaus oli virheellista eraa?

4. P(ain. 1 virh.) = 1 - P(ei yhtaan virh.) = 1 - P(ei JA ei JA ei) = 1 - 0,95-0,95-0,95 = 1 - 0,857 = 0,143

12.6. Laatikossa on mustia ja punaisia palloja. Jos laatikosta poistetaan yksi punainen pallo, niin
nostettaessa jaljelle jaéneistd palloista yksi, saadaan punainen todennékdisyydella 1/7. Jos taas
laatikosta otetaan pois kaksi mustaa palloa, niin todennékdisyys saada yhdelld nostolla punainen
pallo on 1/5. Maarita mustien ja punaisten pallojen lukumaarat.

6. Olkoon mustia palloja x kpl ja punaisia y kpl. Siis yhteensa x +y kpl
P(pun, kun 1 punainen poissa) = 1/7 _ f(y-1)/(x+y-1)=1/7 fx+y-1=7y-7  fx-6y=-6]-(-1)
P(pun, kun 2 mustaa poissa) =1/5  \y/(x+y-2)=1/5 {x +y-2=5y {x -4y =2 -1
2y=8;y=4,;x-4.4=2;x=18V: Mustia oli 18 ja punaisia 4

13.7. Kolme kolikkoa heitetdan kahdesti perédkkain. Milla todenndkdisyydella kruunujen maara on
jalkimmaisella kerralla a) sama b) suurempi kuin edellisella kerralla?

7. Kolmen kolikon heitossa mahdollisuudet KKK, KKL, KLK, LKK, KLL, LKL, LLK ja LLL siis 8 kpl
POK)=1/8,P(1K)=3/8,P(2K)=3/8jaP(3K)=1/8

a) P(sama maara K) = P(0&0 tai 1&1 tai 2&2 tai 3&3) = 1/8-1/8 + 3/8-3/8 + 3/8-3/8 + 1/8-1/8 = 20/64 = 5/16
b) P(enemman 2. kerralla) = P(0&123 tai 1&23 tai 2&3) = 1/8-7/8 + 3/8-4/8 + 3/8-1/8 = 22/64 = 11/32

14.3. Paperiliuskalle on kirjoitettu sana MATEMATIIKKA. Kirjaimet leikataan erillisiksi lappusiksi,
jotka pannaan hattuun ja sekoitetaan. Laput poimitaan yksitellen hatusta ja pannaan
poimimisjarjestyksessajonoon. Milla todenn&akodisyydella niista muodostuu jalleen sana
MATEMATIIKKA?

3. P(MATEMATIIKKA) = P(M)P(A)P(T)P(E)P(M)P(A)P(T)P(I)P(I)P(K)P(K)P(A) =
2 3 21121212

121110987654321 4989600

15.4. Suuressa henkildjoukossa on 70% tummatukkaisia ja 40 % ruskeasilméaisid. Seka
tummatukkaisia ettéd ruskeasilmaisia on 30%. Milla todennékoisyydella umpiméahkéaan
valittu henkild a) on tummatukkainen tai ruskeasilmainen, b) on ruskeasilméainen mutta
ei tummatukkainen, c) ei ole tummatukkainen eika ruskeasilméainen?

4. a) P(T tai R) = P(T) + P(R) - P(T ja R) = 70% + 40% - 30% = 80%
b) P(T jaei-R) =P(R) - P(RjaT) = 40% - 30% = 10%
c)P(ei-Tjaei-R)=1-P(TtaiR)=1-0,8=0,2=20%

16.4. Heitetaan kerran valkoista ja mustaa noppaa. Milla todennakdisyydella valkoisen nopan tulos
on ykkdsta suurempi ja mustan kuutosta pienempi, mutta pistelukujen summa on kuitenkin suurempi
kuin 67



4. Suotuisia ruutuja 6 x 6 ruudukossa (2,5), (3,5), (3,4), (4,5), (4,4), (4,3), (5,5), (56,4), (5,3), (5,2), (6,5), (6,4), (6,3), (6,2)
15 5

ja (6,1). Siisk=15,n=36 P(A) = 3612

17.8. Erdéassa de Meren suosimassa pelissa koko potin voitti kahdesta pelaajasta se, joka ensin sai
viisi eravoittoa. Peli joudutaan keskeyttamaan, kun pelaajalla A on nelja ja pelaajalla B kolme
eravoittoa. Missé suhteessa on oikeudenmukaista jakaa potti, eli mikéd on pelaajien A ja B voiton
todennakdisyyksien suhde?

8. P(A voittaa) = P(A tai BA) = P(A) + P(B)P(A) :% +% % = % Suhde = % : f—g =40:9

Binomijakauma

18.5. Seudun koivuista on 35% hieskoivuja, loput rauduskoivuja. Saunavihdan tekija tekee vihtansa
umpimahkaan valitusta koivusta. Milla todennékodisyydella viidesta vihdasta on ainakin 3
rauduskoivusta?

5. P(ain. 3 rauduskoivuvihtaa 5:sta)

5 5 5
= -0,65° - 0,35% + -0,65" - 0,35" + -0,65°-0,35°=0,76
3 4 5

19.4. Kolmea arpanoppaa heitetaan yhta aikaa. Milla todennéakdisyydella a) kaikilla saadaan
kuutonen, b) saadaan tarkalleen kaksi kuutosta?

4.a)P(6jabjab6)=1/6-1/6 - 1/6 =1/216 b) P(tdsm. 2 kpl 6) =
P(6 ja 6 ja muu tai 6 ja muu ja 6 taimuu ja6ja6)=1/6 - 1/6 - 5/6 - 3 =5/72

20.7. Kahdessa perheessa on kummassakin nelja lasta. Milla todennakoéisyydella kummassakin
perheessa on yhtd monta tytt6a? p(tytté) = p(poika) = 0,5

4
7.P(0T)=05"=0,0625=P@4T);P(1T) = Llj .0,5'-05°=0,25=P(37)

4
PRT) = (ZJ .0,5%-0,5°=0,375

P(yhtamonta T)=P(0jaOtailjaltai2ja2tai3ja3tai4djad)=P0ja0)+P(ljal)+P(2ja2)+P(3ja3)+P(4jad)
=0,0625° + 0,25% + 0,375 + 0,25 + 0,0625° = 0,2586

21.5. Perheessa on kuusi lasta. Milla todennékoéisyydella poikia on enemman kuin tyttéja, kun pojan
syntymisen todenndkdisyys on 0,527

5. P(poikia enemmaén kuin tytt6j&) = P(6:sta 4 P tai 6:sta 5 P tai 6:sta 6 P)

6 6
= (4 .0,52%.0,48° + . .0,52°.0,48" +0,52°= 0,253 + 0,109 + 0,020 = 0,382
22.9. Arkipdaivan liikenteessa noin kaksi autoilijaa tuhannesta ajaa alkoholin vaikutuksen alaisena.
Kuinka monta autoilijaa poliisin pitda puhalluttaa, jotta todennékoisyys, etté ainakin kaksi
rattijuoppoa saadaan kiinni, on suurempi kuin 0,90 ?

n 1

9. P(ainakin 2)>0,9;1-P(0)-P(1)>0,9;1-0,998" - 1 -0,998".0,002 > 0,9 josta kokeilemalla eri n:n arvoja

saadaan n =1944 V:1944 autoilijaa

Tunnuslukuja (keskiarvo, moodi, mediaani, keskihajonta)

23.2. M&érita x niin, ettéd lukujen 19, 11, x, 13 ja 21 keskiarvo on 17. Mik& on silloin lukujen mediaani,
tyyppiarvo ja keskihajonta?

2.(19+11+x+13+21)/5=17||-5 ; 64+x=85 ;x=21
Luvut ovat jarjestyksessa 11, 13, 19, 21, 21, jolloin mediaani on 19 ja tyyppiarvo on 21
Keskihajonta saadaan laskimella 4,20



24.3. Monistuspaperin neliometrimassan (g/mz) tarkkailemiseksi otettiin paperilaboratoriossa
satunnaisesti 20 naytetta ja mitattiin jokaisen neliometrimassa. Tulokset olivat seuraavat:

80,6 80,3 79,6 79,5 79,3 79,4 80,8 80,1 79,6 80,3

80,6 80,1 79,1 80,0 80,4 79,7 80,3 80,8 79,7 80,2

Maarita mittausaineiston a) keskiarvo b) vaihteluvali c) otoskeskihajonta.

3. Laskimella a) X = 80,0 (g/m?) ja c) 0,51 (g/m?) b) Vaihteluvéli = 80,8 - 79,1 = 1,7 (g/m°)

Normaalijakauma

25.2. Satunnaismuuttuja x ~ N(3,2). Laske P(x < 3,5) ja P(x > 4,5).

2.x~N(3,2);z= % ~N(0,1) a) P(x < 3,5) = P(z < 3’52' 3 - P(z < %) = (0,25) = 0,60

b) P(x > 4,5) = P(z > 4’52' 3 —Pz>075)=1-d(0.75)=1- 0,77 = 0,23

26.5. Tehtaassa valmistetaan tuotetta, jonka massa on normaalisti jakautunut parametrein =185
kg jac =1,5kg. Milla todennékdisyydella tehtaan tuotannosta satunnaisesti valittu tuote painaa a) yli
21,5 kg, b) valilta 18,0 - 19,0 kg?

. ., _X-185
5.x~N(185:15);z="75

P(x>215) = Pz > 22259 = p(z > 2) = 1- 0(2) = 1 - 0,972 = 0,0228

P(18 < x< 19) = A2 < 7 < 2289 - p(.0,33 < 2 < 0,33) = 1(0,33) - B(-0,33)

= 0(0,33) - [1 - ©(0,33)] = 20(0,33) - 1 = 2:0,6293 - 1 = 0,2586

~N(0,1)

27.7. Eraalla tieosuudella on nopeusrajoitus 90 km/h. Autojen nopeuksien oletetaan noudattavan
normaalijakaumaa, jonka keskiarvo on 85 km/h ja keskihajonta 5 km/h. Kuinka monta prosenttia
autoilijoista ajoi korkeintaan 75 km/h nopeudella?

7. Nopeus x ~ N(85,5) , z = '585 ~N(0,1) ; P(x<75)=P(z < 75é85 )=P@z<-2)=d(-2)=1-®(2)=1-0,9772 =

0,0228 ~ 2,3%

Jakaumat
28. b) Satunnaismuuttujalla X on binomijakauma Bin(4, %). Laske todennakdisyys P(X = 3) ja

odotusarvo E(X).

4 3 1
P(X =3)= (E) (Ej :4.3.1:£zo,395 E(X):4-g=§:23'
3)\3 3 27 3 81 3 3 3
Vastaus: p(x :3):250,395, E(X) =22
81 73

29.8. a) Mimmiliigan joukkueen UPS maalitykkien Jaanan ja Sirpan onnistumistodennéakoéisyydet
rangaistuspotkussa ovat 75 % ja 84 %. Kumpikin saa yhden rangaistuspotkun. Laske joukkueen UPS
saamien rangaistuspotkumaalien odotusarvo.

8. a) Satunnaismuuttuja X kuvatkoon maalien lukumaaraa. Tallsin saadaan todenndkdisyysjakauma
X TN
0 0,25-0,16 =0,04
- 0,75-0,16+0,25-0,84 =0,33
2 0,75-0,84=0,63

EX =0,04-0+0,63-1+0,33-2=1,29.




